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忆阻混沌系统的脉冲同步与初值影响研究∗
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以光滑三次型磁控忆阻器的蔡氏电路为例, 研究了两个同构忆阻混沌系统的脉冲控制同步方法.基于
Lyapunov稳定性理论, 给出了忆阻混沌系统的脉冲同步渐近稳定条件; 结合误差系统的最大条件Lyapunov
指数谱, 讨论了系统初值对脉冲同步性能的影响, 并进行了相应的数值仿真实验.结果表明, 在合适的脉冲控
制参数条件下, 同构的忆阻混沌系统的脉冲同步是可行而有效的; 忆阻混沌系统的初值对脉冲同步性能存在
一定的影响, 但可通过增大脉冲耦合强度来抑制系统初值的影响.

关键词: 脉冲同步, Lyapunov函数, 忆阻混沌系统, 初值
PACS: 05.04.Gg, 05.04.Pq, 05.04.Xt DOI: 10.7498/aps.64.030501

1 引 言

忆阻器是物理上新实现的、具有记忆特性的第

四种基本电路元件 [1]. 不同于电阻、电容和电感三
种基本电路元件可以同时具有线性的和非线性的

属性, 忆阻器是一种纯粹的非线性电路元件. 将忆
阻元件引入到蔡氏振荡电路中或者替换蔡氏振荡

电路中的非线性元件, 可以使得改造后的电路具有
更加复杂的动力学行为 [2−4]. 对这类忆阻混沌电
路或者在此基础上发展而来的记忆混沌系统进行

动力学建模与分析 [2−8]、混沌控制与同步方法研

究 [9−11], 得到了研究人员的广泛关注. 已有的研究
成果表明, 忆阻混沌系统不同于一般的混沌系统,
其动力学行为不仅依赖于系统参数, 还依赖于忆阻
器内部状态变量的初始条件, 存在瞬态混沌、系统
轨线状态转移、分岔模式共存等多种复杂的非线性

行为 [2−8]. 为了实现忆阻混沌系统的工程应用, 近
年来已有文献开展了忆阻混沌系统的同步控制方

法研究 [9−11]. 文献 [9]和 [10]分别针对参数未知的
分数阶蔡氏忆阻电路和AVDP忆阻电路的自适应

同步方法进行了研究; 文献 [11]为洛伦兹忆阻系统
和蔡氏忆阻系统建立了新的模糊模型, 并在此基础
上研究了异构忆阻混沌系统的模糊同步问题.

脉冲控制同步法使得驱动系统与响应系统经

历较少脉冲耦合后达到混沌同步, 在混沌保密通
信、混沌压缩感知等领域有着广泛应用 [12,13]. 与
已有的混沌同步方法相比 [14−18], 脉冲控制同步法
仅在离散时刻向响应系统施加脉冲信号, 使得一些
不具备连续耦合条件或者不能承受连续扰动的系

统可以在脉冲耦合条件下达到同步; 另一方面, 这
种离散耦合方式大大降低了驱动系统与响应系统

之间的信息传输率, 应用于混沌压缩感知可有效实
现测量信号的降采样, 是混沌压缩感知技术中的关
键环节 [12,13]. 目前, 尚未有文献对忆阻混沌系统的
脉冲同步进行研究, 特别是忆阻混沌系统的初始条
件, 即系统初值对系统同步性能影响的研究. 因此,
本文将研究同构的蔡氏忆阻混沌系统的脉冲控制

同步方法, 基于Lyapunov稳定性理论确定脉冲同
步渐近稳定条件, 结合条件Lyapunov指数谱讨论
系统初值对脉冲同步性能的影响, 并进一步地开展
相应的数值仿真实验.
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2 脉冲微分方程基本理论

为了实现同构的忆阻混沌系统的脉冲控制同

步, 需要把响应系统表示为一种脉冲控制微分方程
形式. 脉冲控制微分方程的一般形式可描述为

ẋ = f(x, t), t ̸= τk,

∆x|t=τk = Ik(x), t = τk,

x(t+0 ) = x0, t0 > 0, k = 1, 2, · · · , (1)

其中, x ∈ Rn是系统的状态变量, f : R+ × Rn →
Rn为连续的函数向量, 在离散时刻 τk处施加的脉

冲控制量为Ik(x) = ∆x|t=τk
∆
= x(τ+k )−x(τ−k ), 且

离散时间序列 {τk}满足 0 < τ1 < τ2 < · · · < τk <

τk+1 < · · · , k → ∞时, 有 τk → ∞.
(1)式所描述的系统可简称为系统 (1). 当系统

(1)是渐近稳定的, 就可以认为驱动和响应系统达
到了脉冲同步. 通常情况下, 判定一个脉冲控制微
分方程是否稳定可转化为判定它对应的比较系统

是否稳定.
根据文献 [17], 首先给出关于脉冲控制理论中

的的一些基本定义和定理.
定义1 令V : R+ × Rn → R+, 如果V 满足

1)V 在 (τk−1, τk] × Rn上连续, 且对于每个
x ∈ Rn和k= 1, 2, …, 存在

lim
(t,y)→(τ+

k ,x)
V (t,y) = V (τ+k ,x); (2)

2) V 在x上满足局部Lipschitz条件, 则称V

属于V0. 对于任意的 (t,x) ∈ (τk−1, τk]× Rn, 定义

D+V (t,x) = lim
h→0+

sup 1

h

[
V (t+ h,x+ f(t,x))

− V (t,x)

]
. (3)

定义2 设V ∈ V0, 且满足

D+V (t,x) 6 g[t, V (t,x)], t ̸= τk,

V (t,x+ Ik(x)) 6 ψk[V (t,x)], t = τk, (4)

其中, g : R+ × R+ → R是连续函数, ψk : R+ → R
是非减函数. 则系统 (1)的比较系统可表示为

ω̇ = g(t, ω), t ̸= τk,

ω(τ+k ) = ψk[ω(τk)],

ω(t+0 ) = ω0 > 0. (5)

定义3 如果函数α满足α ∈ C[R+,R+], α(0)
= 0, 并且α(x)在x中是严格递增的, 则称函数α属

于集合κ.
定义4 定义集合S(ρ) = {x ∈ Rn| ∥x∥ < ρ},

其中∥·∥表示Rn上的欧氏范数.
定理1 当同时满足以下的三个稳定性条件

时, 系统 (1)在原点处是渐近稳定的.
1) V : R+ × Sρ → R+, ρ > 0, V ∈ V0,

D+V (t,x) 6 g[t, V (t,x)], t ̸= τk.
2) 存在 ρ0 > 0, 如果x ∈ Sρ0

, 对任意的 k,
V [t,x+Ik(x)] 6 ψk[V (t,x)], t = τk和x+Ik(x) ∈
Sρ0均成立.

3) 在R+×Sρ上, β(∥x∥) 6 V (t,x) 6 α(∥x∥),
其中α(·), β(·) ∈ κ. 则比较系统 (5)的平凡解的稳
定性可以保证系统 (1)的平凡解的稳定性.

定理2 令 g(t, ω) = λ̇(t)ω, λ ∈ C1[R+,R+],
ψk(ω) = dkω, 对于任意的k, dk > 0. 如果满足如
下条件:

λ(τk+1) + ln(ηdk) 6 λ(τk),

i = 1, 2, · · · , η > 1, (6)

λ̇(t) > 0, (7)

则比较系统 (5)的平凡解是全局渐近稳定的, 因此
系统 (1)的平凡解是全局渐近稳定的.

3 同构忆阻混沌系统的脉冲同步

3.1 蔡氏忆阻混沌系统

文献 [3]利用无源二端光滑磁控忆阻器W和一

个负阻G构成的有源磁控电路替代蔡氏电路中的

蔡氏二极管, 构建了一个四阶蔡氏忆阻混沌电路,
如图 1所示. 其中, 无源磁控忆阻器W 的本构关系

q(ϕ)及其忆导值W (ϕ)可表示为

q(ϕ) = aϕ+ bϕ3,

W (ϕ) = a+ 3bϕ2, (8)

式中, 参数a和 b为正实常数, ϕ代表忆阻内部状态
变量. 因此, 图 1电路有四个动态元件, 分别是电容
C1、电容C2、电感L和忆阻W , 相应的状态变量为
u1, u2, i3和ϕ.
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图 1 蔡氏忆阻混沌电路

应用基尔霍夫电压、电流定律以及元件的伏安

关系, 可得到蔡氏忆阻混沌电路的状态方程. 设x1

= u1, x2 = u2, x3 = i3, x4 = ϕ, α = 1/C1, β =
1/L, γ = r/L, ξ = G, C2 = 1以及R = 1, 无量纲
处理后的状态方程可表达为

ẋ1 = α(x2 − x1 + ξx1 −W (x4)x1),

ẋ2 = x1 − x2 + x3,

ẋ3 = −βx2 + γx3,

ẋ4 = x1. (9)

(9)式为一个四维自治常微分系统方程, 简称为蔡

氏忆阻混沌系统.
选择参数α = 10, β = 100/7, γ = 0.1,

ξ = 9/7, a = 1/7和 b = 2/7, 且系统 (9)的状态
初值 (x(0), y(0), z(0), w(0)) = (10−10, 0, 0, c). 当 c

在 [−0.8, 0.8]区间变化时, 系统 (9)随初值 c变化的

Lyapunov指数谱和分岔图分别如图 2 (a)和 (b)所
示. 由Lyapunov指数谱可以看到, 系统 (9)的动力
学行为随初值 c发生了变化, 出现了周期和混沌行
为. 结合分岔图可以发现, 系统 (9)处于混沌状态
时, 可形成双涡卷混沌吸引子和单涡卷混沌吸引
子, 即存在两种不同的混沌状态, 相应的初值 c的

范围分别为

c双 = [−0.720,−0.655] ∪ [−0.062, 0.062]

∪ [0.655, 0.720],

c单 = [−0.520,−0.505] ∪ [0.263, 0.286]

∪ [0.505, 0.520].

在典型的系统初值下, 系统 (9)生成的双涡卷混沌
吸引子如图 2 (c)所示, 而在单涡卷混沌状态时, 存
在上吸引子或者下吸引子, 如图 2 (d)所示.
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图 2 (网刊彩色)系统 (9)依赖于忆阻初始条件的动力学行为 (a) 随初值 c变化的Lyapunov指数谱; (b)随初值
c变化的分岔图; (c) c = 0时, 双涡卷混沌吸引子; (d) c = −0.515, 下吸引子; c = 0.515, 上吸引子
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3.2 脉冲同步渐近稳定性分析

将 (9)式所描述的蔡氏忆阻混沌系统作为驱动
系统, 令x = [x1, x2, x3, x4]

T, 则驱动系统可写成矩
阵形式为

ẋ = Ax+ Φ(x), (10)

其中

A =


α(ξ − 1) α 0 0

1 −1 1 0

0 −β γ 0

1 0 0 0

 ,

Φ(x) =


−αW (x4)x1

0

0

0

 .

且W (x4) = a+3bx24, 参数α, β, γ, ξ, a和 b均为正

实常数.
响应系统的脉冲控制微分方程可表示为

ẏ = Ay + Φ(y), t ̸= τk,

∆y|t=τk = Ik(y) = −Be, t = τk,

y(t+0 ) = y0, t0 > 0, k = 1, 2, · · · , (11)

其中, B是 4 × 4的脉冲控制矩阵, e = x − y =

[x1− y1, x2− y2, x3− y3, x4− y4]T为两个蔡氏忆阻
混沌系统之间的同步误差. 令

Φ(x,y) = Φ(x)− Φ(y)

= [αW (y4)y1 − αW (x4)x1, 0, 0, 0]
T
,

脉冲同步误差系统可描述为

ė = Ae+ Φ(x,y), t ̸= τk,

∆e|t=τk = Be, t = τk, k = 1, 2, · · · . (12)

系统 (9)的状态变量是有界的,假定状态变量x1, x4
的最大幅值为M1, M2, 即有 |x1| 6M1, |x4| 6M2.

定理3 假定脉冲控制矩阵B为Hermite矩
阵, d为矩阵 (I+BT)(I+B)的最大特征值, (I+B)

的谱半径ρ(I +B) 6 1, q为 (A+AT)的最大特征

值, 脉冲采样是等间隔的, 采样间隔为∆. 如果脉
冲间隔满足

0 < ∆ 6 − ln(ηd)
q + 2αbM1M2

, η > 1.

那么两个同构蔡氏忆阻混沌系统的脉冲同步是渐

近稳定的.
证明 构造Lyapunov函数V (e) = eTe =

∥e∥2. 当 t ̸= τk时,

D+V (e) = eTAe+ eTATe+ eTΦ(x,y)

+ ΦT(x,y)e

= eT (
A+AT) e

+ 2α[W (y4)y1 −W (x4)x1]e1

6qeTe+ 2α[(a+ by24)y1

− (a+ bx24)x1]e1

= qeTe− 2αae21

+ 2αb(y24y1 − y24x1 + y24x1 − x24x1)e1

6 qeTe+ αb |x1| (|x4|+ |y4|)(e21 + e24)

6 [q + αb |x1| (|x4|+ |y4|)]eTe

6 (q + 2αbM1M2) e
Te. (13)

这里得到了满足定理 1的第一个条件: g(t, ω) =

(q + 2αbM1M2)ω. 而当 t = τk时,

V (τk, e+Be)

= (e+Be)T(e+Be) = eT(I +BT)(I +B)e

6 dV (τk, e). (14)

从而得到了满足定理1的第二个条件: ψk(ω) = dω.
可以看出, 定理 1的第三个条件也是可以满足的.
因此, 根据定理 1可知, 误差系统 (12)的全局渐近
稳定性可由比较系统的稳定性决定. 比较系统可
表示为

ω̇ = (q + 2αbM1M2)ω, t ̸= τk

ω(τ+k ) = dω(τk),

ω(t+0 ) = ω0 > 0, (15)

由比较系统 (15)可知, λ̇(t) = q + 2αbM1M2 > 0,
且当脉冲采样间隔满足

0 < ∆ 6 − ln(ηd)
q + 2αbM1M2

(16)

时, 有∫ τk+1

τk

(q + 2αbM1M2)dt+ ln(ηd) 6 0.

因此, 根据定理 2, 比较系统 (15)是全局渐近稳定
的, 从而可以得到误差系统 (12)的原点是渐近稳定
的, 即蔡氏忆阻混沌系统的脉冲同步是全局渐近稳
定的. 证毕.
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选择系统 (9)的参数α = 10, β = 100/7,
γ = 0.1, ξ = 9/7, a = 1/7和 b = 2/7, 脉冲间隔为
∆, 脉冲控制矩阵B = diag {−kb, −kb, -kb, −kb}.
这里, kb是脉冲耦合强度, 为了满足ρ(I +B) 6 1,
kb仅在 [0, 2]区间取值. 当kb = 1时, 驱动系统的
状态变量完全强制到响应系统, 此时脉冲耦合强度
最强, kb距离1越远, 耦合强度越弱. 在不同的 η取

值下, 根据定理 3的同步稳定条件绘制的蔡氏忆阻
混沌系统的脉冲同步渐近稳定区域边界如图 3所
示. 相同颜色线条之间的区域为脉冲同步渐近稳
定区域, 由此可见, 稳定区域关于kb = 1中心对称,
并且随着η取值的增大, 稳定区域逐渐变小.

0 0.5 1.0

kb

∆
֒ 
s

1.5 2.0
0

0.1

0.2

0.3

 

 

 η=1

 η=2

 η=5

 η=10

图 3 (网刊彩色)不同 η取值时的稳定区域边界估计

基于Lyapunov函数稳定性理论所确定的同步
条件是脉冲同步的充分条件. 在确定蔡氏忆阻混沌
系统渐近稳定条件的过程中, 我们多次对不等式进
行了缩放, 使得最终确定的稳定条件较为苛刻, 所
获得的稳定区域也远小于实际可同步的稳定区域.
这里仅利用基于Lyapunov函数的稳定性理论, 从
理论上, 证明同构蔡氏忆阻混沌系统脉冲同步的可
行性.

3.3 系统初值对脉冲同步性能的影响

从3.2节可知, 基于Lyapunov稳定性理论获得
的脉冲同步条件与忆阻混沌系统的初值无关, 并且
该条件过于严格, 提供的最大可同步脉冲间隔可能
远小于实际的可同步脉冲间隔. 误差系统的最大条
件Lyapunov指数 (maximum conditional lyapunov
exponent, MCLE)为负数是混沌脉冲同步的必要
条件 [11], 由于该条件普遍适用于任意混沌系统, 且
可以提供较大的可同步脉冲间隔, 很多时候被当
成充分条件来使用. 这里将通过计算误差系统的

MCLE来研究忆阻混沌系统的脉冲同步, 并讨论忆
阻混沌系统初值对脉冲同步性能的影响.

固定∆ = 0.1, 选择各个混沌区域内的典型
参数, 双涡卷吸引子区域典型值分别为 0, 0.69,
−0.69, 单涡卷吸引子区域典型值分别为 0.27,
0.515, −0.515, 图 4绘制出了误差系统 (12)的最
大条件Lyapunov指数随脉冲耦合强度 kb的变化

曲线. 为了更加清晰地展示MCLE靠近零线附
近的情况, 图 4 (a), (b)分别给出了 0 6 kb 6 0.1

和 1.9 6 kb 6 2之间的MCLE曲线, 其他区域即
0.1 < kb < 1.9的MCLE值都为较大的负值, 且
kb越接近 1, MCLE值越小. 观察图 4可见, 6条
MCLE曲线存在一些差异, 且不同混沌状态之间的
差异更加明显. 可将图 4中的 6条MCLE曲线比较
直观地分成两组: 上面的 3 条曲线对应的是 3个双
涡卷吸引子混沌状态的MCLE曲线, 另外 3条对应
的则是单涡卷吸引子混沌状态的MCLE 曲线. 以
图 4 (a) 为例, 随着kb减小, 双涡卷吸引子混沌状
态的MCLE在kb = 0.05 左右开始变为正值; 而单
涡卷吸引子混沌状态的MCLE在kb = 0.02左右才

开始变为正值. MCLE变为正值意味着驱动系统与
响应系统不能达到脉冲同步, 说明单涡卷吸引子混
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图 4 (网刊彩色)误差系统的最大条件Lyapunov指数随
kb的变化曲线 (a) 0 6 kb 6 0.1; (b) 1.9 6 kb 6 2
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沌状态的可同步区间比双涡卷吸引子混沌状态的

略大.
图 4说明了忆阻混沌系统在不同的混沌状态

下的脉冲同步均可实现, 但所需的耦合强度具有一
定的差异性; 系统初值对同步性能的影响在耦合强
度较弱时比较明显, 为了抑制忆阻混沌系统初值对
脉冲同步性能的影响, 可选择较大的耦合强度实现
脉冲同步.

4 数值仿真与结果

系统初值选定如下: 系统 (9)从初值 (10−10, 0,
0, c)出发, 自由运行 1000 s后, 选取时间差较大的
两个时刻所对应的状态变量序列作为驱动系统和

响应系统的初值. 驱动系统和响应系统自由运行
50 s后, 驱动系统开始向响应系统施加脉冲信号.
忆阻混沌系统在不同的脉冲耦合强度和初值 c下的

脉冲同步仿真结果如图 5和图 6所示. 由于相同混
沌状态下的仿真结果相似, 实验仅给出了相同混沌

状态时的一组典型初值的仿真结果.
脉冲控制参数kb = 0.04和∆ = 0.1 s. 当 c = 0

时, 系统 (9)生成了双涡卷混沌吸引子, 脉冲信号激
励 150 s后, 驱动系统和响应系统仍然没有达到稳
定的脉冲同步, 同步误差曲线与时域波形的同步情
况分别如图 5 (a), (b) 所示; 当 c = 0.27时, 系统 (9)
生成了单涡卷混沌吸引子, 响应系统经历脉冲信号
激励 10 s左右即与驱动系统达到了脉冲同步, 同步
误差曲线与时域波形的同步情况如图 5 (c), (d)所
示. 脉冲间隔不变, 脉冲耦合强度变为kb = 0.3, 即
脉冲耦合强度增大后, 无论是 c = 0或者 c = 0.27,
驱动系统和响应系统都在 2 s内达到了稳定的脉冲
同步, 如图 6所示. 图 5和图 6所示的实验结果表
明, 状态初值 c确实对忆阻混沌系统的脉冲同步性

能产生了影响, 且在脉冲耦合强度较弱的时候对脉
冲同步性能影响较为明显, 随着脉冲耦合强度的增
大, 影响将逐渐减小. 数值仿真结果与 3.3节中的
分析结果基本一致.
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图 5 (网刊彩色)弱脉冲耦合条件下的数值仿真结果 (kb = 0.04, ∆ = 0.1 s) (a) c = 0时的同步误差曲线; (b)
c = 0时的时域波形图; (c) c = 0.27时的同步误差曲线; (d) c = 0.27时的时域波形图

5 结 论

本文研究了同构忆阻混沌系统的脉冲同步, 采
用驱动系统与响应系统间的状态变量误差作为脉

冲信号, 并以一定的耦合强度反馈到响应系统中.
研究结果表明, 在不同的系统初值下, 同构忆阻混
沌系统均可实现脉冲同步, 只是耦合强度存在一定
的差异性. 为了减小系统初值对脉冲同步性能的影
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图 6 (网刊彩色)较强脉冲耦合条件下的数值仿真结果 (kb = 0.3, ∆ = 0.1 s) (a) c = 0时的同步误差曲线; (b)
c = 0时的时域波形图; (c) c = 0.27时的同步误差曲线; (d) c = 0.27时的时域波形图

响, 可以选择较大的脉冲耦合强度. 本文所研究的
同构蔡氏忆阻混沌系统的脉冲控制同步方法是可

行的, 在混沌雷达、混沌保密通信以及混沌压缩感
知等领域有着潜在的应用前景.
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Abstract
Taking Chua’s circuit with a smooth cubic flux-controlled memristor as an example, the impulsive control synchro-

nization method for two identical memristor-based chaotic systems is studied. Based on the Lyapunov stability theory,
the asymptotic stability condition for the impulsive synchronization of the memristor-based chaotic systems is given.
Combining with the maximum conditional Lyapunov exponent spectrum of the error system, effects of the system initial
values on the performances of impulsive synchronization are discussed, and corresponding simulation experiments are
performed. Results indicate that using impulsive synchronization for the two identical memristor-based chaotic systems
is feasible and effective with appropriate impulsive control parameters; the initial values of the memristor-based chaotic
systems have some effects on the performances of impulsive synchronization, which can be inhibited by increasing the
impulsive coupling strength.
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