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基于量子并行粒子群优化算法的分数阶混沌
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( 2014年 3月 27日收到; 2014年 9月 2日收到修改稿 )

分数阶混沌系统参数估计的本质是多维参数优化问题, 其对于实现分数阶混沌控制与同步至关重要. 提
出一种基于量子并行特性的粒子群优化新算法, 用于解决分数阶混沌的系统参数估计问题. 利用量子计算的
并行特性, 设计出了一种新的量子编码, 使每代运算的可计算次数呈指数增加. 在此基础上, 构建了由量子当
前旋转角、个体最优旋转角和全局最优旋转角共同组成的粒子演化方程, 以约束粒子在量子空间中的运动行
为, 使算法的搜索能力得到了较大提高. 以分数阶Lorenz混沌系统和分数阶Chen混沌系统的参数估计为例,
进行了未知参数估计的数值仿真, 结果显示本算法具有良好的有效性、鲁棒性和通用性.

关键词: 分数阶混沌系统, 参数估计, 量子并行计算, 量子粒子群
PACS: 05.45.Gg, 05.45.Pq DOI: 10.7498/aps.64.030505

1 引 言

近年来, 分数阶混沌系统的控制与同步引起了
许多学者的关注 [1−4]. 其中分数阶混沌系统的参数
估计是解决分数阶混沌控制与同步的首要问题, 具
有非常重要的研究意义. 然而, 由于分数阶的引入
以及混沌系统本身的复杂性, 使得对分数阶混沌系
统参数的精确估计存在较大难度. 目前, 已有不少
针对整数阶混沌系统参数估计的研究 [5−7]. Parlitz
等通过最小化平均同步误差, 对一个给定的混沌
动态系统进行了参数估计 [8]; Wang等提出一种基
于单纯形的混合差分进化算法, 并应用该算法解决
多个混沌系统的参数估计问题 [9]; 龙文等提出一种
混合交叉进化算法来估计混沌系统的未知参数 [10];
林剑等提出一种混合生物地理优化算法用以解决

混沌系统的参数估计问题 [11]; 王柳等借助演化算
法的自组织、自适应和自学习特征, 提出了基于演
化算法的混沌系统参数辨识方案 [12]. 以上文献都

是针对整数阶混沌系统的参数估计而言的, 但是由
于分数阶混沌系统 [13]参数估计的难度远大于整数

阶混沌系统, 普通的优化算法难以获得良好的参数
估计效果. 本文提出一种量子并行粒子群优化算
法 (quantum parallel particle swarm optimization,
QPPSO)并将其用于分数阶混沌系统的参数估计,
以分数阶Lorenz混沌系统和分数阶Chen混沌系统
的参数估计为例, 进行了仿真实验, 并对结果进行
了详细的分析.

2 问题描述

考虑如下分数阶混沌系统 [14]:

Dα0X = F (X,X0, θ0), (1)

其中X = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn表示原系统的

n维状态变量, X0表示系统初值, α0 = (α01,
α02, · · · , α0n)

T为原系统的分数阶阶次, θ0 =

(θ10, θ20, · · · , θD0)
T表示系统参数的真实值.
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若要对 (1)式系统的参数进行估计, 可假设被
估计系统的描述为

DαY = F (Y,X0, θ), (2)

其 中 Y = (y1, y2, · · · , yn)T ∈ Rn 表 示 估

计系统的n维状态变量, X0表示系统初值,
α = (α1, α2, · · · , αn)

T表示估计系统的阶次值,
θ=(θ1, θ2, · · · , · · · θD)T表示估计系统的参数值.

则分数阶混沌系统的参数估计问题可以转化

为如下优化问题:

min J =
1

M

M∑
k=1

||Xk − Yk||2, (3)

其中, M表示状态变量序列的长度, Xk(k =

1, 2, · · · ,M)表示混沌系统在其参数的真实值下

演化时系统的状态变量序列, Yk(k = 1, 2, · · · ,M)

表示混沌系统在其参数的估计值下演化时系统的

状态变量序列.
上述分数阶混沌系统的参数估计问题可以看

作一个多维连续优化问题, 决策变量为α和 θ, 优化
目标为最小化J . 分数阶混沌系统的参数估计原理
如图 1所示.

X

⇁

֓

X XM

Y YM

α θ

Dα0X/F↼X֒X֒θ↽

DαY/F↼Y֒X֒θ↽

图 1 分数阶混沌系统参数估计原理图

由于分数阶的引入以及混沌系统本身的复杂

性, 分数阶混沌系统的参数很难精确估计. 另外,
对于目标函数J , 存在很多局部极值点, 上述问题
用传统的优化算法难以得到全局最优解, 本文提出
一种基于量子并行特性的粒子群优化算法用于求

解该问题.

3 量子并行粒子群优化算法

3.1 量子并行特性

考虑m个量子比特情况.将m个Hadamard门
分别作用到m个量子比特状态 |0⟩⊗m

= |00 · · · 0⟩

的每一个比特上, 得到

|ψ⟩ = H⊗m |0⟩⊗m

= H ⊗H ⊗ · · · ⊗H |00 · · · 0⟩

=
1√
2
(|0⟩+ |1⟩)⊗ 1√

2
(|0⟩+ |1⟩)⊗ · · ·

⊗ 1√
2
(|0⟩+ |1⟩)

=
1√
2m

(|00 · · · 0⟩+ |00 · · · 1⟩) + · · ·

+ |11 · · · 1⟩)

=
1√
2m

2m−1∑
x=0

|x⟩, (4)

其中, |⟩为右矢狄拉克符号, |ψ⟩为量子态, H⊗m表

示m个Hadamard的直积, |0⟩⊗m
表示m个量子比

特状态 |0⟩的直积. (4)式说明: 在量子空间中, 可
以通过Hadamard门的m次 (多项式)作用, 构造出
2m个量子态, 它是量子计算划时代的特征之一 [15].

3.2 基于并行特性的量子粒子群优化算法

若将n维空间优化问题的解看作n维空

间的点或者向量, 则连续优化问题可描述为
min f(x1, x2, · · · , xn). 其中, ai 6 xj 6 bi, j = 1,
2, · · · , n, n为优化变量的数目; [aj , bj ]为xj的定义

域; f为目标函数, 其值可以作为粒子的适应度 [16].
下面给出QPPSO的具体操作.

1)量子编码
本算法采用的量子编码如图 2所示.

x
θ θi θm

xj

xn

图 2 量子编码形式

在图 2中, 对于任意xj采用的编码方案如下:

|xj⟩ =

cos θ1j · · · cos θij · · · cos θmj

sin θ1j · · · sin θij · · · sin θmj

 , (5)

其中, θij = 2π × random, random为 (0, 1)之间随
机数; i = 1, 2, · · · , m; j = 1, 2, · · · , n.则 |xj⟩ 中
各量子位 |xij⟩的张量积为

|Aj⟩ = |x1j⟩ ⊗ |x2j⟩ ⊗ · · · ⊗ |xmj⟩
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=

cos θ1j
sin θ1j

⊗

cos θ2j
sin θ2j

⊗ · · ·

⊗

cos θmj

sin θmj



=


cos θ1j × cos θ2j × · · · × cos θmj

cos θ1j × cos θ2j × · · · × sin θmj

· · ·

sin θ1j × sin θ2j × · · · × sin θmj



=


Aj1

Aj2

· · ·

Aj2m

 . (6)

利用 (6)式可以将xj的解空间平行划分成 2m

个子空间, 其原理如图 3所示.从图 3可以看出, 只
要改变xj所对应的m个旋转角 θij(i = 1, 2, · · · ,
m), 就可以同时调整 2m个平行子空间中的元素,
这样大大提高了算法的遍历性, 增加了算法全局收
敛的可能性.

xj

θj θj θmj

xj xjh

bj
aj

xj↼m֓↽ xjm

Aj Aj Ajh Aj↼m֓↽ Ajm

xj

图 3 xj 解空间进行量子划分

2)量子状态更新
在量子空间中, 由于坐标和动量之间存在不确

定关系, 传统粒子群优化算法 (PSO)中的运动方程
不再适用. 本文构建一个由量子的当前旋转角、个
体最优旋转角和全局最优旋转角共同构成的量子

演化方程, 以约束粒子在量子空间中的运动行为.
演化方程如下:

θijk(t+ 1) =
c1r1θPijk

(t) + c2r2θGij (t)

(c1r1 + c2r2)

± w · ln[1/uijk(t)]

×

∣∣∣∣∣ 1L
L∑

k=1

θPijk
(t)− θijk(t)

∣∣∣∣∣ , (7)

其中k = 1, 2, · · · L, L为粒子种群的大小; c1和 c2

为常数, 一般取 2.0; w为惯性权重; r1, r2和uijk(t)

均为 (0, 1)之间的随机值; t为当前迭代步数.
3) QPPSO算法流程
综上所述, 本文提出的QPPSO算法主要步骤

表述如下:
步骤1 设定算法相关的初始参数: 利用 (5)

式实现量子编码, 利用 (3)式实现量子解空间平行
分割.

步骤2 计算初始粒子的适应度, 将当前各粒
子的位置和目标值存储于各粒子的pbest中, 将所
有pbest中目标最优的个体位置和目标值存储于
gbest中.

步骤3 按式 (4)实现在各自解空间中的量子
状态更新.

步骤4 评价种群中的所有粒子.
步骤5 比较种群中每个粒子当前目标值与其

pbest的目标值.若当前目标值更优, 则用粒子的当
前位置和目标值更新pbest.

步骤6 比较当前所有pbest和 gbest的目标
值, 更新gbest.

步骤7 若终止准则满足, 则输出 gbest及其
目标值并停止算法, 否则转向步骤3.

4 量子并行粒子群优化算法

以典型的分数阶Lorenz和Chen混沌系统为
例, 进行未知参数估计仿真, 以验证所提算法的有
效性.

4.1 基于QPPSO的分数阶Lorenz混沌
系统参数估计

分数阶Lorenz混沌系统的动态特性可以描
述为 [17]

dαx

dtα = a · (y − x) ,

dβy

dtβ = c · x− x · z − y,

dγz

dtγ = x · y − b · z, (8)

其中, a, b, c是系统参数, α, β, γ是分数阶次, x,
y, z为系统的状态变量. 采用四阶龙格库塔算法求
解上述方程 (取步长h = 0.01). 仿真过程中, 先让
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Lorenz系统自由演化, 在经历暂态过程之后任意选
取一点作为系统初值, 并以此为零时刻, 分别在参
数的真实值和估计值下计算连续M个状态变量值

(取M = 300).
在本文算法中,设定最大进化代数设为100,种

群大小L = 60, c1 = c2 = 2, 惯性权重w由初始的

1减到最后的 0.5.各待估参数的搜索范围设置如下:
9 6 a 6 11, 20 6 b 6 30, 2 6 c 6 3, 0.85 6 α 6 1,
0.85 6 β 6 1, 0.85 6 γ 6 1.为了验证算法的有

效性和鲁棒性, 分别对整数阶Lorenz混沌系统、分
数阶Lorenz混沌系统以及在噪声扰动下的分数阶
Lorenz混沌系统进行参数估计, 过程如下:

1)令α = β = γ = 1, a = 10, b = 28, c = 8/3,
则系统演化成普通的Lorenz混沌系统. 将本文
算法独立运行 20次, 将计算出的平均结果、最
好结果和最差结果与PSO和GA的计算结果相
比较, 如表 1所示, 其中PSO和GA的估计结果见
文献 [18].

表 1 各种算法的整数阶Lorenz混沌系统参数估计结果

真实值
平均 最好 最差

QPPSO PSO GA QPPSO PSO GA QPPSO PSO GA

a 10 10.0000 10.0184 10.1398 10.0000 9.99533 10.0672 10.0001 10.6082 10.9290

b 28 28.0000 27.9934 27.7427 28.0000 28.0071 27.9221 27.9999 27.7044 26.1276

c 8/3 2.6667 2.66628 2.64859 2.6667 2.66701 2.66343 2.6667 2.65723 2.56205

J —
9.8837

4.1800
9.44 3.8498 4.86

4.3100
9.6928 3.49 6.46

×10−11 ×102 ×10−14 ×10−2 ×10−10 ×10 ×103

从表 1可以看出, QPPSO的参数估计结果和
真实值非常接近, 最好的估计精度J达到了 10−14

次方数量级, 与PSO和GA计算的结果相比, 优
势非常明显. 为了验证QPPSO算法的搜索效率,
图 4和图 5分别给出了目标函数和估计参数的进化
收敛过程. 从图 4可以看出, 目标函数J收敛速度

非常快, 迅速减少到10−14数量级; 图 5则表明了估
计参数a, b, c可以迅速收敛到真实值. 两者都显示
了本文算法能够迅速、准确地收敛到最优值, 也为
其应用到分数阶Lorenz混沌系统的参数估计奠定
了基础.

     
-15

-10

-5

0

 k

J

图 4 Lorenz系统目标函数进化曲线
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图 5 Lorenz系统估计参数值进化曲线
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0

 k
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图 6 分数阶Lorenz系统目标函数进化曲线
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表 2 分数阶Lorenz系统参数估计结果

真实值 平均 最好 最差

a 10 10.1949 9.9937 10.5599

b 28 27.8299 27.9563 27.5601

c 8/3 2.6836 2.6702 2.7230

α 0.993 0.9963 0.9943 1.0000

β 0.993 0.9938 0.9914 0.9972

γ 0.993 0.9928 0.9919 0.9941

J — 1.0656×10−4 1.4657×10−6 5.4486×10−4

2)令α = 0.993, β = 0.993, γ = 0.993, a = 10,
b = 28, c = 8/3, 则系统演化为分数阶Lorenz混沌
系统. 表 2给出了利用本文算法进行独立运行 20

次的参数估计结果, 图 6和图 7分别给出了目标函
数和估计参数的收敛过程. 从结果中可以看出: 本
文提出的算法完全适用于分数阶Lorenz 混沌系统
的参数估计, 并且对该系统具有良好的参数估计
性能.

3)考虑到实际过程中噪声对参数估计结果的
影响, 为了进一步检验算法的性能, 将系统状态变
量x, y, z叠加上 [−0.1, 0.1]的白噪声. 利用本文算
法对带噪声的分数阶Lorenz混沌系统进行参数估
计, 独立运行 20次的计算结果如表 3所示, 图 8和
图 9分别给出了目标函数和估计参数的收敛过程.
可以看出, 当存在观测噪声时, QPPSO算法仍然可
以对分数阶Lorenz系统进行很好的参数估计,体现
了本算法良好的鲁棒性能.
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图 7 分数阶Lorenz系统估计参数值进化曲线

表 3 存在噪声时分数阶Lorenz系统的参数估计结果

真实值 平均 最好 最差

a 10 9.5847 9.9447 9.0689

b 28 28.7419 28.0645 28.7480

c 8/3 2.5872 2.6393 2.5867

α 0.993 0.9807 0.9962 0.9846

β 0.993 0.9947 0.9863 0.9772

γ 0.993 0.9876 0.9937 0.9994

J — 0.0011 8.0174×10−4 0.0018
 k

J
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100

图 8 存在噪声时分数阶 Lorenz混沌系统目标函数的进
化曲线
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图 9 存在噪声时分数阶Lorenz混沌系统估计参数值的进化曲线

4.2 基 于QPPSO的 分 数 阶Chen混 沌
系统参数估计

分数阶Chen混沌系统的动态特性可以描
述为 [19]

dαx

dtα = a · (y − x) ,

dβy

dtβ = (c− a) · x− x · z + c · y,

dγz

dtγ = x · y − b · z, (9)

其中, a, b, c是系统参数, α, β, γ是分数阶次, x, y,
z为系统的状态变量.将系统状态变量x, y, z叠加
上 [−0.1, 0.1]的白噪声, 仍然采用四阶龙格库塔算
法求解上述方程 (取步长h = 0.01). 仿真过程中,
先让分数阶Chen混沌系统自由演化, 在经历暂态
过程之后任意选取一点作为系统初值, 并以此为零
时刻, 分别在参数的真实值和估计值下计算连续M

个状态变量值 (取M = 300).

表 4 存在噪声时分数阶Chen系统的参数估计结果

真实值 平均 最好 最差

a 35 35.1778 35.2243 35.7454
b 3 2.9955 2.9969 2.9707
c 28 28.0097 28.0322 28.0371
α 0.93 0.9315 0.9318 0.9367
β 0.92 0.9203 0.9207 0.9213
γ 0.91 0.9094 0.9094 0.9069
J — 7.0722×10−4 2.0×10−4 22×10−4
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图 10 存在噪声时分数阶Chen混沌系统目标函数的进化曲线
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图 11 存在噪声时分数阶Chen混沌系统估计参数值的进化曲线
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利用QPPSO对带噪声的分数阶Chen混沌系
统进行参数估计, QPPSO的参数设置与 4.1节中
的参数设置相同.各待估参数的搜索范围设置如
下: 33 6 a 6 37, 1 6 b 6 5, 26 6 c 6 30,
0.85 6 α 6 1, 0.85 6 β 6 1, 0.85 6 γ 6 1. 独立运
行 20次的计算结果如表 4所示, 图 10和图 11分别
给出了最好情况下目标函数和估计参数的收敛过

程. 可以看出, QPPSO算法仍然能对分数阶Chen
混沌系统进行良好的参数估计, 体现了本算法具有
的良好通用性能.

5 结 论

本文提出了一种新的QPPSO算法并应用于分
数阶混沌系统的未知参数估计. 该算法利用量子
计算的并行特性, 使每代运算的计算次数呈指数
增加; 构建了由量子的当前旋转角、个体最优旋转
角和全局最优旋转角共同构成的粒子演化方程, 以
约束粒子在量子空间中的运动行为, 使算法的搜
索能力得到了较大提高. 以典型分数阶Lorenz混
沌系统和分数阶Chen混沌系统的参数估计为例进
行了数值仿真. 结果表明, 在无噪声和含噪声条件
下, QPPSO算法计算出的参数估计值都非常接近
系统的真实值, 显示了本算法的有效性、鲁棒性和
通用性.
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Abstract
Parameter estimation for fractional-order chaotic systems is a multi-dimensional optimization problem, which is

one of the important issues in fractional-order chaotic control and synchronization. With the characteristic of quantum
parallel, a new quantum parallel particle swarm optimization algorithm is proposed for solving the problem of parameter
estimation in fractional-order chaotic systems. A new method of quantum coding is presented with quantum parallel
characteristic which can make the calculation number of each generation increase exponentially. On the basis of this
method, a particle evolution equation composed of quantum current rotation angle, individual optimal rotation angle,
and global optimum rotation angle is proposed, which can restraint the behavior of particles in quantum space, and also
can improve the search capability of the algorithm. Numerical simulations of the fractional-order Lorenz system and the
fractional-order Chen system are conducted and the results demonstrate the effectiveness, robustness and versatility of
the proposed algorithm.

Keywords: fractional-order chaotic systems, parameter estimation, quantum parallel computation,
quantum particle swarm optimization
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