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本文研究了周期外力对单模激光增益模型所做的功, 结果表明: 功随周期外力角频率的变化出现一个极
大值, 即出现能量随机共振现象, 并详细讨论了系统参数和噪声强度对共振峰的影响.
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1 引 言

噪声有两面性, 我们通常看到的是其消极的一
面, 噪声的建设性的、积极的一面, 很好地表现在随
机共振上. 以往的随机共振研究是从随机动力学的
角度, 利用信噪比, 驻留时间分布或周期响应的振
幅等随噪声强度变化的非单调行为来表征随机共

振 [1−17]. 文献 [18]提出了用外部驱动力所作的功
作为双稳系统随机共振的一种度量, 从以 “力”为立
足点转到以 “能量”为研究核心. 近年来随机热力
学研究取得不少进展, 主要是揭示热力学量涨落的
规律.

热是无序的微观粒子运动能量, 系统与外界交
换的是不规则运动的能量, 如果把噪声看做分子热
运动, 随机力对系统的作用可看作传热过程. 温度
反映了微观粒子热运动的激烈程度, 噪声强度应当
与温度成正比. 而功是规则有序的运动能量, 做功
使布朗粒子以有序的方式位移, 外界对系统作功的
直接后果是使布朗粒子有组织地作定向运动. 功
是能量传递的量度, 能量是所有运动形式的共同度
量, 引入能量有助于对不同运动形态之间的转换以
及同一运动形态在不同物体之间的传递进行定量

研究. 将信号加载到激光辐射源上, 使激光作为传

递信息的工具, 激光通讯有广阔的应用前景. 激光
器工作时总会伴随涨落的出现, 只要激光器在工
作, 抽运噪声和自发辐射的量子噪声就会出现, 激
光光强方程是随机微分方程 [11]. 本文先计算出周
期外力 (输入信号)对单模激光增益模型的瞬时功
率, 再计算出周期外力在一个周期内所作的功. 结
果说明: 当周期外力的角频率等于随机系统漂移力
对应的确定论方程的衰减系数时, 外力在一个周期
内作的功最大, 即功随周期外力角频率的变化出现
能量随机共振现象. 随机系统漂移力对应的确定论
方程的衰减系数γ′增大共振峰降低, 在噪声强度取
值范围内, 噪声强度增大共振峰增高.

2 一级近似下的单模激光增益模型

把周期外力加到单模激光增益模型后的光强

方程为 [1]

dI
dt = − 2K I +

2Γ

1 + β I
I +D +

2I

1 + β I
ξ(t)

+ 2
√
Iη(t) +A cos(Ω t). (1)

噪声 ξ(t)和 η(t)的统计性质为

⟨ξ(t)⟩ = ⟨η(t)⟩ = 0, ⟨ξ(t)ξ(s)⟩ = Qδ(t− s),

⟨η(t)η(s)⟩ = Dδ(t− s),
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⟨ξ(s)η(t)⟩ = ⟨ξ(t)η(s)⟩ = λ
√
DQδ(t− s),

(−1 6 λ 6 1). (2)

(1)式中 I为激光光强; λ为噪声关联强度; Q, D

分别为抽运噪声强度和量子噪声强度; β =
Ã

Γ
, Ã

和Γ分别为自饱和系数和增益系数; K为损失系

数; A为信号振幅; Ω为信号频率. 为了解析求解
(1)式, 我们采用一级近似下的单模激光增益模型,
将 (1)式的确定论部分 (即右边头两项)在确定论定
态光强

I0 =
Γ −K

βK

附近线性化, 即令

I = I0 + ε(t),

代入 (1)式中的确定论部分和随机部分, 保留 ε(t)

的一级项, 则 (1)式近似为
dε(t)

dt = − γε(t) +D + ξ′(t) + ε(t)η′(t)

+A cos(Ωt), (3)

式中 ε(t)为微扰项, γ = 2K(Γ −K)/Γ .
(3)式中的复合噪声 η′(t)和 ξ′(t)是高斯噪声

η(t)和 ξ(t)的线性组合, 故也是高斯噪声, 具体表
达式为

η′(t) =
2

(1 + βI0)2
ξ(t) +

1√
I0

)η(t),

ξ′(t) =
2I0

1 + β I0
ξ(t) + 2

√
I0η(t),

噪声 ξ′(t)和 η′(t)的统计性质由 (2)式可算出为

⟨ξ′(t)⟩ = ⟨η′(t)⟩ = 0, ⟨η′(t)η′(s)⟩ = D0δ(t− s),

⟨ξ′(t)ξ′(s)⟩ = Q0δ(t− s),

⟨ξ′(t)η′(s)⟩ = ⟨η′(t)ξ′(s)⟩ = Q′δ(t− s). (4)

其中

D0 =
4Q

(1 + β I0)4
+

4λ
√
DQ√

I0(1 + βI0)2
+

D

I0
,

Q0 =
4QI20

(1 + β I0)2
+

8I
3
2
0 λ

√
DQ

(1 + βI0)
+ 4I0D,

Q′ =
4QI0

(1 + β I0)3
+

2(I
1
2
0 + βI

3
2
0 )λ

√
DQ

(1 + βI0)2
+ 2D.

虽然 (3)式的确定论部分是线性的, 但因为乘法噪
声项引起非线性效应, 方程 (3)作为随机微分方程
是非线性的.

设 t = 0时 ε(0) = 0, (3)式的形式解为

ε(t) =

∫ t

0

[D + ξ′(s) +A cos(Ω s)]

× e
∫ t
s
(−γ+η′(s′)ds′ ds. (5)

3 周期外力对单模激光增益模型作功
的瞬时功率

周期外力对单模激光增益模型作功的功率

p(t)是对噪声 ξ′(t)和η′(t)的单一实现来定义的, 即

p(t) =
dε(t)

dt ·A cos(Ωt). (6)

把 (3)式代入 (6)式得到

p(t) = [−γε(t) +D + ξ′(t) + ε(t)η′(t)

+A cos(Ωt)]A cos(Ωt). (7)

由于上式中的噪声 ξ′(t)和 η′(t)的实现是随机的且

服从高斯分布, 故我们观测到的瞬时功率P (t)应是

p(t)按 ξ′(t)和η′(t)的分布所取的平均, 即瞬时功率
P (t) = ⟨p(t)⟩.

由 (7)式得到

P (t) = ⟨ dε(t)
dt ⟩A cosΩt

= ⟨−γε(t) +D + ξ′(t) + ε(t)η′(t)

+A cos(Ωt)⟩A cos(Ωt). (8)

把 (5)式代入 (8)式, 设γ >
D0

2
, 利用公式 [19,20]

⟨η′(t)ξ′(s) e
∫ t
s
η′(s′)ds′⟩

= Q′[δ(t− s) +D0] e
1
2D0(t−s),

经过运算, 得到瞬时功率的表达式

P (t) =

[
2(Q′D0 − γ D) +DD0 − γ Q′

2(γ −D0/2)
+Q′

]
×A cos(Ωt) +

A2(D0Ω − 2γD)

2
(
(γ −D0/2)2 +Ω2

)
× sin(Ωt) cos(Ωt)

+

[
(γ −D0/2)(D0 − 2γ)

2((γ −D0/2)2 +Ω2)
+ 1

]
×A2 cos2(Ωt). (9)

图 1 (a)是噪声关联强度λ = 1时根据 (9)式计
算得到的P (t)-t曲线, 图中显示瞬时功率随时间
做周期振动, 周期为 2π/Ω. 图 1 (c)是λ = −1时

的P (t)-t曲线, 瞬时功率随时间做周期振动, 周期
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也是 2π/Ω, 但是相位和振幅与λ = 1的曲线不同.
图 1 (b) 是λ = 0时的P (t)-t曲线, 图中显示瞬时功
率随时间作不对称的周期变化, 周期为π/Ω, 相邻
峰值一高一低, 而相邻谷值也一高一低. 图 1的三
条曲线有一个共同特点就是瞬时功率在一个周期

内有时是作正功有时是作负功, 正功大于负功.

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

t

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

t

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

t

-1

0

1

2

P
↼t
↽

P
↼t
↽

P
↼t
↽

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

-1

0

1

2

(a)

(b)

(c)

图 1 瞬时功率随时间变化的曲线 (Ω = 7, D = 3, A = 1,
β = 1, γ = 10, I0 = 1, Q = 1) (a) λ = 1; (b) λ = 0;
(c) λ = −1

4 能量随机共振

在 t充分大的渐进情况下, 周期外力在一个驱
动周期 (2π/Ω)内所做的功为

W =

∫ 2π
Ω

0

P (t)dt

=

{
1 +

(γ −D0/2)(D0 − 2γ)

2((γ −D0/2)2 +Ω2)

}
πA2

Ω
. (10)

图 2是根据 (10)式计算得到的W -Ω曲线, 可

以看出: 功随输入信号频率Ω的变化出现一个共

振峰. 图 2 (a)是系统参数γ分别取5, 7, 10时的W -
Ω曲线, 图中显示共振峰随γ增大而降低, 峰的位
置向右移动. 图 2 (b)是当量子噪声强度D分别取

0.5, 5, 10时的W -Ω曲线, 图中显示D增大峰值增

高, 峰的位置向左移动. 以抽运噪声强度Q为参数

的W -Ω曲线与以D为参数的W -Ω曲线相似, 故省
略. D和Q的取值范围必须满足条件 γ > D0/2,否
则会使瞬时功率的值发散, 系统处于不稳定状态.

0 5 10 15 20 25 30

Ω

0

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

W

γ=5

γ=7

γ=10

0 5 10 15 20 25
Ω

0

0.05

0.10

0.15

0.20

W

D/⊲

D=5

D=10

(a)

(b)

图 2 功随周期外力角频率变化的曲线 (λ = −1, A = 1,
β = 1, I0 = 1, Q = 1) (a) D = 2; (b) γ = 10

为了更清楚地揭示能量随机共振的本质, 我们
对 (3)式做进一步的深入研究.

无周期外力时 (3)式可写为
dε(t)

dt = −γε(t) +D + ξ′(t) + ε(t)η′(t). (11)

由随机等价规则 [8], 上述方程可以转换为下列随机
等价的单噪声方程:

dε(t)
dt = −γε(t) +

√
D0ε2 + 2Q′ε+Q0ζ +D,

⟨ζ(t)⟩ = 0, ⟨ζ(t) ζ(s)⟩ = δ(t− s). (12)

(12)式的FPE方程为
dP(ε, t)

dt = − ∂

∂ε

[
− γε(t) +D +

1

2
(D0ε+Q′)

]
× P(ε, t) + ∂2

∂ε2
[D0ε

2 + 2Q′ε+Q0]
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× P(ε, t). (13)

上式的漂移力为

−γε(t) +D +
1

2
(D0ε+Q′).

漂移力对应的确定论方程为

dε(t)
dt = −γ′ ε(t) +

Q′

2
+D, (14)

上式中的 γ′ = γ − D0/2, γ为确定论方程的衰减

系数, γ′为随机系统漂移力对应的确定论方程的衰

减系数, 由于噪声的影响 γ′比确定论衰减系数小.
1/γ是确定论系统的弛豫时间, 1/γ′是随机系统漂

移力对应的确定论方程的弛豫时间, 由于噪声的影
响1/γ′比确定论系统的弛豫时间长.

(10)式可写为

W =

{
1− γ′2

γ′2 +Ω2

}
πA2

Ω
. (15)

图 3是根据 (15)式得到的功随周期外力角频率变
化的W -Ω曲线, 图中显示: 当周期外力角频率等于
随机系统漂移力对应的确定论方程的衰减系数时

出现一个共振峰, 共振峰随着γ′增大而降低, 峰的
位置向右移动. 对 (15)式求导也可得出Ω = γ′时

功最大, 或是T = 2π
1

γ′ 时功最大, 即外力的周期等

于随机系统漂移力对应的确定论方程的弛豫时间

的2π倍时外力做功最大.

0 2 4 6 8 10 12 14

Ω

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

W

γ ∋=3

γ ∋=5

γ ∋=7

图 3 以随机系统漂移力对应的确定论方程的衰减系数 γ′

为参数时功随周期外力角频率变化的曲线 (A = 1)

5 结 论

本文研究了单模激光增益模型的能量随机共

振, 首先计算了周期外力对单模激光增益模型的瞬

时功率, 又进一步计算了周期外力在一个驱动周期
内所作的功. 结果说明周期外力角频率等于随机系
统漂移力对应的确定论方程的衰减系数时做功最

大, 即出现能量随机共振现象. 共振峰随确定论方
程的衰减系数 γ或随机系统漂移力对应的确定论

方程的衰减系数γ′增大而降低; 在量子噪声强度D

和抽运噪声强度Q的取值范围内, 共振峰随D和Q

增大而升高.
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Energetic stochastic resonance in gain-noise model for
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Abstract
This paper studies the work which is done by periodical external force to the gain-noise model for a single-mode

laser. Result shows that the work exhibits a maximum as the angular frequency of the periodical external force varies,
and the energetic stochastic resonance occurs; and the influence of system parameter and noise intensity on the resonance
peak is discussed in detail.
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