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基于无网格点插值法的旋转悬臂梁的动力学分析∗

杜超凡 章定国†

(南京理工大学理学院, 南京 210094)

( 2014年 8月 20日收到; 2014年 9月 18日收到修改稿 )

将基于多项式点插值的无网格方法用于旋转悬臂梁的动力学分析. 利用无网格点插值方法对柔性梁的变
形场进行离散, 考虑梁的纵向拉伸变形和横向弯曲变形, 并计入横向弯曲变形引起的纵向缩短, 即非线性耦合
项, 运用第二类Lagrange方程推导得到系统刚柔耦合动力学方程. 与有限元法相比, 该方法只需节点信息, 无
需定义单元, 具有前处理简单的优势; 构造的形函数采用更多的节点插值, 具有高阶连续性. 将无网格点插值
方法的仿真结果与有限元和假设模态法进行比较分析, 验证了该方法的正确性, 并表明其作为一种柔性体离
散方法在刚柔耦合多体系统动力学的研究中具有可推广性.

关键词: 柔性梁, 多项式点插值, 无网格法, 固有频率
PACS: 45.10.–b, 05.45.–a, 45.05.+x DOI: 10.7498/aps.64.034501

1 引 言

柔性体的变形场离散问题是柔性多体系统动

力学中的基本问题. 按照离散方法选取的不同, 主
要有假设模态法、有限元法、有限段法、集中参数

法等几类 [1,2]. 假设模态法的突出优点是能用较少
的模态获得较好的逼近结果, 计算效率高 [3]. 但当
柔性体为不规则形状时, 其振动振型如何表示本身
就是难题. 有限元法是通用性很强的一种离散方
法, 并在工程分析中得到广泛的应用. 然而由于单
元或网格的存在, 使其存在许多固有缺陷 [4]. 有限
元法存在的问题主要有: 前处理繁琐, 需要花费大
量时间划分网格、不易构造出高阶连续的场函数,
通常只是位移连续而应力应变不连续; 另外, 复杂
三维结构的网格生成和重分也是相当困难和费时

的 [5]. 国内外已有学者开始寻找新的变形场离散方
法 [6,7]. 最近, 范纪华等将B 样条插值和Bezier插
值方法应用于柔性体变形场的离散, 并将该方法用
于旋转悬臂梁的动力学研究中 [8−10].

近年来, 无网格法 (meshfree method)作为一

种较新的离散方法得到了迅速发展, 成为了科学
和计算方法研究的热点 [11]. 无网格法在建立整个
问题域的系统代数方程时, 不需利用预定义的网
格信息进行离散. 该方法只需节点信息, 无需划
分网格, 克服了有限元法前处理复杂的缺点. 在
构造形函数的过程中, 采用更多的节点插值, 通常
具有高阶连续性, 从而提高了计算精度. 现有的
无网格法有多种, 如无网格点插值法 (point inter-
polation method, PIM) [12−14]、无网格径向基插值

法 (radial point interpolation method, RPIM) [15]、

无单元迦辽金法 (element-free Galerkin method,
EFG) [16,17]、无网格局部Petrov-Galerkin法 (mesh-
less local Petrov-Galerkin method, MLPG) [18,19]、

再 生 核 粒 子 法 (reproducing kernel particle
method, RKPM) [20,21]以及基于边界积分方程的

无网格法 [22]等. 文献 [12—14]首次提出PIM, 并成
功应用于一维和二维弹性力学的静力学及频率分

析中, 获得了与解析解符合很好的结果. 目前, 将
无网格法应用于柔性多体系统动力学的研究中鲜

有报道.
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本文采用PIM描述柔性梁变形, 并在此基础
上对柔性旋转悬臂梁进行动力学分析. 考虑柔性梁
纵向拉伸变形和横向弯曲变形, 并计入由横向弯曲
变形引起的纵向缩短, 即非线性耦合项 [23]. 采用浮
动坐标系描述系统运动, 运用第二类Lagrange方
程建立系统的动力学方程,并编制了基于PIM的旋
转悬臂梁动力学仿真软件, 将仿真结果与假设模态
法、有限元法 [24]等传统离散法所得结果进行对比,
表明无网格法应用于该领域的正确性.

2 旋转柔性梁动力学模型

图 1为水平面内运动的中心刚体 -柔性梁系统,
中心刚体在平面内绕固定转轴旋转, 其上以悬臂方
式固结柔性梁, 材料均匀且各向同性.

以刚体转动中心O为原点建立惯性坐标系

Oij, 在柔性梁上建立浮动坐标系O′i′j′. 中心刚体
的转动惯量和半径分别为Joh和a; 柔性梁的弹性
模量、长度、密度、横截面积、截面惯性矩分别为E,
L, ρ, S, I.

O

θ

O′ x

P
L

ux

uy

X↼i↽

Y↼j↽

y↼j′↽

x↼iϕ↽

图 1 旋转柔性梁物理模型

2.1 系统的动能与势能

如图 1所示, 柔性梁上任意点P变形后的矢径

在惯性坐标系Oij中可表示为

r = Θ(rA + ρ0 + u), (1)

式中,

rA = (a, 0)T, (2)

ρ0 = (x, 0)T, (3)

u = (ux, uy)
T, (4)

Θ =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 , (5)

其中, Θ为浮动坐标系相对于惯性坐标系的方向余
弦矩阵. 变形矢量u在浮动基下的坐标为

u =

ux

uy

 =

w1 + wc

w2

 , (6)

式中, w1为柔性梁轴向拉伸量, w2为柔性梁横向弯

曲挠度, wc为柔性梁横向弯曲引起的纵向缩短量,
即变形位移的二次耦合项, 表达式为

wc = −1

2

∫ x

0

(
∂w2

∂ζ

)2

dζ. (7)

传统的零次混合坐标建模方法中未考虑该项, 当大
范围运动为高速时, 会出现动力柔化效应, 梁末端
横向变形不收敛, 与实际不符.

对 (1)式求时间的一阶导数, 得到柔性梁上任
意点P在惯性坐标系下的速度

ṙ = Θ̇(rA + ρ0 + u) +Θu̇. (8)

系统动能由中心刚体动能和柔性梁的动能两

部分组成, 表示为

T =
1

2
Johθ̇

2 +
1

2

∫
V

ρṙTṙdV. (9)

系统变形势能表示为

U =
1

2

∫ L

0

ES

(
∂w1

∂x

)2

dx

+
1

2

∫ L

0

EI

(
∂2w2

∂x2

)2

dx. (10)

2.2 无网格点插值法离散

PIM是级数表达式型的函数近似方法之一, 是
一种实用的生成无网格形函数的方法. 设定义在问
题域Ω中的一个连续函数u(x)可由一组场节点表

示, 在计算点x处u(x)可近似表示为

u(x) =

m∑
i=1

pi(x)ai

= {p1(x) p2(x) · · · pm(x)}


a1

· · ·

am


= pTa, (11)

式中, pi(x)为基函数在空间坐标xT = [x, y]上的

给定单项式, ai为 pi(x)的待定系数, m 为单项式

的个数. 对于一维 (1D)和二维 (2D)空间, (11) 式
中的线性基函数pT分别为

pT(x) = [1 x], m = 2 (1D), (12)
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pT(x) = [1 x y], m = 3 (2D). (13)

其二次基函数分别为

pT(x) = [1 x x2 ], m = 3 (1D), (14)

pT(x) = [1 x y x2 xy y2], m = 6 (2D). (15)

完备的p阶多项式可由以下一般形式表示为

pT(x) = [1 x x2 · · · xp−1 xp] (1D), (16)

pT(x) = [1 x y x2 xy y2 · · · xp yp] (2D). (17)

为求解得到系数矩阵a, 须形成计算点x处的

支持域, 如图 2所示, 其中包含n个场节点. 在PIM
中, 局部支持域中的节点数n总是等于基函数个数

m, 即n = m. 对问题域中的任一计算点, 其支持域
尺寸ds由下式确定:

ds = αsdc, (18)

式中, αs为该支持域的无量纲尺寸, dc为位于计算

点附近的节点间距. 如节点是均匀分布的, dc即可

简单视为相邻两节点的距离; 若节点分布不均匀
时, 可视为计算点支持域内的平均节点间距. 文
献 [5]的研究表明, 一般情况下αs = 2.0—3.0 可取
得良好的结果.

Ω

T

图 2 无网格法中计算点的支持域

(11)式中系数矩阵a可通过令u(x)等于该n

个节点上的值来确定, 即

u1 =

m∑
i=1

aipi(x1),

u2 =

m∑
i=1

aipi(x2),

...

un =

m∑
i=1

aipi(xn).

(19)

上式可用如下矩阵表示为

Us = Pma, (20)

式中,

Us =
{
u1 u2 u3 · · · un

}T
(21)

是节点变形向量,

a =
{
a1 a2 a3 · · · an

}T
(22)

是未知系数向量,

Pm =


p1(x1) p2(x1) · · · pm(x1)

p1(x2) p2(x2) · · · pm(x2)
...

... . . . ...

p1(xn) p2(xn) · · · pm(xn)

 (23)

是所谓的力矩矩阵. 由于在PIM中的n = m, 故
Pm为维数是n× n或m×m 阶的方阵.

求解 (20)式可得未知系数矩阵,

a = P−1
m Us. (24)

将 (24)式回代到 (11)式中得

u(x) = pT(x)P−1
m Us =

m∑
i=1

ϕiui

= ΦT(x)Us, (25)

式中, Φ(x)为形函数向量, 定义为

ΦT(x) = pT(x)P−1
m

=
{
ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕm(x)

}
. (26)

以上是PIM形函数的形成过程. 该形函数具有
Kronecker δ函数性质, 可表示为

ϕi(x = xj)

=

1, i = j, i, j = 1, 2, · · · , n,

0, i ̸= j, i, j = 1, 2, · · · , n.
(27)

因此可以用同FEM一样的方式处理边界条件. 本
文中柔性悬臂梁对应的边界条件为梁固定端纵向

变形、横向变形及转角为零.
需要注意的是, PIM在积分过程中, 不同积分

点对应不同的支持域, 即不同的积分点其形成的形
函数矩阵可能不同, 这与有限元法是不同的. 在有
限元法中, 一个单元内所有的积分点均采用相同的
节点进行插值.

如图 3所示, 在梁轴上沿x方向将问题域用N

个场节点表示, 即

0 = x1 < x2 < · · · < xN = L. (28)
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y



x x x xi xN֓
xN

图 3 无网格法中柔性梁的离散

取梁轴向和横向变形位移函数

w1 =

n∑
i=1

ϕxiuxi = Φx(x)A(t),

w2 =
2n∑
i=1

ϕyiuyi = Φy(x)B(t), (29)

式中, Φx(x)和Φy(x)分别为梁轴向和横向变形的

形函数矩阵; A(t)为节点轴向变形随时间变化量的

列矢量, B(t)为节点横向变形和转角随时间变化量

的列矢量. 分别为

Φx(x) =
(
ϕx1 ϕx2 · · · ϕxn−1 ϕxn

)
,

A(t) =
(
ux1 ux2 · · · uxn−1 uxn

)T
,

Φy(x) =
(
ϕy1 ϕy2 · · · ϕyn−1 ϕyn

)
,

B(t) =
(
uy1 uy2 · · · uyn−1 uyn

)T
, (30)

式中, uxn为第n个节点的轴向变形, uyn为第n个

节点的横向变形和转角组成的行阵.
将梁的变形位移函数代入 (6)式中, 得到梁上

任意点的变形位移为

u =

ux

uy

 =

ΦxA− 1

2
BTHB

ΦyB

 , (31)

其中, H(x)为耦合形函数, 表达式如下:

H(x) =

∫ x

0

Φ
′T
y (ζ)Φ′

y(ζ)dζ, (32)

其中, Φ′
y(ζ)表示Φy(ζ)对 ζ求一阶导数.

对 (31)式求时间 t的一阶导数, 可得到梁上任
意点的变形速度为

u̇ =

u̇x

u̇y

 =

ΦxȦ−BTHḂ

ΦyḂ

 . (33)

2.3 系统的动力学方程

将柔性梁轴向和横向变形位移函数代入

系统的动能和变形势能表达式中, 取广义坐标

q = (θ,AT,BT)T, 运用第二类Lagrange方程
d
dt

(
∂T

∂q̇

)
− ∂T

∂q
= −∂U

∂q
+ Fq, (34)

式中, Fq = (τ,0,0 )T为广义力列阵, τ为刚体上

合外力关于转动中心O的主矩. 由 (7)式可以看出
横向弯曲引起的纵向缩短量wc是横向变形w2的

二阶小量, 作适当的简化, 舍去与wc相关的一些高

阶小量, 如w2
c , w1wc, ẇ2wc等, 可得系统的动力学

方程为
M11 M12 M13

M21 M22 0

M31 0 M33




θ̈

Ä

B̈

 =


Qθ

QA

QB

 , (35)

式中,

M11 = Joh + Job + 2SxA+ATM1A

+BTM2B−BT(aC +D)B, (36)

M21 = MT
12 = −M3B, (37)

M31 = MT
13 = −ST

y +MT
3 A, (38)

M22 = M1 =

∫ L

0

ρSΦT
xΦxdx, (39)

M33 = M2 =

∫ L

0

ρSΦT
y Φydx, (40)

Qθ = τ − 2θ̇[SxȦ+ATM1Ȧ

+BTM2Ḃ−BT(aC +D)Ḃ], (41)

QA = θ̇2ST
x + 2θ̇M3Ḃ + (θ̇2M1 −K1)A, (42)

QB = θ̇2(M2−aC −D)B

− 2θ̇M3Ȧ−K2B. (43)

以上各式中Job, Sx, Sy, M1, M2, M3, C, D,
K1和K2为常系数矩阵, 带下划线的项是附加耦
合项, 由于在变形位移中考虑了横向变形引起的纵
向缩短, 这些附加的耦合项出现在广义质量阵和广
义力阵中. 以上各式为定义在全局问题域上的, 为
计算上式中的积分需将整个问题域离散成一组不

相互重叠的积分背景网格. 取柔性梁相邻两节点的
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间距为积分域, 总体积分可表示为∫
Ω

GdΩ =

nc∑
k

∫
Ωk

GdΩ, (44)

式中, nc为积分背景网格个数, G表示被积函数,
Ωk为第k个积分背景网格的域. 采用Gauss积分
法求解数值积分, 在每个积分背景网格中使用ng

个Gauss点, (44)式变为∫
Ω

GdΩ =

nc∑
k

∫
Ωk

GdΩ

=
nc∑
k

ng∑
i=1

⌢
wiG(xQi) |Jik| , (45)

式中, ⌢
wi为第 i个Gauss积分点xQi的Gauss加权

因子, Jik为对积分背景网格k在积分点xQi处进行

积分的Jacobi矩阵.
为得到各常数阵的数值解, 将整个问题域中的

场节点从1到N顺序编号, 以方阵K1为例, 可得

KIJ =

nc∑
k

ng∑
i=1

ρS
⌢
wiϕ

T(xQi)ϕxJ(xQi)|Jik|︸ ︷︷ ︸
Kik

IJ

=

nc∑
k

ng∑
i=1

Kik
IJ ,

I, J = 1, 2, · · · , N. (46)

(46)式表示节点矩阵KIJ通过局部支持域中

包含节点 I和节点J的所用积分点的贡献之和得

到的数值结果. 如果节点 I和节点J不同时位于积

分点xQi的局部支持域中, 则Kik
IJ 为零. 则K1的

形式为

K1 =



K11 K12 · · · K1N

K21 K22 · · · K2N

...
... . . . ...

KN1 KN2 · · · KNN


. (47)

类似的, 以列阵Sy为例, 可得

Sy =

nc∑
k

ng∑
i=1

ρSwi(a+ xQi)ϕ
T
yI(xQi)|Jik|︸ ︷︷ ︸

Sik
I

=

nc∑
k

ng∑
i=1

Sik
I ,

I = 1, 2, · · · , N. (48)

按照以上方阵与列阵的求法, 可得到 (35)式中各矩
阵的形式.

3 悬臂梁的横向弯曲固有频率

当悬臂梁系统在做大范围旋转运动时, 柔性梁
的横向弯曲振动通常都比较明显, 而梁的纵向振动
相对可以忽略不计. 因此, 本节对不考虑纵向变形
影响的横向弯曲振动进行研究. 为了简化分析, 假
定大范围转动为匀速, 即 θ̈ = 0. 梁的横向弯曲振动
方程可由 (35)式获得

M33B̈ + [θ̇2(D −M33) +K2]B = 0 , (49)

式中, M33是动力柔化项, D是由于考虑了横向弯
曲引起的纵向缩短量wc产生的, 称为动力刚化阵,
整体上D −M33产生动力刚化效应, 而K2则是结

构动力学中的静刚度阵.
对 (49)式进行无量纲化处理, 引入下列无量纲

变量:

ς = t/T, ξ = x/L, κ2 = B/L,

δ = a/L, γ = T θ̇, (50)

其中, T = (ρSL4/EI)
1/2.

表 1为中心刚体半径为 0, 大范围转动速度恒
定的情况下, 采用三种不同离散方法得到的悬臂梁
横向弯曲的无量纲第一阶固有频率. 假设模态法取
横向 3阶模态、有限元法取 10个单元、PIM取 11个
节点. 从表 1中可以看出, 第一阶固有频率随着转
动速度的增大而增大, 假设模态法的结果随着转速

表 1 柔性梁在不同转速下三种离散方法横向弯曲无量纲

第一阶固有频率比较

无量纲角速度比率 γ 假设模态法 有限元法 PIM

0 3.51601 3.51601 3.51601

1 3.54323 3.54326 3.54323

2 3.62186 3.62188 3.62180

3 3.74384 3.74369 3.74352

4 3.89879 3.89803 3.89774

5 4.07656 4.07434 4.07393

6 4.26880 4.26384 4.26328

7 4.46949 4.45995 4.45926

8 4.67468 4.65818 4.65734

9 4.88202 4.85565 4.85466

10 5.09025 5.05060 5.04946

20 7.20237 6.78681 6.78400
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的增大与有限元法的误差越来越大, 说明在高
速旋转下, 假设模态法的精度会降低; 而PIM与有
限元法的结果在不同转速下基本一致,说明PIM能
满足精度要求及该方法的正确性. 图 4表示在不同
无量纲角速度比率下, 三种方法横向弯曲无量纲第
一阶固有频率对比. 从图中更能形象的说明假设模
态法的仿真结果随着转速的提高误差越来越大. 而
PIM的仿真结果则与有限元法基本一致.

0 5 10 15 20

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

6.5

7.0

7.5

γ

 

 

PIM

图 4 (网刊彩色)不同转速下三种离散方法横向弯曲无量
纲第一阶固有频率比较

4 大范围运动已知的动力学仿真

大范围运动已知时, (35)式转化为M22 0
0 M33

Ä

B̈

 =

QA −M21θ̈

QB −M31θ̈

 . (51)

为了验证无网格点插值法的正确性及分析大

范围运动变形位移, 令中心刚体半径 a = 0, 梁
的参数取与文献 [25]中相同, 分别为: 长度L = 8

m, 横截面积S = 7.2968 × 10−5 m2, 截面惯性矩
I = 8.2189×10−9 m4,体积密度ρ = 2766.7 kg/m3,
弹性模量E = 68.952 GPa.

假定悬臂梁由静止开始作大范围旋转运动, 大
范围运动展开角速度规律为

θ̇ =


Ω0

T
t− Ω0

2π
sin

(
2π

T
t

)
, 0 6 t 6 T ,

Ω0, t > T ,

(52)

式中, T = 15 s, 15 s后转速到达Ω0, 然后以该速
度匀速旋转. Ω0 分别取为Ω0 = 4 rad/s, Ω0 = 10

rad/s和Ω0 = 20 rad/s.
图 5表示Ω0 = 4 rad/s时柔性梁末端横向弯

曲变形. 右图为匀速转动时的局部变形放大图. 如
图所示, PIM、假设模态法和有限元法的振幅及
频率基本一致. 图 6表示Ω0 = 4 rad/s 时柔性梁
末端横向变形速度, 如图所示, 三种离散方法的
仿真结果基本一致. 图 7表示Ω0 = 10 rad/s时柔
性梁末端横向弯曲变形, 图 8表示Ω0 = 10 rad/s
时柔性梁末端横向弯曲变形速度, 如图所示, 三
种离散方法的仿真结果同样非常相似, 但相对而
言, 有限元法与PIM仿真结果更为接近, 而假设
模态法在高速时仿真结果略不同于其他两种方法.
图 9表示Ω0 = 20 rad/s时柔性梁末端横向弯曲变
形, 图 10表示Ω0 = 20 rad/s时柔性梁末端横向弯
曲变形速度, 从图中可更明显的看出, PIM 和有限
元法的仿真结果基本一致, 但假设模态法的仿真结
果已经与另两种方法出现较大的差别, 进一步说明
在高速转动下, 假设模态法的精度会降低. 图 11表
示Ω0 = 4 rad/s, E = 6.8952 GPa时柔性梁末端横
向弯曲变形. 如图所示, 梁的最大变形超过了 5 m,
属于大变形, PIM 与有限元法结果仍然基本一致,
而假设模态法已经发散, 说明源于结构力学中固有
振型的假设模态法, 适用范围局限于小变形情况,
不能处理大变形问题, 而本文方法和有限元法适用
于大变形问题.
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图 5 (网刊彩色)柔性梁末端横向变形 (Ω0 = 4 rad/s) (a) 0—20 s梁末端横向变形; (b) 15—20 s梁末端横向变形
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图 6 (网刊彩色)柔性梁末端横向变形速度 (Ω0 = 4 rad/s) (a) 0—20 s梁末端横向变形速度; (b) 15—20 s梁末
端横向变形速度
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图 7 (网刊彩色)柔性梁末端横向变形 (Ω0 = 10 rad/s) (a)0—20 s梁末端横向变形; (b) 15—20 s梁末端横向变形
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图 8 (网刊彩色)柔性梁末端横向变形速度 (Ω0 = 10 rad/s) (a) 0—20 s梁末端横向变形速度; (b) 15—20 s梁末
端横向变形速度

t⊳s t⊳s 

0 5 10 15 20
-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2 PIM

 

(a)

 

15 16 17 18 19 20

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

 

PIM

(b)

U
y
⊳
m

 

U
y
⊳
m

 

图 9 (网刊彩色)柔性梁末端横向变形 (Ω0 = 20 rad/s) (a)0—20 s梁末端横向变形; (b) 15—20 s梁末端横向变形
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图 10 (网刊彩色)柔性梁末端横向变形速度 (Ω0 = 20 rad/s) (a) 0—20 s梁末端横向变形速度; (b) 15—20 s梁
末端横向变形速度
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图 11 (网刊彩色)柔性梁末端横向变形 (Ω0 = 4 rad/s,
E = 6.8952 GPa)

表 2 三种离散方法的计算相对时间、相对误差、旋转角速

度恒定时响应振幅 (Ω0 = 4 rad/s)

离散 计算相对 旋转角速度恒定时 计算相对

方法 时间 响应振幅/m 误差/%

有限元法 1.59 0.00830 —

假设模态法 (3阶) 1.00 0.00813 2.05

假设模态法 (4阶) 10.69 0.00814 1.93

假设模态法 (5阶) 19.05 0.00814 1.93

假设模态法 (6阶) 32.63 0.00814 1.93

假设模态法 (7阶) 50.90 0.00814 1.93

PIM 1.48 0.00829 0.12

表 2 , 3 , 4分别表示Ω0 = 4 rad/s, Ω0 = 10

rad/s 和Ω0 = 20 rad/s时三种离散方法的计算相
对时间、相对误差及大范围旋转角速度恒定时的响

应振幅. 其中, 假设模态法纵、横模态截断数分别
各取3—7阶. 计算相对时间以3阶模态截断数为标
准, 相对误差以有限元法为标准. 有限元法将梁离
散为 10个单元, PIM将梁离散为 11个节点. 从表
中可以看出, 模态截断数为 3阶的假设模态法计算
效率最高, 但随着转动速度的增加, 大范围旋转角

速度恒定时的振幅与有限元法对比误差越来越大,
当Ω0 = 20 rad/s时, 误差达到 13.86%; 同一转动
角速度下, 假设模态法的模态截断数越多, 计算效
率越低, 但精度并没有明显提高; PIM与有限元法
计算效率相当, 且大范围恒定时的振幅基本一致.
表 3 三种离散方法的计算相对时间、相对误差、旋转角速

度恒定时响应振幅 (Ω0 = 10 rad/s)

离散 计算相对 旋转角速度恒定时 计算相对

方法 时间 响应振幅/m 误差/%

有限元法 1.86 0.0126 —

假设模态法 (3阶) 1.00 0.0133 5.56

假设模态法 (4阶) 10.73 0.0132 4.76

假设模态法 (5阶) 19.13 0.0131 3.97

假设模态法 (6阶) 32.74 0.0131 3.97

假设模态法 (7阶) 50.98 0.0131 3.97

PIM 1.62 0.0126 0.00

表 4 三种离散方法的计算相对时间、相对误差、旋转角速

度恒定时响应振幅 (Ω0 = 20 rad/s)

离散 计算相对 旋转角速度恒定时 计算相对

方法 时间 响应振幅/m 误差/%

有限元法 2.13 0.0202 —

假设模态法 (3阶) 1.00 0.0174 13.86

假设模态法 (4阶) 10.82 0.0185 8.41

假设模态法 (5阶) 19.26 0.0186 7.92

假设模态法 (6阶) 33.21 0.0186 7.92

假设模态法 (7阶) 51.94 0.0186 7.92

PIM 2.04 0.0202 0.00

5 结 论

1)梁的横向弯曲第一固有频率随着恒定角速
度的增大而增大, 假设模态法随着转速的增大误差
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越来越大. 无论转速高低, PIM与有限元法仿真结
果基本一致, 说明无网格法应用于旋转悬臂柔性梁
系统的正确性及相对于假设模态法的优越性.

2)模态截断数取 3阶的假设模态法计算效率
最高, 模态截断数越多, 计算效率越低; PIM与有
限元法计算效率相当. 随着转速的增大, 假设模态
法精度降低, 即使增加模态阶数, 精度也不会明显
提高, 而PIM 与有限元法仿真结果基本一致.

3)在处理大变形问题研究中, 假设模态法结果
发散, 不能用于求解大变形问题. PIM与有限元法
结果收敛且基本一致, 说明这两种方法适用于求解
大变形问题.
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A meshfree method based on point interpolation for
dynamic analysis of rotating cantilever beams∗
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Abstract
A meshfree method based on polynominal point interpolation method (PIM) is proposed for dynamic analysis

of a rotating cantilever beam; PIM is used to describe the deformation of the flexible beam. Its longitudinal and
transverse deformations are both taken into consideration, and the coupling term of the deformation which is caused by
the transverse deformation is included in the longitudinal deformation of the beam. The rigid-flexible coupling dynamic
equations of the system are derived via employing Lagrange’s equations of the second kind. Compared with the finite
element method (FEM), only individual nodal data are required in the current method so that its preprocessor is easier,
and the shape functions constructed have high-order continuities due to more nodes to be interpolated. Simulation
results of the meshfree method are compared with those obtained by using FEM and assumption of modes method. It
is demonstrated that the meshfree method can be extended to the field of multibody system dynamics.
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