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旋涡Lamb矢量与各向同性湍流的统计结构
李超 冉政†

(上海大学, 上海市应用数学和力学研究所, 上海 200072)

( 2014年 2月 17日收到; 2014年 8月 8日收到修改稿 )

湍流旋涡运动研究中一个基本理论问题是: 相对于Lamb矢量本身的大小而言, 对Lamb矢量的
Helmholtz 分解中的有势部分占多大比例, 本文利用发展的基于精确解的各向同性湍流统计理论的结果, 给
出了新的解析理论预测结果.
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1 引 言

湍流是一种非常普遍的物理学现象, 在自然界
中很容易观察到, 而湍流问题的研究在流体力学中
是十分重要的问题, 长期为人们关注 [1−12]. Lamb
矢量在流体力学中具有独特地位, 主要根源于在
Navier-Stokes 方程中非线性项可以使用Lamb矢
量来表征, 人们相信流体运动的基本动力学行为可
以通过Lamb矢量的演化来刻画 [13]. 同时, 人们也
认识到Lamb矢量的伴生物——螺旋度 (helicity),
对于流动的结构和演化也具有重要的意义 [14]. 旋
涡Lamb矢量和螺旋度在湍流研究中起重要作用,
这根源于这两个物理量均适合表征湍流的拟序结

构, 现有的研究表明: 湍流的拟序结构应是流场中
高螺旋度与低耗散的区域, 同时, 它们也可以用来
解释湍流中的非线性抑制以及湍流小尺度分形结

构, 正因为这些原因, 两者一直是学术界研究的热
点问题 [1−19].

在湍流中的旋涡运动研究中一个基本理论问

题是: 相对于Lamb矢量本身的大小而言,对 Lamb
矢量的Helmholtz分解中的有势部分, 占多大比
例 [17]? 本文利用我们发展的基于精确解的各向同
性湍流统计理论的结果 [18−25], 给出了新的解析理

论预测结果.

2 基本概念和研究思路

讨论三维不可压缩黏性流体运动, 其基本控制
方程为Navier-Stokes方程和连续性方程, 矢量形
式的Navier-Stokes方程有一个特别重要的等价形
式 (Lamb形式)

∂u

∂t
+ ω×u= −∇

(
p

ρ
+

1

2
u2

)
+ν∇2u, (1)

式中

L = ω×u. (2)

一般称为Lamb矢量, 而

ω = ∇× u (3)

为流体运动的涡矢量.
Lamb矢量的分解: 根据Helmholtz分解定

理, 在实空间中单值连续有界的任何矢量场可以分
解成一个位势矢量场∇a, 和一个有旋矢量场b之

和, 并且

∇ · b = 0. (4)

设Lamb矢量满足定理条件, 则有

L = ∇a+∇× b, (5)
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从而

∇2a = ∇·L, (6)

∇2b = −∇×L. (7)

利用这些关系, 可以将方程改写为
∂u

∂t
+∇× b = −∇

(
p

ρ
+

1

2
u2+a

)
+ν∇2u, (8)

这里方程的非线性项为∇×b项来表征, 而有势部
分已经归于压力项. 由流体运动不可压缩条件, 可
以得到

∇·L= −∇2

(
p

ρ
+

1

2
u2

)
. (9)

从而有

∇2a = −∇2

(
p

ρ
+

1

2
u2

)
, (10)

即

a = −
(
p

ρ
+

1

2
u2

)
+ a0, (11)

这里a0是一个常数 (这里解的选择可能并不充分,
实际上采用的是Laplace方程的一个平凡解, 即认
为分布是常数, 更为复杂的情况需要进一步讨论).

在湍流问题的研究中, 一个重要的基本问题是
⟨(∇a)2⟩和 ⟨L · L⟩的数量关系, 这里括号表示物理
量的系综平均. 如何使用解析方法给出这一预测则
是湍流统计理论的一个重要任务.

可以证明 [17]: 对于各向同性湍流存在如下
关系:

⟨(∇a)2⟩ = 1

2
⟨L ·L⟩ −

∫ ∞

0

r · ∂f
∂r

· ∂F
∂r

dr, (12)

其中,

⟨Lk(x)Lk(x+ r)⟩

= 6fF + 2r
∂

∂r
[fF ] +

1

2
r2

∂f

∂r

∂F

∂r
, (13)

⟨L ·L = lim
r→0

⟨Lk(x)Lk(x+ r)⟩. (14)

如果已知 f (r, t) , F (r, t)则可以使用解析方法研究

问题. 注意的是: f (r, t)是湍流脉动速度场的二阶

纵向相关系数,而F (r, t)则是湍流涡量场的二阶纵

向相关系数. 可以证明对于各向同性湍流, 两者满
足如下关系 [18]:

F (r, t) = −∂2f

∂r2
−4

r

∂f

∂r
, (15)

在已知 f (r, t)的情况下, 可以求出F (r, t).

在我们的研究中, f (r, t)采用Sedov解 [19−25],
则有

f (r, t)= M

(
σ,
5

2
,− a1

4l2
r2
)
. (16)

这里M (a, c, z)为标准的超几何函数.

3 基本计算公式

按照我们的湍流统计理论, 对于湍流脉动速度
的二阶关系联系数有方程,

d2
f

dη2 +

(
a1
2
η+

4

η

)
∂f

∂η
+

a2
2
f = 0, (17)

这里自相似变量定义为

η =
r

l (t)
. (18)

湍流二阶速度关联系数满足的边界条件为

f (0) = 1, (19)

f (∞) = 0. (20)

利用这个方程可以将有关高阶导数项转化为低阶

导数问题. 整个计算有如下三个基本的步骤:
1)根据 (13)式和 (14)式求 ⟨L ·L⟩;
2)根据 (12)求 ⟨(∇a)2⟩;
3)最后根据上述的结果可以直接求两个物理

量的比例关系:

y =
⟨(∇a)2⟩
⟨L ·L⟩

.

最终的解析公式我们在附录中详细地给出.
当σ = 0.8时 (关于这一参数的取法其理由可

以参见文献 [25]), 可以利用上述公式直接计算有

y =
⟨(∇a)2⟩
⟨L ·L⟩

= 0.443663.

0 2 4 6 8 10 12

0

0.5

1.0

1.5

2.0

y

图 1 不同湍流参数 σ下的比例计算结果
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4 结论和讨论

基于湍流精确统计结构, 本文初步给出了湍流
场中表征非线性效应的Lamb矢量的统计计算, 特
别给出了有关比例关系的解析分析, 对典型的物理
参数, 给出了定量的预测结果, 结果表明在本文讨
论的条件下, 湍流的非线性抑制效应并不明显. 我
们特别计算了特征参数序列, 发现湍流非线性抑制
效应有增强的趋势, 但同时对于一定的参数区域,
计算存在发散的结果 (详细的计算结果见图1, 这里
横坐标是湍流参数σ值纵坐标是对应的比例计算

值). 产生这些异常的原因可能来自上述讨论中引
入了湍流旋涡场与湍流速度场的统计独立假设, 事
实上对于湍流脉动速度四阶关联可以引入所谓的

Millionshchikov假设, 从而实现湍流旋涡场与湍流
速度场的统计相关, 更精细的分析结果是进一步的
工作.

附录A 有关数学推导

本附录给出的是基于上述研究思路的理论推导过程,
以及最终的解析公式.

1. 各向同性湍流统计结构基本结论:

f (r, t) = M

(
σ,

5

2
,− a1

4l2
r2
)
, (A1)

F (r, t) = − ∂2f

∂r2
−4

r

∂f

∂r
, (A2)

按照我们的湍流统计理论, 对于湍流脉动速度的二阶
关系联系数有方程,

d2f

dη2
+

(
a1

2
η+

4

η

)
∂f

∂η
+

a2

2
f = 0, (A3)

2. 求 (1):

⟨L ·L⟩ = lim
r→0

⟨Lk(x)Lk(x+ r)⟩ (A4)

⟨Lk(x)Lk(x+ r)⟩

= 6fF + 2r
∂

∂r
[fF ] +

1

2
r2

∂f

∂r

∂F

∂r
, (A5)

(2):

⟨(∇a)2⟩ = 1

2
⟨L ·L⟩ −

∫ ∞

0

r·∂f
∂r

·∂F
∂r

dr, (A6)

(3): 最后根据上述的结果可以直接求两个物理量的比
例关系:

y = ⟨(∇a)2⟩/⟨LL⟩. (A7)

由上述数学公式可以有如下结论:⟨
λ2⟩ = lim

r→0

[
6fF1 + 2r(fF1)

′
r +

1

2
r2f ′F ′

1

]

= lim
r→0

[3a2

l2 1
F 2
1

(
σ,

5

2
,−a1r

2

4l2

)
+Ar2

+Br4 + Cr6
]
, (A8)

其中

A =
1

10l4

{
1F1

[
σ,

5

2
,−r2a1

4l2

](
51F1

[
σ,

5

2
,−r2a1

4l2

]
+ 4σ1F1

[
1 + σ,

7

2
,−r2a1

4l2

])
a1a2

}
,

B =
1

200l8

(
2l2σ1F1

[
1 + σ,

7

2
,−r2a1

4l2

]
×
(
101F1

[
σ,

5

2
,−r2a1

4l2

]
+ σ1F1

[
1 + σ,

7

2
,−r2a1

4l2

])
a3
1

+ l2σ1F1

[
1 + σ,

7

2
,−r2a1

4l2

]
×
(
51F1

[
σ,

5

2
,−r2a1

4l2

]
+ 2σ1F1

[
1 + σ,

7

2
,−r2a1

4l2

])
a2
1a2

)
,

C = −
σ2
1F1

[
1 + σ,

7

2
,−r2a1

4l2

]2
a4
1

200l8
.

所以 ⟨
λ2⟩ = lim

r→0

[
6fF1 + 2r(fF1)

′
r +

1

2
r2f ′F ′

1

]
= lim

r→0

[3a2

l2 1
F 2
1

(
σ,

5

2
,−a1r

2

4l2

)
+Ar2 +Br4 + Cr6

]
=

3a2

l2
. (A9)

进一步可以得到∫ ∞

0

r
∂f

∂r

∂F1

∂r
dr

=
1

80l2(−1 + σ)
3

{
− 48σF

[{
− 1

2
, 2, 1 + σ

}
,

{7
2
, 2− σ

}
,−1

]
a1

−
32σF

[{1
2
, 3, 1 + σ

}
,
{7
2
, 3− σ

}
,−1

]
a1

−2 + σ

+ 16σF
[{

− 1

2
, 2, 1 + σ

}
,
{7
2
, 2− σ

}
,−1

]
a2

+
8σF

[{1
2
, 2, 1 + σ

}
,
{7
2
, 3− σ

}
,−1

]
a2

−2 + σ

+

[
154σ

√
πCot[πσ]Γ

[
− 3

2
+ σ

]
×
(
− 2σ(−1 + 2σ)F

[{
− 3

2
+ σ, 2σ, 1 + σ

}
,{

σ,
5

2
+ σ

}
,−1

]
(3a1 − a2)

+ (−3 + σ + 2σ2)
(
2σF

[{
− 3

2
+ σ, 1 + σ,
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− 1 + 2σ
}{

− 1 + σ,
3

2
+ σ

}
,−1

]
a1

− F
[{

− 3

2
+ σ, σ,−1 + 2σ

}
,{

− 1 + σ,
3

2
+ σ

}
,−1

]
a2

))]

×
[
(−1 + 2σ)(1 + 2σ)(3 + 2σ)Γ (−1 + σ)

]−1

}
,

Re
[a1

l2

]
> 0.

又令 a1 = a2/(2σ), 所以⟨
(∇a)2

⟩
⟨λ2⟩

=
1

2
−

∫ ∞

0

r
∂f

∂r

∂1F1

∂r
dr

⟨λ2⟩

=
1

2
− 1

80(−1 + σ)

(
− 24F

[{
− 1

2
, 2, 1 + σ

}
,

{7
2
, 2− σ

}
,−1

]
+ 16σF

[{
− 1

2
, 2, 1 + σ

}
,{7

2
, 2− σ

}
,−1

]
+

8σF
[{1

2
, 2, 1 + σ

}
,
{7
2
, 3− σ

}
,−1

]
−2 + σ

−
16F

[{1
2
, 3, 1 + σ

}
,
{7
2
, 3− σ

}
,−1

]
−2 + σ

−
{
15× 4σ

√
π(−3 + σ + 2σ2)Cot[πσ]Γ

[
− 3

2
+ σ

]
× F

[{
− 3

2
+ σ, σ,−1 + 2σ

}
,{

− 1 + σ,
3

2
+ σ

}
,−1

]}
×
{
(−1 + 2σ)(1 + 2σ)(3 + 2σ)Γ [−1 + σ]

}−1

−
{
45× 4σ

√
πCot[πσ]Γ

[
− 3

2
+ σ

]
× F

[{
− 3

2
+ σ, 2σ, 1 + σ

}
,
{
σ,

5

2
+ σ

}
,−1

]}
×
{
(1 + 2σ)(3 + 2σ)Γ [−1 + σ]

}−1

+

{
15× 21+2σ√

πσCot[πσ]Γ
[
− 3

2
+ σ

]
× F

[{
− 3

2
+ σ, 2σ, 1 + σ

}
,
{
σ,

5

2
+ σ

}
,−1

]}
×
{
(1 + 2σ)(3 + 2σ)Γ [−1 + σ]

}−1

+

{
15× 4σ

√
π(−3 + σ + 2σ2)Cot[πσ]Γ

[
− 3

2
+ σ

]
× F

[{
− 3

2
+ σ, 1 + σ,−1 + 2σ

}
,

{
− 1 + σ,

3

2
+ σ

}
,−1

]}
×
{
(−1 + 2σ)(1 + 2σ)(3 + 2σ)Γ [−1 + σ]

}−1
)
,

Re
[ a2

l2σ

]
> 0.

当σ = 0.8时,
⟨
(∇a)2

⟩
⟨λ2⟩ = 0.443663.
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Lamb vector in isotropic turbulence
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Abstract
The Lamb vector is known to be of profound importance for fluid dynamics generally and for the dynamics of

turbulence in particular. Based on the new developments of the statistical theory of isotropic turbulence, some new
analytical indications are found that the Lamb vector has a contribution in the potential and solenoidal parts, which are
almost equal for some typical parameters.
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