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双自旋系统中的量子失协问题研究

王丹琴† 何创创

(西安电子科技大学先进材料与纳米科技学院, 西安 710126)

( 2014年 6月 10日收到; 2014年 10月 4日收到修改稿 )

利用量子失协的几何度量方案研究了双自旋海森伯 (Heisenberg)模型中的量子关联特性, 得到了一般情
形下两量子态量子失协度的解析表达式, 讨论了量子位之间的耦合强度、温度和外加磁场强度等对量子关联
大小的影响, 并给出了对应的量子关联调控方案. 此外还发现在低温下量子失协存在突变的现象. 结果表明,
在双自旋的海森伯模型体系下, 可以通过对系统参数 (如温度、耦合强度、磁场强度等)的调节来实现对量子关
联大小的有效调控, 这将会对在量子信息科学中精确控制量子失协和实现量子态的隐形传输以及量子逻辑门
的设计提供一定的借鉴和指导意义.

关键词: 量子失协, 自旋系统
PACS: 34.80.Pa, 03.65.Ud DOI: 10.7498/aps.64.043403

1 引 言

量子关联作为量子信息论中的一个更普适

的概念, 它是对量子态性质进行更广义的一种刻
画且折射了体系中量子态各部分之间的联系; 同
时它在量子计算和量子信息科学中占有非常重

要的地位 [1−4]. 在量子信息科学研究的初期, 纠
缠一度被理解为是量子计算机优于经典计算机

的主要物理信息资源和关键所在, 从而受到人们
的广泛关注 [5−7]. 例如, 郭亮和梁先庭 [5]研究了

Tavis-Cummings模型中的两子系统间的纠缠演化;
Raimond等 [6]在腔体中成功操控了原子和光子的

纠缠. 但随着研究的不断深入, 人们发现纠缠仅仅
只是量子关联中特殊的一类且无论从定义、度量还

是到相关量子效应等方面, 量子关联都较量子纠缠
更具有普适性和典型性. 随后人们又发现, 没有纠
缠的量子关联也能够实现很多量子信息的过程, 如
单量子比特的确定性量子计算 [8,9]、估计Grover 搜
索算法中的量子关联 [10,11]、研究量子相变等, 更为
重要的是量子关联可以不被环境所破坏 [12], 这在
量子纠缠中是不可实现的. 因此, 量子关联及其相

关的问题成为了近年来量子信息科学的一个新的

研究热点 [13,14].
如何对量子关联进行完整的表征和简单的量

化是目前亟待解决的问题. 2001年, Henderson和
Vedral [15]给出了经典关联需要满足的四个准则,
并由此定义了一种基于互信息的经典关联度量方

案. 之后不久, Ollivier和Zurek [16]发现量子纠缠

并不包含所有的量子关联, 有些分离态 (非纠缠态)
也存在部分量子关联, 并提出用量子失协 (quan-
tum discord)来表征和度量量子关联的大小. 2008
年, Datta等 [17]和Lanyon等 [18]分别从理论与实验

的角度论证了基于量子失协的量子计算的可行性,
证明量子失协可以作为量子关联的一种有效度量.
量子失协作为一个新的概念, 它定义为子系统间的
总关联与经典关联的差值. 在Ollivier和Zurek提
出的量子失协计算中, 关于经典关联的计算通常都
需要引入一套完备的测量基, 同时还要对其做进一
步的优化. 这就使得有关量子失协的计算往往会非
常复杂, 即使仅就两体系统而言, 基于互信息的量
子失协的计算也是比较复杂且很难得到确定的解

析表达式 [19−21], 这在很大程度上阻碍了量子失协
相关方面的研究进展. 鉴于此, Dakić等 [22]在2010
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年提出基于希尔伯特 -施密特范数的量子失协的几
何度量 (geometrical quantum discord)方案, 它定
义量子失协为量子态与零量子失协态集合差的最

小希尔伯特 -施密特范数的平方, 且对两量子位态
它有严格的解. 这不仅使得两体系统中量子关联的
相关计算简化, 而且可以得到确定的解析表达式.

但是时至今日, 对于量子关联的研究大多局限
于量子光学体系中 [23−25], 这一方面是因为量子光
学体系在量子信息研究中处于领先位置, 另一方面
是因为控制原子比控制电子自旋和核自旋相对要

容易得多. 但是在实际的应用中, 大规模的量子信
息处理任务需要在一种可扩展和易于集成的系统

中实现. 而自旋系统往往可以满足这一要求, 且在
量子态的传输或者利用自旋构造量子逻辑门方面

都显示了其特有的优势. 海森伯 (Heisenberg)模型
是一个经典的理论模型, 它自身就可以在量子点系
统、原子核自旋系统、光晶格和电子自旋等许多物

理系统中实现, 且目前已经用于模拟量子计算机的
研究中. 因此, 基于自旋海森伯体系下的量子关联
特性的研究是非常有意义和必要的.

双自旋海森伯模型作为常用的模型之一, 人们
利用它分析研究了量子关联度量 (如测量诱导扰动
(measurement-induced disturbance)、并协 (concur-
rence)和量子失协 (quantum discord)等)在外加磁
场和温度下的各种相关问题, 并得到了很多十分有
用的结果. 但是有关几何量子失协度量下的双自旋
海森伯模型中的量子关联问题却鲜有研究. 因此,
本文利用量子失协的几何度量定义研究了双自旋

海森伯模型体系中的量子关联特性, 得到了量子失
协的解析表达式; 考察了量子位间耦合强度、温度
和外加磁场强度等对量子失协大小的影响. 结果表
明: 强耦合量子态对外加磁场的变化有更好的抗干
扰性; 此外还发现在低温下几何量子失协度存在突
变的现象.

2 理论模型

2.1 量子失协的几何度量

对于给定希尔伯特空间中H = HA ⊗HB的量

子态ρ, 如果我们对子系统A进行量子测量, 则量
子失协的几何度量定义为已知态ρ和零量子失协

态集合之间的最短 “距离” [22], 即

Dg
A(ρ) = min

x∈Ω0

||ρ− x||2, (1)

其中, Ω0是零量子失协态的集合; x = P1|φ1⟩⟨φ1|⊗
ρ1 + P2|φ2⟩⟨φ2| ⊗ ρ2表示任一零量子失协态. 其
中, {|φ1⟩, |φ2⟩}为子系统A的单比特正交归一基,
ρ1, ρ2为子系统B的任意态, P1, P2(当对子系A进
行测量时粒子分别处于 |φ1⟩, |φ2⟩的概率)为非负
定的数且满足P1 + P2 = 1.

为计算量子失协度, 将一般态ρ表示成定域的

布洛赫球 (local Bloch vectors)的形式, 即

ρ =
1

4

[
I ⊗ I +

3∑
i=1

(xiσi ⊗ I

+ yiI ⊗ σi) +
3∑

i,j=1

Rijσi ⊗ σj

]
, (2)

这里, I为单位矩阵; σi, i ∈ {1, 2, 3}为泡利矩阵;
xi = Trρ(σi ⊗ I), yi = Trρ(I ⊗ σi) 表示定域布

洛赫球部分; Rij = Trρ(σi ⊗ σj)表示关联强度部

分, 是关联矩阵R 的矩阵元, 其中Tr 为求迹运算,
即对矩阵的对角元求和.

将方程 (2)代入方程 (1), 经化简可得

Dg
A(ρ) =

1

4
(||x||2 + ||R||2 − kmax), (3)

式中, x = (x1, x2, x3)
T, T代表矩阵的转置; R表

示关联矩阵; kmax表示矩阵K = xxT + RRT的

最大特征值; ||x||2, ||R||2 表示希尔伯特 -施密特范
数, ||x||2 = Tr(xxT), ||R||2 = Tr(RRT).

2.2 理论模型的建立

考虑如下的系统哈密顿量 [26]

H = Jxσ
1
x ⊗ σ2

x + Jyσ
1
y ⊗ σ2

y + Jzσ
1
z ⊗ σ2

z

+Bz(σ
1
z ⊗ I + I ⊗ σ2

z), (4)

其中, 上标 1, 2对应于粒子 1和粒子 2; Jx, Jy和Jz

分别表示沿x, y和 z方向的耦合系数; σx, σy, σz

为泡利矩阵; I为2 × 2 单位矩阵; Bz为沿 z方向的

外加磁场强度.
由量子力学的知识, 易得能量的本征方程 (设

E表示能量本征值, |φ⟩表示本征向量)为

H|φ⟩ = E|φ⟩. (5)

根据方程 (4)和 (5)可以解得系统哈密顿量的
本征值为

E1,2 = Jz ±
√
4B2

z + (Jx − Jy)2,

E3,4 = ±(Jx + Jy)− Jz, (6)
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和在标准基为 |00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩的情况下对应的
本征态为

|φ1⟩ = M

√
1

M2 + 1
|00⟩+

√
1

M2 + 1
|11⟩,

|φ2⟩ = V

√
1

V 2 + 1
|00⟩+

√
1

V 2 + 1
|11⟩,

|φ3⟩ =
1√
2
|01⟩+ 1√

2
|10⟩,

|φ4⟩ = − 1√
2
|01⟩+ 1√

2
|10⟩. (7)

式中,

M =
2Bz +

√
4B2

z + (Jx − Jy)2

Jx − Jy
,

V =
2Bz −

√
4B2

z + (Jx − Jy)2

Jx − Jy
. (8)

3 结果与讨论

求得系统哈密顿量的本征值和本征态后, 结合
方程 (1)—(3)便可计算系统的量子失协度的大小.
系统密度矩阵为 [27]

ρ̂ =
4∑

i=1

|φi⟩Pi⟨φi|, (9)

式中, |φi⟩为系统的本征态, Pi = Z−1 exp(−Ei/Γ )

为粒子处于该态的概率. 这里, Γ = kBT , Z =
4∑

i=1

exp(−Ei/Γ ) 为配分函数, kB为玻尔兹曼常数.

将 (6), (7)式代入 (9)式可以推得密度矩阵

ρ̂ =


c11 0 0 c14

0 c22 c23 0

0 c32 c33 0

c41 0 0 c44

 , (10)

其中 c32 = c23, c33 = c22, c41 = c14, 且

c11 =
1

Z

(
exp(−E1/Γ )

M2

M2 + 1

+ exp(−E2/Γ )
V 2

V 2 + 1

)
,

c14 =
1

Z

(
exp(−E1/Γ )

M2

M2 + 1

+ exp(−E2/Γ )
V

V 2 + 1

)
,

c22 =
1

Z

(
exp(−E3/Γ )

1

2
+ exp(−E4/Γ )

1

2

)
,

c23 =
1

Z

(
exp(−E3/Γ )

1

2
+ exp(−E4/Γ )

1

2

)
,

c44 =
1

Z

(
exp(−E1/Γ )

1

M2 + 1

+ exp(−E2/Γ )
1

V 2 + 1

)
. (11)

联立 (2), (3), (10)式即可得失协度

Dg
A(ρ) =

1

4
min

(
(c11 − c44)

2 + 4(−c14 + c23)
2

+ (c11 + c44 − 2c22)
2, (c11 − c44)

2

+ 4(c14 + c23)
2 + (c11 + c44 − 2c22)

2,

8c214 + 8c223

)
. (12)

接下来我们利用上述结果讨论量子位之间的

耦合强度、温度和外加磁场强度等对量子关联大小

的具体影响.

0
1

2
3

4

0

2

4

6

8

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

kB
T

Bz

图 1 Jx = Jy = Jz = 1时量子失协随温度和磁场强度

的变化

1)当Jx = Jy = Jz = 1, Bz ̸= 0时, 根据方
程 (6)和 (8)可得M = ∞, V = 0, E1 = 1 + 2Bz,
E2 = 1 − 2Bz, E3 = 1, E4 = −3. 图 1是双自旋
系统处于外加磁场环境下, 两量子态间的失协度
随体系温度和磁场强度的变化. 从图 1可以明显
看出: 当外磁场强度较弱 (0 < Bz < 2)时, 失协
度随温度的升高而单调地从峰值衰减到零; 而当
外磁场较强 (Bz > 2)时, 失协度随着温度的升高
先增加后减小, 且峰值较低, 受温度变化的影响很
小. 另外, 当体系处于低温环境 (0 < kBT < 4)下,
失协度随外加磁场强度的增加而单调衰减; 而在
高温环境 (kBT > 4)下, 失谐度的峰值变得非常小
(< 0.05)且对磁场的依赖性降低. 这表明几何量子
失协不仅对温度和外加磁场强度的依赖程度不尽

相同, 且其在温度和磁场下有不同的演化规律. 同
时可以发现, 温度越高, 外加磁场强度越强, 量子
失协的值就越小, 但三者之间的大小没有绝对的定
论. 不同的温度与不同的外加磁场强度可能导致
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量子失协大小的不同. 最后还可以看到, 在某一温
度或磁场强度下, 几何量子失协的值变化最大, 即
最容易受环境波动的影响, 这体现了量子性质的
特点.

2)当Jx = Jy = Jz = J , Bz ̸= 0时, 同理可得
M = ∞, V = 0, E1 = J + 2Bz, E2 = J − 2Bz,
E3 = J , E4 = −3J . 图 2是外加磁场强度为
Bz = 0.5和10时, 几何量子失协随耦合强度J和温

度kBT的变化. 从图 2可以看出, 几何量子失协的
值随温度的升高而单调地衰减, 且随着耦合强度的
增加, 衰减的速度逐渐减小. 另外可以看到, 在低
温附近 (kBT ≈ 0), 当外加磁场强度从Bz = 0.5增

强至Bz = 10时, 弱耦合 (J < 4.5)态的失协度变为
零, 而强耦合态的失协度仅仅只是有轻微的减小.
这表明处于强耦合态的量子态对外界环境 (如外加
磁场)的变化有着更强的抵抗性.

kBT
kBT
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051015202530
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图 2 Bz = 0.5, 10时量子失协随耦合强度 J 和温度 kBT 的变化 (a) Bz = 0.5; (b) Bz = 10
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图 3 kBT = 0.02, 2时量子失协随磁场强度和耦合强度的变化 (a) kBT = 0.02; (b) kBT = 2

图 3为当kBT = 0.02和 2时, 几何量子失协随
磁场强度Bz和量子位间耦合强度J 的变化. 从
图 3可以明显看到: 对于低温情形 (kBT = 0.02)存
在一临界耦合强度Jc, 当耦合强度J < Jc时量子

失协为零; 而当J > Jc时, 几何量子失协在Jc处跃

变为一有限大小的恒值, 且Jc随着磁场强度Bz的

增大而增大. 同样对于磁场强度Bz, 存在一临界值
Bc, 当Bz < Bc时, 几何量子失协为一恒值; 而当
Bz > Bc时, 几何量子失协的值在Bc处跃变为零.
但是对于有限温度 (kBT = 2)而言, 几何量子失协
随着耦合强度J的增大而单调地增大, 且最后趋于

一恒定值, 但增大的速度随着磁场强度Bz的增大

而逐渐减小. 另外可以发现, 随着磁场强度Bz的增

加, 几何量子失协单调地衰减, 且随着耦合强度J

的增加衰减的速度逐渐减小. 由此可见, 在极低温
度 (kBT = 0.02)下, 几何量子失协在某一有限的磁
场强度Bc或耦合强度Jc下会出现一个突变; 而在
较高温度 (kBT = 2)时, 几何量子失协却没有出现
这种突变的现象. 一般情况下, 处于纠缠的两量子
态往往存在着这种突变的行为.

在双自旋系统中, 二维空间的两量子态之间的
纠缠可以记为
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E (ρAB)

= −

(
1 +

√
1− C2

2

)
log2

(
1 +

√
1− C2

2

)

−

(
1−

√
1− C2

2

)
log2

(
1−

√
1− C2

2

)
,

(13)

其中C表示共生纠缠度 (concurrence), 根据 (10)式
给出的密度矩阵可得

C = 2max (0, |c23| −
√
c11c44, |c14| −

√
c22c33) .

(14)

联立 (6), (8), (11), (14)式可以计算得出

C = max
(

exp(4J/Γ )− 3

Z
, 0

)
. (15)

由此可知,在低温下, C大于零,量子态中含有纠缠;
而在有限温度下, 当C小于零即 exp(4J/Γ ) < 3时

不存在纠缠态. 这表明在低温下体系的量子关联态
中含有纠缠态的信息, 但是随着温度的升高, 纠缠
态消失而只含有非纠缠态的量子关联. 由此可知,
在一定的条件下通过对体系温度与量子态间耦合

强度的调控可以使得几何量子失协度保持不变, 即
不受外加磁场变化的影响.

4 结 论

本文采用量子失协的几何度量方法研究了双

自旋海森伯模型中的量子关联特性. 首先计算得到
了系统的本征值和本征态; 然后给出了一般情形下
两量子态失协度的解析表达式; 另外系统地考察了
量子位间耦合强度、温度和外加磁场强度对几何量

子失协大小的影响. 1)几何量子失协在温度与外加
磁场下表现出了不同的演化特性. 在外磁场较弱
时, 几何量子失协度随着温度的升高而单调下降;
而在外磁场较强时, 随着温度的升高, 失协度先增
加后减小. 但是在温度作用下, 失协度随着磁场强
度的增加而单调减小. 2)几何量子失协随温度的升
高而单调衰减, 且随着耦合强度的增加, 衰减的速
度逐渐减小; 同时强耦合态对外加磁场的变化拥有
更好的抵抗性. 因此, 可以通过增强量子态间的耦
合强度来提高体系的量子关联对外界环境 (如温度
和外加磁场)变化的抗干扰性. 另外值得注意的是,
在低温 (kBT = 0.02)和有限的温度 (kBT = 2)下,
量子失协显现出了完全不同的演化特点. 在低温

下, 量子失协发生了突变; 而在有限的温度下, 量子
失协随磁场强度的增加而单调衰减, 且同时随着耦
合强度的增强而增大, 但却没有出现突变的现象.
这表明在低温下量子态为纠缠态, 而当温度升高时
纠缠态湮没消失, 此时量子态仅含有非纠缠的量子
关联. 因此在双自旋海森伯体系下, 可以通过调节
系统的参数 (如温度、耦合强度、磁场强度等)来实
现对量子关联大小的有效调控, 这将对在量子信息
科学中精确控制量子失协和为实现量子态的隐形

传输与量子逻辑门的设计提供一定的借鉴和指导.
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Investigation of quantum discord for two-spin system
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Abstract
By adopting the concept of the geometric measure of quantum discord, we explore the property of quantum cor-

relation in the two-spin Heisenberg model, gain the analytic expression of quantum discord in the general case, and
discuss the influences of the coupling constant, temperature, the intensity of the external magnetic field on magnitude
of the quantum correlation. The corresponding scheme of tuning quantum correlation is also given in this paper. In
addition, we find that quantum discord has a sudden transition in the lower temperature. Results show that adjusting
systematic parameters, which are temperature, coupling strength, magnetic field intensity, etc, is an effective way to
control the value of quantum correlation in the double spin Heisenberg model system. This provides a certain reference
and significant guidance for the precise control of quantum discord and realizing the teleportation of quantum state and
the design of quantum logic gates.
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