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参数不确定统一混沌系统的鲁棒分数阶

比例-微分控制∗

路永坤†

(天津科技大学电子信息与自动化学院, 天津 300222)

( 2014年 10月 15日收到; 2014年 11月 26日收到修改稿 )

针对含参数不确定的整数阶统一混沌系统, 提出一种鲁棒分数阶比例 -微分 (PDµ)控制. 通过变换将受
控统一混沌系统转换成等效被控对象及其等效控制器. 针对等效被控对象, 基于一种改进Monje-Vinagre方
法并考虑到求解性能约束方程组的复杂度, 设计了鲁棒PDµ控制器. 通过基于最小相角边界传递函数和最大
增益边界传递函数的设计约束来保证受控统一混沌系统对参数不确定性的鲁棒性能. 数值仿真验证了所提出
方法的有效性.

关键词: 统一混沌系统, 参数不确定, 鲁棒, 分数阶比例 -微分控制
PACS: 05.45.Gg, 05.45.Pq DOI: 10.7498/aps.64.050503

1 引 言

统一混沌系统是混沌系统的一个重要分支.
由吕金虎等学者所提出的统一混沌系统将Lorenz
系统, Lü系统和Chen系统连接起来. 统一混沌
系统及其控制器已经在通讯等领域引起许多研究

者的关注 [1,2]. 目前对整数阶统一混沌系统及其
整数阶控制器的研究已经取得大量成果.Wang等
研究了不确定参数的统一混沌系统的有限时间控

制器 [3];Wei等研究了统一混沌系统的自适应控制
器 [4];Chen等研究了统一混沌系统的自适应神经网
络控制器 [5].

近几年来, 将统一混沌系统与分数阶系统结合
起来的研究受到了广泛关注. 人们对分数阶理论
的研究历史悠久 [6]. 相比整数阶系统及其控制器,
分数阶系统及其控制器增加了微分阶次µ和积分

阶次λ两个自由度. 分数阶统一混沌系统是整数阶
统一混沌系统的一种推广 [7]. 针对分数阶统一混
沌系统, 分数阶控制器的研究也取得了一些成果.
Yang等基于整数阶统一混沌系统的等效无源方法,

设计了一种分数阶统一混沌系统的状态反馈控制

器 [8]; Liu等研究了分数阶统一混沌系统的预测控
制器 [9]; Qi等研究了分数阶统一混沌系统的滑模
控制器 [10].

比例 -微分 -积分 (PID)控制器是常用的控制
器, 它已在混沌系统中有很多成功应用. Zou等基
于全局微分进化算法, 设计了一个混沌系统的PID
同步控制器 [11]; 针对离散混沌模型, Hung 等设计
了一个PID同步控制器 [12]; 牛培峰等基于遗传算
法, 研究了Chen系统和永磁同步电机混沌系统的
PID控制 [13].

分数阶PID(PIλDµ)控制器是基于分数阶控
制和传统PID控制的控制器. PIλDµ控制器参数

整定是PIλDµ控制的一个基本研究问题, 在国内
外已经成为一个研究焦点. 尤其是基于频域的
PIλDµ控制器参数整定方法取得了比较丰硕的成

果. Monje和Vinagre等提出了一种基于五个设计
约束的PIλDµ控制器设计方法 (Monje-Vinagre方
法), 该方法通过一组性能约束来保证控制系统对
增益变化和噪声的鲁棒性能 [14]; Li等通过简单的
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绘图方法来确定一种分数阶比例 -微分 (PDµ)控制
器参数 [15], 并将该方法应用到直流电机的PDµ控

制中; Vinopraba等基于内模控制原理设计了一个
PIλDµ控制器 [16]; Saidi等通过定义含不确定性被
控对象的最小相角边界传递函数, 最大相角边界传
递函数, 最小增益边界传递函数和最大增益边界传
递函数, 提出了三种分数阶控制器设计方法 [17], 其
中两种方法是对Monje-Vinagre方法的推广, 这些
设计方法将Monje-Vinagre方法的相角裕度约束和
被控对象增益变化鲁棒性约束的截止频率推广到

期望频带上.
受上述已有研究工作的启发, 本文在文献 [3]

和文献 [17]的基础上, 基于整数阶统一混沌系统,
通过变换将受控统一混沌系统转换成等效被控对

象及其等效控制器, 针对等效被控对象设计了鲁棒
PDµ控制器. 同文献 [17]相比, 本文并没有采用文
献 [17]中将截止频率推广到期望频带上的改进, 以
减小方程求解的复杂度. 最后, 通过数值仿真验证
了所提出方法的有效性.

2 不确定受控统一混沌系统模型和问
题描述

考虑一类参数不确定的受控统一混沌系统, 其
数学模型为 [3]

dz1
dt = (25α+ 10)(z2 − z1) + u1,

dz2
dt = (28− 35α+ ε1)z1 − z1z3

+ (29α− 1 + ε2)z2 + u2,

dz3
dt = z1z2 −

(α+ 8

3
+ ε3

)
z3 + u3, (1)

其中, zi(i = 1, 2, 3)为状态变量, α ∈ [0, 1]为系统

参数, εi(i = 1, 2, 3)为不确定参数, |εi| 6 ηi (i = 1,
2, 3), ηi(i = 1, 2, 3)已知, ui(i = 1, 2, 3)为控制输
入. 原点 (zi = 0)是系统的不稳定平衡点.

设计目标是针对 (1)式所示不确定受控统一混
沌系统, 设计一个控制器, 该控制器使从不同初始
值出发的系统状态都稳定控制到原点.

3 鲁棒PDµ控制器设计

设计流程有以下三个步骤:

步骤1 选取控制律

u1 = −(25α+ 10)z2 − kP1(z1 + TI10D
a1
t z1),

0D
µ
t 表示在时域上的分数阶微分算符, kP1为比例

系数, TI1为微分系数, kP1和TI1均为正, 0 < a1 <

1, 然后将控制律代入 (1)式的第一个方程, 可得
dz1
dt = −(25α+ 10)z1−kP1(z1+TI10D

a1
t z1), (2)

考虑到控制目标是将状态控制到原点. 相应地, (2)
式的等效被控对象G1及其分数阶控制器C1的传

递函数分别为

G1(s) =
1

s+ 25α+ 10
, (3)

C1(s) = kP1(1 + TI1s
a1), (4)

其中, s为复变量, sa1为 0D
a1
t 的拉氏变换. 可以根

据文献 [15]中的相角裕度约束, 截止频率约束和被
控对象增益变化鲁棒性三个设计约束, 并采用其中
的绘图方法来确定控制器参数kP1, TI1和a1. 具体
步骤可以参考文献 [15].

步骤2 选取控制律u2 = −f1z2 − c2, c2为分
数阶控制项, f1 > 29α − 1 + η2, 当 z1收敛于原点,
即 z1 = 0时, 将控制律代入 (1)式的第二个方程, 可
得

dz2
dt = (29α− 1 + ε2 − f1)z2 − c2, (5)

相应地, (5)式的等效被控对象G2及其分数阶控制

器C2的传递函数分别为

G2(s) =
T1

T1s+ 1
, (6)

C2(s) = kP2(1 + TI2s
a2), (7)

其中, T1 ∈ [T1 min, T1 max], T1 min = 1/(f1 + η2 −
29α + 1), T1 max = 1/(f1 − η2 − 29α + 1), T1的

标称值T1N = 1/(f1 − 29α + 1), kP2和TI2均为正,
0 < a2 < 1.

根据文献 [17], 采用针对不确定系统的相角裕
度约束, 截止频率约束和被控对象增益变化鲁棒
性三个性能约束, 本文没有用期望频带代替截止频
率, 以减小文献 [17]中改进Monje-Vinagre方法在
求解方程时的复杂度, 且令 s = jω, 则

arg(G2p(jωc1)C2(jωc1)) = −π+ θm1, (8)

d arg(G2p(jω)C2(jω))
dω

∣∣∣∣
ω=ωc1

= 0, (9)

|G2g(jωc1)C2(jωc1)|dB = 0, (10)
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其中, G2p(s)和G2g(s)分别是G2(s)的最小相角边

界传递函数和最大增益边界传递函数, G2p(s) =

T1N/(T1 maxs + 1), G2g(s) = T1 max/(T1mins + 1),
θm1为C2作用下系统相角裕度, ωc1为C2作用下系

统截止频率; (8)式, (9)式和 (10)式分别是基于最
小相角边界传递函数的相角裕度约束, 基于最小相
角边界传递函数的增益变化鲁棒性约束和基于最

大增益边界传递函数的截止频率约束.
步骤3 选取控制律u3 = −f2z3 − c3, c3为分

数阶控制项, f2 > −(8 + α)/3 + η3, 将控制律代入
(1)式的第三个方程, 可得

dz3
dt = −(ε3 + f2 + (8 + α)/3)z3 − c3, (11)

同理相应地, (11)式的等效被控对象G3及其分数

阶控制器C3的传递函数分别为

G3(s) =
T2

T2s+ 1
, (12)

C3(s) = kP3(1 + TI3s
a3), (13)

其中,

T2 ∈ [T2 min, T2 max],

T2 min = 1/(f2 + η3 + (8 + α)/3),

T2 max = 1/(f2 − η3 + (8 + α)/3),

T2的标称值T2N = 1/(f2 + (8 + α)/3), kP3和TI3

均为正, 0 < a3 < 1.
与步骤2类似, 也可以得到如下三个方程:

arg(G3p(jωc2)C3(jωc2)) = −π+ θm2, (14)

d arg(G3p(jω)C3(jω))
dω

∣∣∣∣
ω=ωc2

= 0, (15)

|G3g(jωc2)C3(jωc2)|dB = 0, (16)

其中,

G3p(s) = T2N/(T2 maxs+ 1),

G3g(s) = T2max/(T2 mins+ 1),

θm2和ωc2分别为C3作用下系统相角裕度和系统

截止频率.
针对 (8)式, (9)式和 (10)式所构成方程组, 本

文仍采用文献 [15]的绘图方法进行求解. (14)式,
(15)式和 (16)式所构成方程组的求解过程与 (8)式,
(9)式和 (10)式所构成方程组类似. 当存在不确定
参数 εi(i = 1, 2, 3)时, 所提出的鲁棒PDµ控制方

法可以保证参数不确定统一混沌系统仍能渐近稳

定于原点, 并且系统增益波动也不会影响系统的稳
定性.

4 仿真与分析

本部分主要通过基于MATLAB的两组仿真来
说明本文所提出的方法对统一混沌系统控制的有

效性. 为了便于比较, 本文采用了文献 [3]的仿真
中选取的统一混沌系统不确定参数, ε1 = sin z1,
ε2 = cos z2, ε3 = sin z2. 第一组仿真的统一混
沌系统参数的初始值 [3]为 (z1(0) z2(0) z3(0)) =

(−5 5 10), 第二组仿真的统一混沌系统的初始
值 [18]为 (z1(0) z2(0) z3(0)) = (1 2 3).

当α = 0时受控系统为含不确定性Lorenz
系统, 控制器参数为 kP1 = 6.282, kP2 = 1.144,
kP3 = 1.229, TI1 = 1.652, TI2 = 2.4, TI3 = 2.555,
a1 = 0.658, a2 = 0.948, a3 = 0.954, f1 = 3, f2 = 2;
当α = 0.8 时受控系统为含不确定性Lü系统, 控制
器参数为kP1 = 6.346, kP2 = 1.144, kP3 = 1.272,
TI1 = 1.702, TI2 = 2.4, TI3 = 2.635, a1 = 0.652,
a2 = 0.948, a3 = 0.934, f1 = 26.2, f2 = 2; 当
α = 1时受控系统为含不确定性Chen系统, 控制
器参数为kP1 = 6.339, kP2 = 1.144, kP3 = 1.275,
TI1 = 1.722, TI2 = 2.4, TI3 = 2.672, a1 = 0.65,
a2 = 0.948, a3 = 0.928, f1 = 32, f2 = 2. 第一组仿
真在α = 0, α = 0.8和α = 1的系统状态响应曲线

分别如图 1 , 图 2和图 3所示. 第二组仿真在α = 1,
α = 0.8和α = 0的系统状态响应曲线分别如图 4 ,
图 5和图 6所示.
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图 1 第一组α = 0时受控含参数不确定性统一混沌系统

的状态响应曲线
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图 2 第一组α = 0.8时受控含参数不确定性统一混沌系

统的状态响应曲线

t⊳s

z


z


z


-4

-2

30 2

0

2

0

4

0

5

10

1

图 3 第一组α = 1时受控含参数不确定性统一混沌系统

的状态响应曲线
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图 4 第二组α = 1时受控含参数不确定性统一混沌系统

的状态响应曲线
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图 5 第二组α = 0.8时受控含参数不确定性统一混沌系

统的状态响应曲线
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图 6 第二组α = 0时受控含参数不确定性统一混沌系统的状态响应曲线 (a) z1的曲线; (b) z2的曲线; (c) z3的曲线
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通过两组仿真的状态响应曲线可以看出, 受控
统一混沌系统的状态响应迅速, 且调节时间, 超调
量和稳态误差适当. 因此在系统存在参数不确定
时, 所提出的控制器仍能将统一混沌系统状态控制
到原点.

5 结 论

本文研究了含参数不确定性统一混沌系统的

控制问题. 通过变换将受控统一混沌系统转换成等
效被控对象及其等效控制器, 基于一种改进Monje-
Vinagre方法并考虑到求解性能约束方程组的复杂
度, 提出一种针对统一混沌系统的鲁棒PDµ控制

设计方法. 该控制方法可以将含参数不确定性统一
混沌系统状态稳定控制到原点. 基于MATLAB的
数值仿真验证了所提出控制方法的有效性.
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Abstract
In this paper, a robust fractional-order proportional-derivative (PDµ) control is designed for controling in integer-

order unified chaotic systems with parametric uncertainties. Equivalent plant is obtained by transforming the controlled
dynamic system, and then the PDµ controller as an equivalent controller is applied to the equivalent plant. In the
uncertain controlled unified chaotic systems, one equation is certain, and the other two equations are uncertain . The
equivalent controller for the certain system is then designed based on a fractional-order proportional-derivative controller,
in which three specifications for phase margin, gain crossover frequency, and robustness should be met. On the other
hand, the robustness of uncertain systems is achieved by an improved Monje-Vinagre tuning method, however, the
pre-specified frequency band should be replaced by the gain crossover frequency in order to reduce the complexity in
determining the controllers for the uncertain systems. Specifications related to phase margin for the lower bound of
the phase, gain crossover frequency for the upper bound of the gain, and robustness for the lower bound of the phase
constraints are satisfied by the uncertain system. Parameters of the equivalent controller are determined based on a
graphical method. Origins of the unstable equilibrium can be asymptotically stabilized by the proposed strategy for the
integer-order unified chaotic systems with parametric uncertainties. Numerical simulation examples for Chen system,
Lü system, and Lorenz system, are given to show the effectiveness of the proposed method.

Keywords: unified chaotic systems, parametric uncertainties, robust, fractional-order proportional-
derivative control
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