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基于信号子空间重构的鲁棒子区域Frost
波束形成∗
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( 2014年 7月 28日收到; 2014年 8月 19日收到修改稿 )

本文针对一个感兴趣子区域内的宽带波束形成问题, 提出一种基于信号子空间重构的鲁棒Frost波束形
成算法. 该算法的基本思想是利用一个矩阵滤波器从所估计的信号加干扰子空间中提取感兴趣信号 (SOI)
的特征分量; 然后利用该特征分量重构信号子空间; 最后利用重构的信号子空间构造一组线性约束最小方差
(LCMV)准则, 来保证 SOI近似无失真通过. 与现有的其他鲁棒Frost波束形成算法相比, 本文算法的一个
显著优点是在未知 SOI实际波达方向与频带等先验信息的情况下, 其导向与带宽均能够自适应地匹配 SOI.
因此在整个感兴趣子区域内, 它都能获得接近最优值的输出信干噪比. 理论分析与仿真研究验证了算法的
有效性.

关键词: 矩阵滤波器, 鲁棒Frost波束形成, 线性约束最小方差准则, 信号子空间
PACS: 43.60.+d, 43.30.+m DOI: 10.7498/aps.64.054303

1 引 言

宽带波束形成是阵列信号处理的一个重要发

展方向, 在雷达、声纳、通信、麦克风阵列等领域具
有广泛应用 [1−7]. 本文针对一个感兴趣的子区域展
开研究, 目的是通过波束形成估计分布于该子区域
之内的宽带信号的时域波形. 在本文模型中, 感兴
趣的子区域是预先给定的, 而总信源数、各个信号
的波达方向 (direction of arrival, DOA)、带宽、功
率、噪声方差等信息均未知. 为了便于后面的分析,
将分布于该感兴趣子区域之内的信号定义为感兴

趣的信号 (signal of interest, SOI), 将分布于该子
区域之外的其他信号均定义为干扰, 如图 1所示.

Frost波束形成器 (又被称之为线性约束最
小方差 (linearly constrained minimum variance,
LCMV)波束形成器 [8])是一种经典的时域宽带波
束形成器. 它采用有限脉冲响应 (finite impulse re-

sponse, FIR)滤波器结构, 来实现时域与空域二维

联合滤波. 理想情况下, Frost波束形成器可获得接

近最优值的输出信干噪比 (signal to interference-

plus-noise ratio, SINR). 但当模型失配时, 如出

现观测方向偏差、通道校准误差等, 其性能会急剧

退化 [9].在本文中,由于SOI的实际DOA是未知的,

图 1 基阵模型图
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因此很难直接通过常规的Frost波束形成器估计
SOI的波形.

在过去 20年间, 有不少鲁棒Frost波束形成算
法被提出, 如最差性能最优算法 [8]、对角加载算

法 [10]等. 这些鲁棒算法的基本思想都是源自与之
相对应的窄带波束形成算法, 它们在优化Frost波
束形成器性能的同时也保留了原算法固有的缺点.
例如, 对角加载算法的加载量难以确定, 最差性能
最优算法的约束边界亦难以确定 [11]. 此外, 这些
鲁棒算法的本质都是通过对导向矢量的邻域施加

约束来提高其鲁棒性. 只要SOI的主分量分布在所
设定的约束区域之内, 就能够获得期望的增益. 但
在实际应用中, 邻域通常不能设置太大, 否则会降
低波束形成器的自由度, 导致整体性能下降. 在本
文模型中, 如果感兴趣子区域包含一个较大的角度
区间, 那么以上这些鲁棒Frost波束形成算法都将
失效.

针对以上问题, 本文构造了一种新的鲁棒
Frost波束形成算法. 它的基本思想是利用一个
矩阵滤波器从所估计的信号加干扰子空间中提取

SOI的特征分量; 然后, 利用所提取的特征分量重
构信号子空间; 最后, 利用重构的信号子空间构造
一组LCMV准则, 以保证SOI分量近似无失真通
过. 与现有的一些其他鲁棒Frost波束形成算法相
比, 本文算法的优点是在未知SOI实际DOA、频带
等信息的情况下, 其导向与带宽均能够自适应地匹
配SOI, 因此在整个感兴趣子区域内, 它都能够获
得接近最优值的增益. 此外, 在实时运算中, 本文
算法的总运算量与标准Frost波束形成器相近, 比
较容易实时实现.

2 问题描述

2.1 基阵信号模型

考虑一个由M元各向同性阵元组成的均匀直

线基阵 (uniform linear array, ULA), 接收到观测
空间K < M个不同方向入射的宽带远场复平面

波. 假设第m(m = 1, 2, · · · , M)个阵元接收的数
据序列为

xm(t) =

K∑
k=1

sk(t− τm(θk)) + vm(t),

m =1, 2, · · · ,M, (1)

式中, {θk}Kk=1表示K个信号的波达方向, τm(θk)

为第 k个信源相对于空间某任意参考点的传播

延时, 对于阵元间距为 d的ULA, 满足 τm(θ) =

τ1(θ)+d(m− 1) sin θ/(2c), m = 1, 2, · · · , M , 其中
c为波传播速度. {sk(t)}Kk=1与 vm(t)分别表示信号

和噪声的时域波形, 假设它们均为统计独立的宽带
高斯随机过程. 定义系统有效工作频带为Ω, 假设
各宽带信号的带宽分别为 {Ωk}Kk=1, 满足Ωk ⊆ Ω,
k = 1, 2, · · · , K.

接下来, 定义一个感兴趣的子区域Θ, 假设 (1)
式中的第一个信号分布在该子区域之内, 剩下的
K − 1 个信号均分布在该子区域Θ之外, 即 θ1 ∈ Θ

和 θk /∈ Θ, k = 2, 3, · · · , K. 根据本文模型, 第一
个信号被归类为SOI, 剩下的K − 1个信号均被归

类为干扰.

2.2 Frost波束形成器

图 2示出了Frost波束形成器的结构, 它包含
M个阵元, 每个阵元连接一个L阶FIR数字滤波
器. Frost波束形成器的响应可表示成频率 f与角

度 θ的函数,

p(f, θ) =
M∑

m=1

L∑
l=1

wm,l e−j2πf [τm(θ)+(l−1)Ts], (2)

式中wml表示第m个阵元的第 l个权系数, Ts代表

单位采样间隔. 采用向量形式, (2)式可进一步
表示为

p(f, θ) = wHa(f, θ), (3)

式中,

a(f, θ) =
[

e−j2πfτ1(θ), · · · ,

e−j2πf(τ1(θ)+(L−1)Ts), · · · ,

e−j2πfτM (θ)
, · · · ,

e−j2πf(τM (θ)+(L−1)Ts)
]T

为导向矢量, w = [w11, · · · , w1L, · · · , wm1, · · · ,
wmL, · · · , wM1, · · · , wML]

T 为波束形成器的权

向量, [·]H与 [·]T分别表示共轭转置与转置.
相应地, 该Frost波束形成器的输出可表示为

y(t) = wHx(t), (4)

式中

x(t) =[x1(t), · · · , x1(t− (L− 1)Ts), · · · ,

xM (t), · · · , xM (t− (L− 1)Ts)]
T

为输入数据向量.
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图 2 Frost波束形成器的结构图

2.3 LCMV准则

如果确知SOI的实际DOA与带宽, 那么Frost
波束形成器的权系数w ∈ CLM 可通过下式求解

得到,

minwHRw,

s.t.
∣∣wHa(θ1, f)

∣∣ = 1, f ∈ Ω1, (5)

式中 R ∈ CLM×LM为观测数据协方差矩阵. 对
(5)式进行适当转化, 可得到下面的LCMV优化
问题 [9],

minwHRw,

s.t.CHw = F , (6)

式中C是一个LM × J维约束矩阵, 它通过对矩阵

Q =

∫
Ω1

a(θ1, f)a
H(θ1, f)df

进行特征值分解, 然后取所有主特征值所对应的特
征向量组合得到 (假设主特征值的数量为J). F 是

一个J × 1维响应向量. 线性约束CHw = F 用来

保证SOI 分量近似无失真通过. (6)式的解可采用
拉格朗日算子求得, 即

w = R−1C(CHR−1C)−1F . (7)

本质上, 约束矩阵C代表SOI的主分量所张成
的子空间, 它包含了SOI的所有导向矢量信息, 因
此由 (7)式计算出的Frost波束形成器的导向与带
宽均能够匹配SOI, 进而可获得接近最优值的输出
SINR. 然而在本文模型中, SOI的实际DOA与带

宽均是未知的, 因此我们无法直接通过上面的方法
求出约束矩阵C与响应向量F , 也就无法直接得到
该Frost波束形成器权系数 (7). 本文接下来的内容
就是通过重构信号子空间C并估计响应向量F 来

设计Frost波束形成器.

3 本文提出的算法

3.1 信号子空间重构

在本节, 我们设计了一种基于矩阵滤波的信号
子空间重构算法, 它的基本思想是利用一个矩阵滤
波器对所估计的信号加干扰子空间进行空域滤波,
来提取SOI特征分量, 然后利用该特征分量重构信
号子空间. 下面将从三个方面介绍该算法.

1)信号加干扰子空间估计
首先利用N个快拍数据 {x(n)}Nn=1估计样本

协方差矩阵, 即

R =
1

N

N∑
n=1

x(n)x(n)H. (8)

矩阵R是一个半正定矩阵, 对其进行特征值分
解可得

R = UΛUH, (9)

其中U = [u1 u2 · · · uLM ]为特征向量矩阵,
{um}LM

m=1为LM个相互正交的单位特征向量,
Λ = diag{λ1, λ2, · · · , λLM} 为特征值对角矩阵,
假设λ1 > λ2 > · · · > λLM .
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特征向量矩阵U可以被分成两个相互正交的

部分, 即信号加干扰子空间Us+i = [u1 u2 · · · uD]

与噪声子空间Un = [uD+1 uD+2 · · · uLM ]. 其中
D代表信号加干扰子空间的维数, 它通常是未知
的. 实际应用中, 可以通过一些现有的算法估计维
数D, 如MDL算法、AIC算法等 [12], 这里不再作深
入探讨.

本质上, 信号加干扰子空间Us+i包含了各个

信源的所有导向矢量信息, 它满足∥∥UH
s+ia(f, θk)

∥∥
∥a(f, θk)∥

≃ 1,

f ∈ Ωk, k = 1, 2, · · · ,K, (10)

其中 ∥·∥代表范数运算, 当N → ∞时, 等号成立.
(10) 式进一步展开可得

Us+iU
H
s+ia(f, θk) ≃ a(f, θk),

f ∈ Ωk, k = 1, 2, · · · ,K. (11)

2)矩阵滤波
接下来, 我们构造一个矩阵滤波器, 利用它

对子空间Us+i进行空域滤波, 来提取SOI的特征
分量.

定义矩阵滤波器为G ∈ CLM×LM , 其通带与
阻带分别定义为Θ与Θi, 其中Θi ⊂ Θ̄(Θ̄代表Θ的

补区间). 矩阵滤波器G可通过求解下面的凸优化

问题得到 [13],

min r

s.t.∥(G− I)a(f, θ)∥
∥a(f, θ)∥

6 ζ, θ ∈ Θ, f ∈ Ω,

∥Ga(f, θ)∥
∥a(f, θ)∥

6 r, θ ∈ Θi, f ∈ Ω, (12)

式中 I是一个单位矩阵, ζ与 r分别表示通带波动

与阻带衰减系数. (12)式的第一个约束条件是为了
保护子空间Us+i中的SOI特征分量, 第二个约束
条件是为了滤除干扰特征分量. 为了达到期望的
滤波效果, 在求解 (12)式的过程中, 可以适当调整
参数 ζ的值 (在满足约束条件0 < ζ ≪ 1的前提下),
以使 r2 ≪ 1.

最后, 利用矩阵滤波器G对子空间Us+i进行

空域滤波, 得到滤波输出为

Us = GUs+i. (13)

3)信号子空间重构
首先, 构造一个矩阵H ∈ CLM×LM和一个函

数 g(e)如下:

H = Us+iU
H
s UsU

H
s+i, (14)

g(e) =
eHHe

eHe
, (15)

其中e是一个LM维向量, 函数 g(e)的值代表特征

矩阵H中向量e所对应的特征分量的归一化功率.
对矩阵H进行特征值分解可得

H = V ZV H, (16)

其中V = [v1 v2 · · · vLM ]为特征向量矩阵,
{vm}LM

m=1为LM个相互正交的单位向量, Z = diag
{z1, z2, · · · , zLM}为特征值对角矩阵, 假设 z1 >
z2 > · · · > zLM .

接下来, 分析矩阵H中各个信源的特征分量

的功率. 将各个信源的导向矢量a(f, θk), f ∈ Ωk,
k = 1, 2, · · · , K, 代入 (15)式, 并结合 (11)与 (13)
式可得

g(a(f, θk) =
aH(f, θk)Ha(f, θk)

aH(f, θk)a(f, θk)

=
∥UsU

H
s+ia(f, θk)∥2

∥a(f, θk)∥2

=
∥GU s+iU

H
s+ia(f, θk)∥2

∥a(f, θk)∥2

≃∥Ga(f, θk)∥2

∥a(f, θk)∥2
. (17)

对于干扰特征分量 ((17)式中令k = 2, 3, · · · , K),
结合 (12)式的第二个约束条件可得

g(a(f, θk)) ≃
∥Ga(f, θk)∥2

∥a(f, θk)∥2
6 r2,

f ∈ Ωk, k = 2, 3, · · · ,K. (18)

当矩阵滤波器的阻带衰减系数满足 r2 ≪ 1时, 矩
阵H中的大多数干扰特征分量都将被滤除. 相应
地, 对于SOI特征分量 ((17)式中令 k = 1), 结合
(12)式的第一个约束条件可得

−ζ2 6 g(a(f, θ1)) ≃
∥Ga(f, θ1)∥2

∥a(f, θ1)∥2

6(1 + ζ)2, f ∈ Ω1. (19)

当矩阵滤波器的通带波动因子满足 ζ ≪ 1时, 矩阵
H中的SOI特征分量将会被有效保留.

既然矩阵H中的干扰特征分量已被有效滤除,
而SOI特征分量得到了有效保留, 那么在特征值矩
阵Z中, 所有与干扰特征分量相对应的特征值都
将接近 0, 而与SOI特征分量相对应的特征值都将
接近 1. 由此可设置一个门限 η对矩阵H的特征值
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{zm}LM
m=1进行检测与判决, 以此来估计信号子空间

的维数, 即

J = arg min
m

{zm < η} − 1. (20)

相应地, 将所有大于门限的特征值所对应的特征向
量组合起来, 便得到了本文重构的信号子空间, 即

C = [v1 v2 · · · vJ ]. (21)

本质上, 本文算法是一种子空间算法. 在子空间
域中, 各信源的功率均已被归一化 (见 (10)式), 因
此检测门限 η的取值可以不依赖各信源的实际功

率. 结合 (18)与 (19)式, 我们将检测门限设置为
η = [r2 + (1 + ζ)2]/2.

3.2 响应向量估计

响应向量F 被表示成重构的信号子空间

C(21)与一个期望响应波束形成器wq ∈ CLM×1

的联合响应, 即

F = CHwq, (22)

其中F ∈ CJ×1, wq是一个在整个感兴趣子区域Θ

与频带Ω 内均具有近似无失真响应的固定波束形

成器, 即

1− ε 6
∥∥wH

q a(f, θ)
∥∥ 6 1 + ε, θ ∈ Θ, f ∈ Ω, (23)

式中 0 < ε ≪ 1为该固定波束形成器的通带波动因

子. 该波束形成器wq 可以通过文献 [14]介绍的方
法设计得到, 在此不再赘述.

3.3 波束形成器设计

将重构的信号子空间C(21)与响应向量F (22)
分别代入 (7)式, 便得到本文的Frost波束形成器权
系数,

w = R−1C(CHR−1C)−1CHwq. (24)

对于本文算法, 由于所重构的信号子空间C包含

了SOI的所有导向矢量信息, 而期望响应波束形成
器wq又能够保证感兴趣子区域内任意方向与频带

的信号均近似无失真通过, 因此本文算法无需确知
SOI的实际DOA与频带, 其导向与带宽均能够自
适应地匹配SOI, 进而可获得接近最优值的增益.

此外, 还需特别说明的是, 当感兴趣子区域
Θ与系统有效工作频带Ω被预先给定之后, 矩
阵滤波器G(12)与期望响应波束形成器wq均可

以被预先设计, 而不需要实时在线调整. 在

实时运算中, 本文算法的主要计算包括三次
特征值分解 (运算量为O(2L3M3 + J3))与一次
矩阵滤波 (运算量为O(DL2M2)), 总运算量为
O(2L3M3 + DL2M2 + J3), 与标准Frost波束形
成器及常规对角加载Frost波束形成器的运算量相
近 (它们的运算量均为O(L3M3 + J3)). 与基于最
差性能最优的Frost波束形成器相比 (其运算量为
O((Nf + 2)L3M3 + J3), 其中Nf为其所求解的凸

优化问题的约束准则数量, 通常Nf ≫ 2), 本文算
法的运算效率得到了有效提升.

4 仿真研究

考虑由M = 20元各向同性阵元组成的均匀直

线基阵, 阵元间距为工作频带上界频率所对应的半
波长. 假设各个阵元接收的加性噪声均为统计独立
的零均值同方差高斯白噪声. 定义基阵舷侧法线方
向为 0◦, 感兴趣的子区域定义为Θ = [−25◦, 25◦],
系统有效工作频带为Ω = [0.15, 0.45] (采样频率
被归一化为 1). FIR滤波器阶数设为L = 32. 采
用内点法 [13]求解凸优化问题 (12)来设计矩阵滤
波器G, 其通带波动因子设为 ζ = 0.05, 阻带区域
设为Θi = [−90◦,−40◦] ∪ [40◦, 90◦], 得到阻带衰减
因子为 r = 0.08, 图 3示出了矩阵滤波器的响应.
根据参数 ζ与 r的值, 可计算出特征值检测门限为
η = 0.55. 接下来, 采用文献 [14]介绍的方法设计
期望响应波束形成器wq, 其通带波动因子设置为
ε = 0.05, 图 4示出了该波束形成器的响应. 从图中
可以看出, 该波束形成器在整个感兴趣子区域内均
具有近似无失真响应, 因此它能够保证该区域内任
意方向与频带的信号均近似无失真通过.
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图 3 (网刊彩色) 矩阵滤波器的响应图

接下来构造两个实例, 分别从波束图与输出
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SINR两个方面验证本文算法的性能, 并将本文算
法的仿真结果与标准Frost波束形成算法 (SFB)、
基于对角加载的鲁棒Frost波束形成算法 (DL-
RFB) [10]和基于最差性能最优的鲁棒Frost波束
形成算法 (WC-RFB) [8]进行对比. 在下面的所有
仿真实验中, 样本协方差矩阵均采用10 s 数据估计
得到. 在对输出SINR进行仿真分析时, 所有实验
结果均通过500次Monte-Carlo实验平均得到.
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图 4 (网刊彩色)期望响应波束形成器的响应图

实例1 波束图分析

假设观测空间有两个具有随机波形的宽带远

场复平面波入射到基阵, 二者的DOA与带宽分

别为 {θ1 = −20◦, Ω1 = [0.25, 0.30]}与 {θ2 = 60◦,
Ω2 = [0.15, 0.45]}. 由于第一个信号位于感兴趣的
子区域之内, 因此在本文模型中它被归类为SOI.
第二个信号分布在感兴趣的子区域之外, 它被归类
为干扰. 信噪比设为 0 dB, 干噪比设为 30 dB. 假
设各波束形成器的带宽与系统有效工作带宽保持

一致, 假定的观测方向设为 0◦ (对应的观测方向偏
差为 20◦). 此外, DL-RFB算法的对角加载量设为
10σ2

n
[10], 其中σ2

n代表噪声方差. WC-RFB算法的
范数约束因子设为 ε = 2.6 [8]. 在本文算法中, 我们
采用AIC算法 [12]估计信号加干扰子空间的维数.

图 5、图 6、图 7与图 8分别示出了SFB 算法、
DL-RFB算法、WC-RFB算法与本文算法的波束
图, 其中 (a)图为整体波束图, (b)图为SOI实际波
达方向的频率响应图. 从前三组图可以看出, SFB
算法、DL-RFB算法与WC-RFB算法都在假定的
观测方向 (0◦方向)形成了导向波束, 并在SOI的实
际波达方向 (20◦方向)与频带 (Ω1 = [0.25, 0.30])内

形成了零陷, 这些零陷会导致信号对消. 从图 8可
以看出, 本文算法的导向与带宽均已经自适应地匹
配了SOI. 这意味着, 当出现较大的观测方向偏差
时, SFB算法、DL-RFB算法与WC-RFB算法都将
失效, 只有本文算法依然能够正常工作.
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图 5 (网刊彩色) SFB算法的波束图 (a)整体波束图; (b)SOI实际波达方向的频率响应图
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图 6 (网刊彩色) DL-RFB算法的波束图 (a)整体波束图; (b)SOI实际波达方向的频率响应图
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图 7 (网刊彩色) WC-RFB算法的波束图 (a)整体波束图; (b)SOI实际波达方向的频率响应图
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图 8 (网刊彩色) 本文算法的波束图 (a)整体波束图; (b)SOI实际波达方向的频率响应图
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图 9 输出 SINR随观测方向偏差的变化图

实例 2 观测方向偏差对输出 SINR的影
响分析

假设SOI的实际DOA从−25◦变化到 25◦, 其
他参数均与实例 1保持一致. 由于假定的观测方
向为 0◦, 这意味着观测方向偏差亦从−25◦变化至

25◦. 图 9示出了不同观测方向偏差下各算法所获
得的输出SINR. 图中最优值是在SOI的实际DOA
与频带等信息均已知的前提下, 采用标准Frost波
束形成器求解得到. 从仿真结果可以看出, SFB算

法对观测方向偏差最敏感, 即使很小的观测方向偏
差也会导致其性能严重退化. 对于DL-RFB算法与
WC-RFB算法, 它们对较小的观测方向偏差具有
一定的鲁棒性, 但是随着观测方向偏差的增大, 其
性能也急剧退化. 此外, 当不存在观测方向偏差时,
以上三种算法所获得的输出SINR均比最优值偏低
约7 dB, 这主要是因为它们的工作频带没有与SOI
的实际频带相匹配, 导致部分带外噪声分量泄露至
波束形成器输出端, 使输出SINR降低. 对于本文
算法, 由于其导向与频带均能够自适应地匹配SOI,
因此在整个感兴趣子区域内均获得了接近最优值

的恒定SINR.

5 结 论

针对感兴趣子区域内的宽带波束形成问题, 提
出了一种基于信号子空间重构的鲁棒Frost波束形
成算法. 该算法利用一个矩阵滤波器对所估计的
信号加干扰子空间进行空域滤波, 来提取SOI的
特征分量, 并重构信号子空间, 然后通过构造一组
LCMV准则来保护SOI分量. 理论分析与仿真研
究表明, 在未知SOI实际DOA、频带等信息的情况
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下, 本文所构造的Frost波束形成器的导向与带宽
均能够自适应地匹配SOI, 因此在整个感兴趣子区
域内, 它都能够获得接近最优值的输出SINR. 此
外, 还需特别说明的是, 在设计矩阵滤波器时, 我
们要求其通带波动与阻带衰减分别满足 0 < ζ ≪ 1

和 r2 ≪ 1, 以达到将感兴趣信号特征分量与干扰特
征分量有效分离的目的. 通常, 随着阵元数的增多,
以上条件越容易得到满足, 且矩阵滤波器的过渡带
亦可以设置得更窄, 系统有效工作频带可以更宽.
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Abstract
For the problem of broadband beamforming in a subregion of interest, a robust Frost beamforming algorithm is

derived by reconstructing the signal subspace. The basic idea of the proposed algorithm is to extract the characteristic
components of the signal of interest (SOI) from the estimated signal-plus-interference subspace by a matrix filter first,
then employ these characteristic components to reconstruct the signal subspace, and finally construct a set of linearly
constrained minimum variance (LCMV) constraints to protect the SOI components. Compared with some other robust
Frost beamformers, the proposed algorithm has a significant advantage, i.e., its steering-angle and band are effective to
match the SOI without prior information. Hence, the performance of the proposed algorithm is almost always close to
the optimal value across the whole region of interest. Theoretical analysis and simulation results validate the effectiveness
of the proposed algorithm.

Keywords: matrix filter, robust Frost beamformer, linearly constrained minimum variance constraint,
signal subspace
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