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两相湍流统一色噪声法概率密度函数模型∗
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( 2014年 7月 25日收到; 2014年 8月 28日收到修改稿 )

统一色噪声近似方法对简单一维色噪声问题研究较为充分, 本文将统一色噪声法应用到高度复杂的多维
气固两相湍流系统之中.首先从颗粒运动Langevin方程出发, 利用统一色噪声法获得两相湍流Fokker-Planck
方程, 然后以此为基础建立颗粒轨道两阶矩模型.文中建立的新模型成功应用于后台阶两相湍流流场的数值
模拟, 预报合理正确.研究表明, 对于多维两相湍流系统, 统一色噪声法仍然行之有效.

关键词: 统一色噪声近似, 概率密度函数模型, 两阶矩模型, 数值模拟
PACS: 47.55.Kf, 47.11.–j, 47.27.E–, 05.40.–a DOI: 10.7498/aps.64.054704

1 引 言

气固两相流的研究方法主要包括微观方法、

宏观方法以及介于两者之间的格子Boltzmann方
法 [1,2]和概率密度函数 (probability density func-
tion, PDF)方法 [3]. 两相湍流中的颗粒运动随机过
程是一种色噪声系统的随机过程, 两相湍流系统具
有十分复杂的相空间, 给两相湍流色噪声系统的研
究带来很大的挑战. 现有的色噪声驱动非马尔科
夫过程近似处理方法主要有三种: 小关联时间近似
法、扩大维数法和统一色噪声法. 我们前期分别基
于小关联时间近似法和色噪声扩维法建立两相湍

流PDF输运方程 [4,5], 但是小关联近似法不能有效
处理强关联色噪声系统. 统一色噪声近似法是处理
色噪声问题的有效方法, 它源于Jung 和Hanggi [6]

对O-U噪声驱动系统的研究, 该方法对噪声的强度
和关联时间没有任何限制, 它已经成功的应用于包
括生物系统 [7]、双稳系统 [8]、激光系统等 [9]在内的

各个领域. 以上的研究都局限于简单一维色噪声
随机系统, 复杂多维系统中统一色噪声法的研究尚
不成熟, 本文以两相湍流系统为背景, 研究统一色

噪声法在高维色噪声随机系统中的应用, 多维随机
系统中各维随机力的相互作用给统一色噪声法带

来巨大挑战, 各维随机力是通过雷诺应力联系起来
的, 本文用湍流雷诺应力表达的湍流空间关联来处
理各个维度随机力的关系. 为检验文中利用统一
色噪声法建立的两相湍流PDF输运方程的可靠性,
本文根据Risken提出的方法 [10]建立模型求解统一

色噪声法PDF输运方程, 并用于两相湍流流场的
数值模拟. 本文的研究发展了统一色噪声方法在多
维系统中的应用, 为研究两相湍流问题提出了新的
方法.

2 统一色噪声法PDF方程

湍流中单个大密度颗粒运动的Langevin方
程 [3]的形式如下:

dxi

dt = Upi, (1)

dUpi
dt =

Usi − Upi
τp

+ gi, (2)

式中xi和Upi分别表示颗粒的位置和瞬时速度,
τp为颗粒运动弛豫时间, gi为重力加速度, Usi为
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流体瞬时速度, 以 ⟨φ⟩表示变量φ的系综平均, 则
Usi = ⟨Usi⟩+ usi, 其中 ⟨Usi⟩和usi分别为气体的平

均速度和脉动速度. 两相湍流中的颗粒运动随机过
程是一种色噪声系统的随机过程, 如果仅考虑湍流
相关函数的特性, 构造如下方程:

dusi
dt = − 1

TL
usi +

1√
TL

Γi(t), (3)

TL为流体拉氏时间标尺, Γi (t)表示颗粒所见流体

微团速度. 利用 (2)式和 (3)式可得到变量Upi的二

阶Langevin方程

Üpi =−
(

1

τp
+

1

TL

)
U̇pi

+
1

τpTL
(⟨Usi⟩ − Upi + τpgi)

+
1

τp
√
TL

Γi (t) . (4)

令

t =
√
TL

⌢

t ,
⌢

Üpi =
d2Upi

d
⌢

t
2 ,

⌢

U̇pi =
dUpi

d
⌢

t
,

可将 (4)式改写成
⌢

Üpi =− τp + TL

τp
√
TL

(
⌢

U̇pi +
1

τp
⟨Usi⟩ −

⌢

Upi + τpgi

)
+

√
TL
τp

Γi

(√
TLt

)
.

τp + TL

τp
√
TL

→ ∞ (TL → 0或TL → ∞), 可看作过阻

尼过程, 略去惯性项并换回时间项得到
dUpi
dt =

⟨Usi⟩+ τpgi − Upi
τp + TL

+

√
TL

τp + TL
Γi (t) (5)

(5)式是一个矢量方程, 各维随机力是通过湍
流雷诺应力联系起来的, 各个维度随机力的关系用
由湍流雷诺应力表达的湍流空间关联来处理.

定义P r = P r (t, xi, Upi)为颗粒位置 -速度联
合PDF, 则 (1)式, (2)式以及 (5)式对应的湍流两
相流动的PDF输运方程为
∂P r

∂t
=− ∂UpiP

r

∂xi

+
1

τp + TL

∂(Upi − ⟨Usi⟩ − τpgi)P
r

∂Upi

+
TL

(τp + TL)
2

∂

∂Upi

(
⟨usiusj⟩

∂P r

∂Upj

)
. (6)

按这种方法, 不仅在TL → 0和TL → ∞时能得到
精确解, 而且在0 < TL < ∞时能得到近似解, 因此
统一色噪声近似方法是处理色噪声问题之有效的

方法.

3 数值计算方法

PDF输运方程 (6)的求解可采用Risken的方
法, 通过傅里叶变换得到方程组 (6)成立所必须满
足的常微分方程

d ⟨xi⟩
dt = ⟨Upi⟩ ,

d ⟨Upi⟩
dt = − 1

τp + TL
(⟨Upi⟩ − ⟨Usi⟩) ,

d ⟨xixj⟩
dt = ⟨xiupi⟩+ ⟨xjupj⟩ ,

d ⟨xiupi⟩
dt = − 1

τp + TL
⟨xiupi⟩+ ⟨upiupi⟩ ,

d ⟨upiupj⟩
dt = −2 ⟨upiupj⟩

τp + TL
+

2TL ⟨uiuj⟩
(TL + τp)

2 . (7)

方程式 (7)是一组常微分方程, 很容易通过数值方
法求解, 本文基于 (7)式建立基于统一色噪声法的
颗粒两阶矩轨道模型.

数值模拟用到湍流k-ε模型和本文提出的新模
型, k-ε模型的求解使用SIMPLE算法 [11], 该方法
广泛应用于湍流的计算, 其稳定性和收敛性已经
经过大量的计算检验. 颗粒相的计算采用本文的
新模型, 本文将统一色噪声两阶矩方程模块插入
SIMPLE算法中, 颗粒相模块只是求解一组常微分
方程, 不会影响原算法的稳定性. 本文提出的颗粒
两阶矩轨道模型的具体实施步骤为:

1)采用标准k-ε模型求解连续流场, 获得流场
的平均特性.

2)给出颗粒释放数目, 根据流体计算结果计算
颗粒的初始条件.

3)根据 (7)式计算并保存颗粒在时间间隔∆t

后的新位置以及新位置的运动信息.
4)重复步骤3)直至颗粒离开计算区域.
5)重复步骤 3), 4)直至计算出所有颗粒的

轨道.
6)统计计算流场内颗粒平均速度及颗粒的雷

诺应力分布.

4 数值模拟结果

后台阶两相流场 [12]具有典型的特性: 台阶后
方有复杂漩涡, 出口处为充分发展的湍流, 气相假
设为理想气体, 入口主流速度为 10.5 m/s, 气相流
动雷诺数 18400, 颗粒采用直径 70 µm, 密度 8800
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kg/m3的铜球, Stokes阻力系数为 130, 扩张率 5:3,
流场几何尺寸见图 1 .

气相的计算采用标准 k-ε模型, 颗粒相的计算
采用本文基于统一色噪声法建立的颗粒两阶矩轨

道模型, Fessler和Eaton的测量给出x = 2H, 5H,
7H, 14H五个区域的实验值, 将计算结果与实验值
对比, 从图 2的计算结果可以看出, 对于弥散相浓
度不高的情况, 气相平均速度模拟结果与实验结果
已经基本相符, 但是在出口形成的充分发展的湍流

处的模拟值略小于实验值. 从气相流向及纵向脉动
速度计算值和实验值的比较可以看出, 除在台阶后
有复杂漩涡的回流区k-ε模型的计算结果和实验符
合的不是很好外, 模拟结果与实验结果基本相符.

h

H

h=20 mm

H=26.7 mm

图 1 后台阶几何尺寸
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图 2 气相计算值与实验值比较 (——计算值; •实验值) (a) 气体平均速度; (b) 气体流向脉动速度; (c) 气体纵
向脉动速度
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图 3 颗粒相计算值与实验值比较 (——计算值; •实验值) (a) 颗粒平均速度; (b) 颗粒流向脉动速度; (c) 颗粒
纵向脉动速度
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图 4 其他量计算结果 (a) 颗粒浓度; (b) 颗粒二阶矩 ⟨x′x′⟩; (c) 颗粒二阶矩 ⟨x′y′⟩; (d) 颗粒二阶矩 ⟨x′up⟩; (e)
颗粒二阶矩 ⟨x′vp⟩; (f) 颗粒二阶矩 ⟨y′y′⟩; (g) 颗粒二阶矩 ⟨y′up⟩; (h) 颗粒二阶矩 ⟨y′vp⟩; (i) 颗粒二阶矩 ⟨upvp⟩
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图 3是利用本文提出的两阶矩颗粒轨道模型
计算得到的颗粒相平均速度及脉动速度计算值和

实验值的比较, 从模拟结果可以看出, 本文提出的
新模型可以很好的模拟出比较光滑的平均速度及

其脉动速度值, 其中图 3 (a)是颗粒平均速度计算
值和实验值的比较, 计算值非常接近实验值. 新模
型中用TL对Stokes弛豫时间 τp加以修正, 很好地
预测了出口充分发展的湍流处颗粒平均速度.

本文的模型还预测了其他的两相流流场信息,
图 4 (a)给出了流场内颗粒分布浓度的计算值, 从
图中可以看出: 颗粒浓度分布在靠近壁面的边缘区
域处较大, 这与实际情况较为符合, 这一点反映了
近壁面处颗粒不断聚集的特点. 由图 4 (b)至 (i)为
其他二阶矩的计算值, 这些量较难用实验方法准确
测量, 未给出实验结果. 可以看出在靠近回流区区
域颗粒联合脉动值较大, 说明此处颗粒的各脉动量
较大, 这一点由图 3 (b)和 (c)便能得到证实, 这反
应了回流区内流动不如其他位置稳定的特点.

5 结 论

本文使用统一色噪声法处理多维两相湍流系

统问题, 成功的获得PDF输运方程, 并以此为基础
建立颗粒轨道两阶矩模型, 新模型成功的对后台阶
两相流场进行了数值模拟, 模拟结果与实验值符合
的很好. 与以往的PDF输运方程相比, 扩散系数用

TL对弛豫时间 τp进行了有效的修正, 这一点在颗
粒轨道两阶矩模型的计算结果中得以体现.
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Abstract
A unified colored-noise approximation (UCNA) method has been widely used to solve the simple one-dimensional

problem, and this paper attempts to extend this method to multi-dimensional systems. Firstly, a Fokker-Planck equation
is obtained by UCNA method based on the Langevin equation for particle motion, then a two-order moment trajectory
model is established on this basis. The new model can be successfully used to predict the backward-facing step two-phase
flow, and the simulation results agree well with the measurements. This study shows that the UCNA method is still
effective in dealing with multi-dimensional two-phase turbulent systems.
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