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外加磁场压电悬臂梁能量采集系统的磁化电流法
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( 2014年 7月 30日收到; 2014年 10月 14日收到修改稿 )

以外加磁场压电悬臂梁能量采集系统结构为研究对象, 根据磁化电流方法探讨了具有悬臂梁特征的系统
结构的磁场作用力及其计算方法, 给出了相应的磁力计算模型, 并将计算结果与实验数据进行了对比. 研究
表明, 磁化电流方法导出的磁力计算模型存在偏差, 其磁力计算误差随着磁铁间距缩小而增大. 通过引入悬
臂梁末端磁铁的偏转角度, 对磁化电流法计算模型进行改进, 得到合理的外加磁场压电悬臂梁能量采集系统
的磁力计算模型, 为该能量采集系统的进一步研究提供了可靠的磁力计算理论依据.
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1 引 言

目前微电子移动设备主要是依靠电池来提供

能量, 由于传统的电池存在寿命短、需要经常更换
等缺陷, 而这些缺陷难以从根本上消除解决, 因此
如何为微电子移动设备提供持续不间断的电力能

源越来越受到关注. 目前, 从环境中进行能量采集
并转换为电能逐渐成为研究热点 [1], 尤其是从普遍
存在振动的环境中采集能量已成为一个主要的研

究方向. 在振动能量采集及其机电能量转换的系统
中, 线性压电悬臂梁式能量采集器 (或系统) [2,3], 利
用机械振荡器的共振特性将振动能量转换成电能,
由于其共振频带窄, 因此并不利于在实际宽频振动
环境中的能量采集应用. 基于外加磁场的非线性压
电悬臂梁式能量采集器 [4−7], 利用磁铁间的非线性
作用力, 可在一定宽频率范围内有效采集实际环境
振动能量, 提高了机电能量的转换效率.

在外加磁场压电悬臂梁能量采集系统研究中

的一个难点是外加磁场或磁力对压电悬臂梁的振

动响应及其能量采集效率的影响. 磁铁之间的磁力
作用计算是一个复杂的非线性问题, 有些研究工作
回避磁力问题的分析, 而直接通过实验测量方式验
证外加磁场, 可提高压电悬臂梁系统的机电能量转
换效率 [8,9]; 也有研究者并得不出确切的磁力计算
模型, 而是利用类比的方式得到在磁场作用下系统
势能函数由线性单稳态到非线性双稳态的变化规

律, 大致解释了外加磁场是如何提高压电悬臂梁系
统的输出 [10]. 外加磁场压电悬臂梁系统的能量采
集大小除了受到环境激励的影响外, 更重要的关键
影响因素是系统中磁铁间的磁作用力, 它关系到进
一步研究系统结构参数如磁铁尺寸、悬臂梁尺寸、

磁铁间距等对系统输出的影响.
对于外加磁场压电悬臂梁能量采集系统, 其磁

铁间作用力的常用分析方法之一是磁化电流方法.
该方法认为导磁材料在磁场中被磁化后, 其内部和
表面产生磁化电流, 导磁材料在磁场中所受的力可
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根据这种磁化分子电流所受的力进行计算分析. 从
目前文献检索看, 其中的磁化电流磁力分析计算常
常省略了电流面密度, 认为是电流体密度在磁场中
的作用而产生的磁力 [11,12]. 这种磁力简化分析方
法与通常认为永磁体内部的磁化电流会相互抵消

而只有表面存在磁化电流的分析方法有一定的出

入 [13], 因此类似文献 [11, 12]的磁力计算结果存在
一定的误差.

本文以外加磁场压电悬臂梁能量采集系统为

研究对象, 针对磁化电流磁力计算模型存在的问
题, 通过理论分析推导, 给出外加磁场压电悬臂梁
能量采集系统中磁力计算的结果, 并与实验法测量
的磁力结果进行比较, 阐述磁化电流法磁力计算误
差的原因, 为外加磁场压电悬臂梁能量采集系统的
研究提供可靠的磁力分析的理论依据.

2 外加磁场压电悬臂梁能量采集系统

图 1中左图为外加磁场压电悬臂梁能量采集
系统的结构示意图. 系统由压电材料 (常用PZT)、
悬臂梁和一对相同材料及形状和尺寸的磁铁组成.
将其中一块磁铁A粘接在悬臂梁的自由端, 另一块
磁铁B固定. 磁铁B产生的磁场看成是磁铁A的外
加磁场. 当系统处于平衡位置时, 不考虑磁铁A的
重力对压电悬臂梁静力形变的影响, 此时磁铁A位
于悬臂梁水平位置的延长线上, 磁铁A与外部磁铁
B水平对中且相互排斥, 两磁铁中心的距离为d. 当
在外界激励下, 悬臂梁产生振动, 使得悬臂梁上的
压电材料变形, 根据压电效应系统可以将振动机械
能转化为电能.
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图 1 外加磁场压电悬臂梁能量采集系统结构及其势能函数

当d足够大时, 两磁铁间的相互作用可以忽略,
悬臂梁自由端磁铁A可被视作质量块, 即系统是传
统的线性悬臂梁能量采集系统. 而当d取适当值时,
磁铁间产生非线性作用力, 系统的势函数表现为双
稳态非线性函数, 如图 1右图所示, 即系统在上下
两个势阱位置对应出现两个稳定平衡点, 在水平原
点位置对应出现一个非稳定平衡点. 此时, 外界激
励可使悬臂梁在两个势阱间做大幅度的跃迁振荡,
系统输出电压增大, 可以将更多的振动机械能转化
为电能.

本文重点关注双稳态压电悬臂梁能量采集结

构的非线性磁力计算问题, 这种双稳态结构中, 两
磁铁之间的作用力可以用一个复杂的非线性方程

表示, 它与悬臂梁自由端磁铁在垂直方向的位移以
及两磁铁之间的水平间距有关. 下面将以磁化电流

法来研究系统中磁力的计算问题, 并将分析计算结
果与实验法测量结果进行对比, 给出合理的外加磁
场压电悬臂梁能量采集系统的磁力计算模型.

3 外加磁场压电悬臂梁能量采集系统
的磁化电流法磁力分析

经典电磁理论认为, 导磁材料在磁场中所受的
力可归结为分子电流所受的力. 导磁材料在磁场
中被磁化后, 材料内部存在体内磁化电流, 材料表
面存在表面磁化电流, 其各自磁化电流密度分别
为 [14]

内部磁化电流体密度

Jm = ∇×M , (1)
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表面磁化电流面密度

Km = M × n, (2)

其中M为介质磁化强度, n为表面法向矢量, ∇为
梯度运算符. 则磁场对于导磁材料的作用力即磁场
对于磁化电流的力 [15]

F =

∫∫∫
V

Jm ×Bext dv

+

∫∫∫
S

Km ×Bext ds, (3)

式中Bext为磁铁外部介质中的磁感应强度, 即空
气中的磁感应强度.

被均匀磁化的永磁体为线性各向同性介质, 其
磁化强度M为常数, 因此Jm = ∇×M = 0, 内部
磁化电流消失 [13]. 于是磁场作用力 (3)式变为

F =

∫∫∫
S

Km ×Bext ds. (4)

对于一个形状为长方体的磁铁A, 其磁化强度
为MA, 建立如图 2所示的空间坐标系.

A

y

z

x

MA

图 2 长方体磁铁A的空间结构示意图

在图 2的空间坐标系中, 磁铁A各个表面的法
线矢量为

n̂ =



x̂ (上表面)

−x̂ (下表面)

ŷ (左侧面)

−ŷ (右侧面)

ẑ (前表面)

−ẑ (后表面)

, (5)

上式各字母上的符号 “ˆ”表示各方向上的单
位矢量. 磁铁A的磁化强度沿 y轴负方向, 即
MA = −MAŷ, 因此, 其对应的表面磁化电流面

密度Km = M × n为

Km =



MAẑ (上表面)

−MAẑ (下表面)

0 (左侧面)

0 (右侧面)

−MAx̂ (前表面)

MAx̂ (后表面)

. (6)

给出磁铁A的表面磁化电流, 如图 3所示. 将
具有图 3表面磁化电流的磁铁A置于磁场中, 该磁
场由磁铁B产生, 磁铁B的形状、大小和材料与磁
铁A的相同, 且磁铁B的磁化强度为MB, 两磁铁
水平对中且相互排斥, 如图 4所示.

y

z

x

A

图 3 磁铁A的磁化电流方向示意图

y

z

x

MB

BA

MA

图 4 磁铁B产生的磁场对磁铁A的作用

磁铁A, B之间的作用力可以归结为磁铁A的
磁化电流在磁铁B所产生的磁场中受到的力, 即
F =

∫∫
S

Km ×Bext-B ds, Bext-B表示磁铁B的磁

感应强度.
通常, 各向同性磁介质中的磁感应强度可

表示为

B = µH, (7)

磁导率µ = µ0µr, 其中µ0为真空磁导率, µr为空气

的相对磁导率, 取值为1; H为磁场强度. 因此可得

B = µ0H. (8)

为了计算沿x轴方向上的磁力Fx,不难理解只
考虑 y方向的磁场强度Hy即可, 将该方向的磁感
应强度 (8)式代入 (4)式可得

060502-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 6 (2015) 060502

Fx =

∫∫
S

Km × µ0Hyds

=



−
∫∫
S

MA × µ0Hy1dsx̂ (上表面)

∫∫
S

MA × µ0Hy2dsx̂ (下表面)

0 (左侧面)

0 (右侧面)

0 (前表面)

0 (后表面)

, (9)

其中, Hy1和Hy2分别表示磁铁B产生的磁场在磁
铁A的上表面和下表面中心处的沿 y轴方向上的

磁场强度大小. 因此, 磁铁A在磁铁B所产生的磁
场中, 受到的沿x轴方向上的磁力Fx为

Fx =

∫∫
S

MA × µ0Hy2dsx̂

−
∫∫
S

MA × µ0Hy1dsx̂

=

∫∫
S

MA × µ0(Hy2 −Hy1)dsx̂, (10)

(10)式即为图 4两磁铁沿x方向的磁力作用计算公

式. 由于磁场在导磁材料所在区域分布的复杂性,
故直接使用该式积分来求磁场力往往比较困难, 一
般假设磁场在导磁材料所在区域分布均匀一致. 这
样磁力大小可表示为

Fx = µ0MAS(Hy2 −Hy1), (11)

式中MA为磁铁A本身的磁化强度大小, S为磁铁
A的上 (或下)表面的面积.

以磁铁B中心为坐标原点, 因其磁化强度方向
沿 y轴、大小为MB, 则在空间任意点坐标 (x, y, z)
处所产生的沿 y轴方向的磁场强度为 [16]

Hy (x, y, z)

=
MB
4π

[
tan−1

(
xpzp

y
√
x2
p + z2p + y2

)

+ tan−1

(
xnzn

y
√
x2
n + z2n + y2

)
− tan−1

(
xnzp

y
√
x2
n + z2p + y2

)

− tan−1

(
xpzn

y
√
x2
p + z2n + y2

)]
, (12)

其中

xp = x+
hB
2
, xn = x− hB

2
,

zp = z +
wB
2

, zn = z − wB
2

,

hB, wB分别为磁铁B的高、宽, 参见图 5 .
图 5为图 1外加磁场压电悬臂梁能量采集系统

的结构简图, 悬臂梁自由端磁铁A的磁化强度为
MA,固定磁铁B的磁化强度为MB,悬臂梁位于水
平位置时, 两磁铁磁化强度方向均与 y轴方向平行,
此时两磁铁位置和状态与图 4的情况一致. lb为悬

臂梁长度; lA, wA, hA分别为磁铁A的长、宽、高;
lB, wB, hB分别为磁铁B的长、宽、高; e为两磁铁
水平间隔距离.

y
z

x

A B

MBMA
hA hB

wB
wA

lA

lb

lBe

↼x֒ y֒ z↽

图 5 外加磁场压电悬臂梁能量采集系统的结构示意

此结构中为了讨论非线性磁力作用对于系统

动力学行为的影响, 重点关注使得磁铁上下振动的
磁力, 即沿x轴方向的磁力计算 (11)式. 至于沿 y

轴方向的磁力, 由于其变化对于系统中总势能的影
响极小, 因此可以忽略不计 [17].

在磁铁B中心为坐标原点的条件下, 记悬
臂梁自由端磁铁的中心点A的坐标为 (x, y, z)来
描述磁铁A在振动过程中的位置变化. 当悬臂
梁处于水平位置时, 磁铁A中心坐标为 (0, d, 0),
d = e + lA/2 + lB/2为两磁铁中心距离. 当磁铁A
上下振动时, 根据图 5两磁铁的位置关系, 磁铁A
上表面中心处坐标为

(
x + hA/2, d, 0

)
, 下表面中心

处坐标为
(
x − hA/2, d, 0

)
. 将磁铁A 上、下表面中

心坐标分别代入 (12)式可分别计算得到Hy1, Hy2.
于是由 (11)式可得到磁铁间作用力 (x轴方向的磁
力)为

Fx = µ0MAS

[
Hy2

(
x− hA

2
, d, 0

)
−Hy1

(
x+

hA
2
, d, 0

)]
, (13)

其中S = lAwA为磁铁A的上 (或下)表面的面积,
x代表悬臂梁自由端磁铁A的垂直位移.
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为了验证 (13)式的准确性, 以文献 [17]中实验
数据为基准真值进行对比分析. 文献 [17] 的实验装
置如图 6 (a)所示. 分别测量两磁铁水平间隔距离
e为4, 5, 10 mm时磁力的大小, 文献 [17]给出的结
果见图 6 (b), 图中的点即为实验测量数据.

/mm

/
m

N

40

20

0

-20

-40

-10 -5 0 5 10

(a)

(b)

FB(η, z)

10 mm

5 mm
4 mm

η

图 6 实验法测量磁力 (a) 磁力测量实验装置; (b) 实验
测量磁力曲线

图 7是根据磁化电流法磁力计算 (13)式, 利
用MATLAB软件进行数值仿真得到的磁力计算
结果, 其中的参数均与图 6的参数一致, 悬臂梁长
lb = 44 mm, 两磁铁长度 lA = lB = 1.5 mm, 宽度
wA = wB = 4.76 mm, 高度hA = hB = 3.74 mm,
磁铁A, B的磁化强度均为 4.3 × 105 A·m−1. 对比
图 7和图 6 (b), 可以看出磁化电流法得出的磁力曲
线与实验数据整体趋势一致, 随着磁铁间距的增
大, 磁铁间的作用力曲线整体减小; 对于某个有限
磁铁间距 e, 当悬臂梁自由端磁铁A垂直位移x增

大时, 磁铁间的作用力先增大达到最大值, 之后随
着垂直位移的增大而减小, 而且产生最大磁力的偏
移量x, 会随着磁铁间距 e 的减小而稍稍减小. 比
较两图的磁力数据值 (特别是最大磁力值), 磁铁间
距 e 逐渐缩小时, 计算与实验结果误差逐渐增大,
在最小磁铁间距 e = 4 mm时, 磁化电流法得出的
结果要远小于实验测量结果.
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图 7 根据磁化电流法得出的磁力函数图像

之所以根据磁化电流法得到的计算结果与实

验测量结果存在一定误差, 其原因在于: (13)式
计算的前提条件认为, 悬臂梁自由端磁铁A在运
动过程中一直为水平状态, 这样磁场强度Hy1和

Hy2的计算坐标可分别始终为

(
x +

hA
2
, d, 0

)
和(

x − hA
2
, d, 0

)
, 即为悬臂梁水平状态时磁铁A的

上、下表面中心点坐标. 然而, 在实际压电悬臂梁
振动过程中, 由于自由端磁铁A会发生绕 z轴的转

动, 并不能够满足 (13)式磁铁A运动过程一直为水
平状态的要求, 因此磁场强度Hy1和Hy2的计算需

要重新考虑. 下面分析悬臂梁振动导致磁铁A发生
绕 z轴转动的磁力计算.

图 8是压电悬臂梁振动使其自由端磁铁A发
生绕 z轴转动后的状态图. 以固定磁铁B的中心为
坐标原点建立坐标系, 记磁铁A上下表面的中心点
分别为O1, O2, 为了计算其坐标, 引入磁铁A的磁
化强度MA与水平方向的偏转角度φ.

O1

O

C d

x

y
O2

A

B
x

ϕ

l

MA

MB

图 8 磁铁A振动过程发生转动状态的磁力分析

图 8中, 悬臂梁固定端记为点O, 磁铁中心A

点在水平方向的映射记为点C. 由于贴有压电片
的悬臂梁刚度很高, 可以近似认为悬臂梁为小角度
振动, 因此可近似得BC = d, OA = l = lb + lA/2,
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∠AOC = φ, 则有

sinφ = sin∠AOC =
AC

AO
=

x

lb +
lA
2

, (14)

cosφ =

√
1− sin2 φ, (15)

其中, lb为悬臂梁长度, lA为磁铁A的长度.
因此, 上表面中心点O1的x坐标为x + O1A ·

cosφ, y坐标为d+O1A · sinφ, 其中, O1A = hA/2,
则点O1的空间坐标为(

x+
hA
2

· cosφ, d+ hA
2

· sinφ, 0

)
.

同理可得点O2的空间坐标为(
x− hA

2
· cosφ, d− hA

2
· sinφ, 0

)
.

将点O1和O2的坐标分别代入 (12)式可分别得
Hy1和Hy2, 则由 (11)式得到改进后的磁铁间作
用力F ′

x(x轴方向的磁力)为

F ′
x

= µ0MAS

×
[
Hy2

(
x− hA

2
· cosφ, d− hA

2
· sinφ, 0

)
−Hy1

(
x+

hA
2

· cosφ, d+ hA
2

· sinφ, 0

)]
,

(16)

其中S = lAwA仍然为磁铁A的上 (或下)表面的面
积, x代表悬臂梁自由端磁铁A的垂直位移.

同样以文献 [17]中实验数据为基准真值进行
对比分析, 验证 (16)式的准确性. 数值给出两磁
铁水平间隔距离 e分别为 4, 5, 10 mm时磁力F ′

x

随x的变化曲线, 如图 9中的实线所示. 作为对比,
图 9中同时给出了由 (13)式得到的图 7磁力数值结
果, 如图中虚线所示. 其中的计算参数均与图 6的
参数一致.

比较图 9中改进后磁力计算结果 (实线)与
图 6 (b)的实验测量结果可以看出, 改进后的磁
力计算结果虽然仍然小于实验测量结果, 且随着两
磁铁水平间距缩小其误差也仍然增大, 但是与改进
前的磁力计算结果 (虚线)相比可以发现, 改进后的
磁力计算结果更接近于实验结果, 表明改进后的磁
力计算模型更适合磁铁实际振动状态的分析. 因
为改进后的磁力计算模型考虑了悬臂梁振动导致

磁铁A发生绕 z轴的转动, 重新计算了磁铁A 上下

表面中心处的磁场强度, 因此计算得到的磁力更加
准确.
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图 9 根据磁化电流法得出的改进前后的磁力函数图像

(实线为改进后的磁力图像; 虚线为改进前的磁力图像)

改进后磁力计算结果之所以仍然存在误差, 是
因为计算模型中假设悬臂梁为小角度振动, 可以得
到BC = d, OA = l = lb + lA/2, ∠AOC = φ等关

系式. 而当两磁铁间距较小时, 由于磁力较大, 悬
臂梁振动幅度也增大, 因此悬臂梁振动不能满足小
角度振动的假设条件, 此时实际磁铁间距BC > d,
实际角度φ > ∠AOC, 于是在悬臂梁非小角度
振动计算磁场强度Hy1 (x1, y1, 0)和Hy2 (x2, y2, 0)

时, 相对于 (16)式中的磁场强度坐标值, x1减小、y1

增大、x2增大、y2减小, 这样的坐标值将导致磁铁
间作用力F ′

x增大. 例如以图 9参数及其间隔距离
e = 4 mm为例, 任意给d和φ小增量, 使x1减小、

y1增大、x2增大、y2减小, 可得磁力F ′
x随x的变化

曲线, 如图 10中点划线所示. 图 10中实线为根据
(16)式假设悬臂梁为小角度振动得到的图 9改进后
的磁力数值结果.
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图 10 悬臂梁小角度 (实线)和非小角度 (点划线)振动的
磁力计算比较
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从图 10两条曲线对比可清晰地知道, 在磁铁
间隔距离很小时考虑悬臂梁非小角度振动, 其磁
力计算结果更接近于实际F ′

x磁力测量值, 这就定
性地解释了改进后磁力计算模型仍然存在误差的

原因.

4 结 论

本文根据磁化电流原理, 探讨了外加磁场压电
悬臂梁能量采集系统中磁力的计算问题. 研究结
果表明, 磁化电流法推导出的磁力计算模型存在一
定的误差, 其磁力计算结果通常要小于实际磁力大
小, 原因在于悬臂梁振动过程中, 自由端磁铁会发
生转动, 不能满足理论推导过程中磁铁始终保持水
平状态的假设条件. 针对磁化电流磁力计算模型存
在误差的问题, 本文考虑了悬臂梁自由端磁铁偏转
角度因素, 提出了磁化电流磁力计算的改进模型,
此改进模型的磁力计算结果减小了磁力计算误差,
比改进前的磁力计算结果更接近于实际磁力值.
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Abstract
This paper focuses on the piezoelectric cantilever energy harvesting system with an externally applied magnetic

field. The calculation method and model for the magnetic force are proposed from the magnetizing current method,
and the calculation results are compared with a set of experimental data. The study shows that there is a deviation in
the calculation model derived by the magnetizing current method, which increases as the distance between two magnets
decreases. The calculation model is improved by introducing the deflection angle of the magnet at the end of the
cantilever beam, and is reliable to calculate the magnetic force of piezoelectric cantilever energy harvesting system with
an externally applied magnetic field for further studying this energy harvesting system.
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