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针对Duffing振子进行同频微弱信号检测时存在的检测盲区, 提出了一种策动力移相法予以消除. 结合微
弱信号特性对检测盲区表达式进行分析, 得出了策动力与待测信号的 “相差”位于检测盲区时的角度范围, 通
过使策动力相位产生相移量π后实现对同频信号的检测, 实验证明了方法的可行性. 为了克服定性分析的不
足和有效区分振子系统信号检测过程中出现的不同状态, 构造了一个基于类Halmiton系统的检测统计量, 并
设计了基于该统计量的任意频率信号检测方法步骤, 方法的核心是以检测统计量出现极大值处所在的连续两
个频点作为待测信号的频率范围. 在不同检测过程的仿真实验基础上, 给出了混沌、间歇混沌和大周期的检测
统计量数值范围, 进而利用该数值范围作为判据实现了对任意频率信号的检测. 实验结果表明, 该方法不仅
为系统状态提供了定量的判据准则, 而且提高了信号检测性能, 进一步完善了现有利用Duffing振子进行微弱
信号检测的方法.

关键词: Duffing振子, 微弱信号, 检测盲区, 检测统计量
PACS: 05.45.–a, 05.40.–a, 02.60.Cb DOI: 10.7498/aps.64.060503

1 引 言

在强噪声环境中有效检测出微弱信号具有工

程应用的重大意义. 传统的检测方法一般是对接收
信号进行噪声滤除来实现, 能检测的信噪比有限,
而且此类方法很容易对有用的信号造成损害. 近
年来, 随着非线性科学的迅速发展, 基于非线性系
统的信号检测技术为该问题的研究提供了新的思

路 [1,2]. 自 1992年Birx [3]提出将Duffing混沌振子
用于微弱信号检测起, 利用混沌振子进行微弱信号
的检测已成为一个研究热点. 混沌振子具有对微弱
周期信号的敏感性和对噪声的免疫性, 可实现的最

低检测信噪比达−111 dB.由于其良好的检测性能,
该方法已被逐渐应用到雷达、声纳、通讯、生物医学

等工程领域 [4−6].
目前, Duffing振子实现了对 chrip信号、微弱

正弦信号、舰船线谱等的有效检测 [7−9], 且也出现
了将基于Duffing系统的各种变形方法用于信号检
测, 如联合增益递推的Duffing系统弱信号检测算
法、双耦合Duffing振子系统检测强色噪声背景中
周期信号的方法等 [10]. 在理论完善和方法推广方
面, 文献 [11, 12]采用Melnikov 函数分析的方法给
出了混沌阈值的表达式, 并用实验方法给出了混沌
向大周期跃迁的临界值; 文献 [13]为减小过渡过程
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对检测性能的影响, 给出了一种改进型的检测方
法; 文献 [14]指出了间歇混沌的振荡周期及间歇混
沌现象可辨认的频率间隔; 文献 [15, 16]用振子阵
列实现了对任意频率信号的检测; 文献 [9]只需采
用一个振子结构, 通过构造策动力序列项的方法就
可实现通过振子阵列检测任意信号频率的功能; 文
献 [17] 在三维空间里研究Duffing系统特性, 深入
揭示了状态演化的规律; 文献 [18]利用一阶非线性
非自治Duffing方程的吸引子曲线, 实现了对基于
随机共振的微弱信号检测方法的统一和延拓, 具有
一定借鉴意义.

在现有的研究成果中, Duffing振子信号检测
方法中还存在两个方面的问题: 一是通过混沌向大
周期的转化进行同频信号检测时存在检测盲区 [16];
二是利用状态转化来进行信号检测时主要停留在

定性分析上, 这主要是指通过观察时域序列图和相
图等方式进行系统所处状态的判决, 显然这具有一
定的主观性 [9]. 针对问题二, 魏恒东等 [19]构造了

伪哈密顿量进行混沌态向大周期态转化的判断, 但
是该方法在构造统计量时没有考虑阻尼项和策动

力项,也无法检测出间歇混沌状态. 文献 [20, 21]提
出了基于Lyapunov指数的状态判据方法, 给出了
伴随策动力变化的Lyapunov指数统计特性, 该方
法仅限于待测信号与策动力频率相同的情形. 路鹏
和李月 [22]用大周期状态下的周期平均面积作为几

何特征量, 给出了同频微弱信号幅度估计的方法,
当待测信号频率不同时方法需要做进一步的完善.
建立一种更为合理的统计判据方法, 使其能够有效
区分出Duffing系统演化过程中的各个状态, 并且
可以根据该统计量实现对任意频率信号的检测, 是
解决问题二所应重点考虑的方向.

基于以上分析, 本文提出了一种同频信号检
测盲区消除方法, 该方法不再受待测信号初相的
范围限制, 从而可以有效判断出信号的有无. 进一
步, 根据Duffing方程构造出类Halmiton系统检测
统计量, 使其可以有效区分混沌、间歇混沌和大周
期状态, 基于该统计量实现对任意频率未知信号的
检测.

2 Duffing振子微弱信号检测原理

Homes型Duffing方程一般表示为

ẍ+ µẋ− x+ x3 = F cos(wt), (1)

在该方程中, µ为阻尼比, F cos(wt)为系统的周期
策动力, 伴随F的变化, 系统分别表现出倍周期振
荡、混沌和大周期状态. 记混沌和大周期态之间的
临界值为F d, 则利用Duffing振子进行微弱信号检
测的原理就是: 将F设置成临界值, 当加入微弱的
待测信号 s(t)时, 系统总的策动力幅值将大于F d,
从而根据系统的状态变化检测出待测信号.

设 待 测 信 号 s(t) = A cos(wxt + φ) =

A cos((w + ∆w)t + φ)(其中wx = w + ∆w), 在不
考虑噪声影响时 (因Duffing系统具有很强的噪声
免疫性 [14]), 方程 (1) 中系统总的策动力 (合成策动
力)为

Fd cos(wt) + s(t)

= Fd cos(wt) +A cos((w +∆w)t+ φ)

= F (t) cos(wt+ θ(t)), (2)

其中, F (t)为合成策动力幅值部分, θ(t)为合成策
动力初相部分, 表达式分别为

F (t) =
√
F 2

d + 2FdA cos(∆wt+ φ) +A2, (3)

θ(t) = arctan A sin(∆wt+ φ)

Fd +A cos(∆wt+ φ)
. (4)

对于微弱信号而言, 常有A ≪ F d, 则 θ(t)一

项近似为 0. 这样, 基于Duffing振子的微弱信号检
测就是要讨论F (t)与F d的关系, 进而得到系统处
于哪种状态以实现对待测信号的检测. 由于∆w的

存在, 信号检测将分为同频或者有频差两种情况.
一般为实现对任意频率信号的检测 [16], 常采

用等价检测模型, 其状态方程为ẋ = wy,

ẏ=w(−µy+x−x3+Fd cos(wt)+s(t)).
(5)

2.1 待测信号与策动力频率相同时的检测

当待测信号与策动力频率相同, 即∆w = 0时,
策动力幅值为

F (t) =
√
F 2

d + 2FdA cosφ+A2. (6)

由分析知, 当φ ∈ (0, π − arccos(A/(2Fd))) ∪
(π + arccos(A/(2Fd)), 2π)时, F (t) > Fd, 此时
系统会发生混沌态到大周期的转化 (表现为大
周期态), 通过该变化可以检测出待测信号, 将
此时φ对应的角度区间称作可检测区. 而当

φ ∈ [π−arccos(A/(2Fd)), π+arccos(A/(2Fd))]时,
F (t) 6 Fd, 此时系统状态仍为混沌态, 尽管有待测
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信号加入, 但是信号不能被检测出来, 即待测信号
落入检测盲区. 本文第 3节将对该问题进行进一步
讨论.

2.2 待测信号与策动力频率存在频差时

的检测

当待测信号与策动力频率存在一定的频差, 即
∆w ̸= 0时:

(Fd −A)2 6F 2
d + 2FdA cos(∆wt+ φ) +A2

6(Fd +A)2, (7)

F (t)将会在 [F d − A, F d +A]之间变化, 此时系
统呈现间歇混沌状态. 研究表明, |∆w/w| 6 0.03

时 [15], 有规则的间歇混沌现象可以被辨认出来, 在
时域上间歇混沌的周期为 2π/∆w, 则据此也可以
检测出待测信号.

3 一种检测盲区消除方法

3.1 方法的实现

在2.1小节中, 我们指出了Duffing振子检测同
频信号存在盲区, 当φ位于检测盲区时, 系统不能
检测出该信号. 实质上, 此处φ代表的是原策动力

与待测信号的初相之差, 本文将其简称为 “相差”.
在原策动力初相为 0时, “相差”就只含待测信号初
相, 即为φ. 要消除检测盲区, 则要设法将影响合成
策动力幅值的 “相差”由检测盲区移至可检测区.

在 微 弱 信 号 检 测 时, A ≪ F d, 则 有
arccos(A/2Fd) ≈ π/2, 这样检测盲区实质上就是
(π/2, 3π/2), 相应的可检测区近似为 (−π/2, π/2).
考虑策动力中含有初相α的情况, 当Duffing方程
中加入待测信号后, 系统总的策动力项 (合成策动
力项)为

Fd cos(wt+ α) +A cos(wt+ φ)

= Fd(cos(wt) cosα− sin(wt) sinα)

+A(cos(wt) cosφ− sin(wt) sinφ)

= (Fd cosα+A cosφ) cos(wt)

− (Fd sinα+A sinφ) sin(wt)

= F ′ cos(wt+ θ′), (8)

其中,

F ′ =
√
(Fd cosα+A cosφ)2 + (Fd sinα+A sinφ)2

=
√
F 2

d +A2 + 2FdA cos(α− φ),

θ′ = arctan Fd sinα+A sinφ

Fd cosα+A cosφ.

在新的策动力幅值F ′中, 若 “相差”α− φ位于

可检测区, 则可以实现信号检测. 若α − φ位于检

测盲区时, 使原策动力初相产生一个相移为π, 即
用α + π代替α作为Duffing振子的原策动力初相,
可以分析出α + π − φ ∈ (−π/2, π/2)位于可检测
区. 这样, 对同频信号检测盲区消除的过程可以描
述为: 设定Duffing系统策动力幅值为混沌到大周
期的临界值F d, 加入待测弱信号后, 若发生混沌到
大周期的转化, 则说明有该同频信号; 若系统保持
混沌态, 则令原策动力相位产生一个相移量π, 出
现混沌向大周期的状态转化现象说明有同频微弱

信号存在, 否则说明没有同频微弱信号存在.
应该说明的是,当原策动力中的初相α变化时,

相应的混沌向大周期转化的临界值F d也会发生变

化. 考虑α在 [0, 2π]之间变化, 步进量为π/10, 进
行不同初相时系统临界值的实验, 发生混沌到大周
期转化的状态判断可采用相图法或者下文介绍的

检测统计量方法, 本文此处为保证实验的连续性
实际采用的就是检测统计量方法, 且实验时也验
证了该方法和采用相图判断是一致的. 图 1中通过
仿真给出了不同α时的系统由混沌态到大周期态

临界值的变化曲线 (仿真时取µ = 0.5, 初始值 (x0,
y0) = (0, 1), w = 1), 可以看出初相为 0时临界值
F d最小, 为0.824, 而初相非0时的临界值有所增加
但变化规律不易掌握. 事实上, 混沌运动过程中的
阈值会受初始值、计算精度等多种因素的影响, 具
体在Duffing 系统中来说, 由倍周期振荡到混沌态
的阈值可以由确定的解析形式来描述 [11,12], 而由
混沌态到大周期态的阈值确定则只能通过实验方

法予以确定, 如文献 [13]中讨论的混沌到大周期的
阈值可精确到小数点后十位, 而文献 [18] 研究在不
同参数情况下的阈值情况, 只考虑到小数点后三位
的变化. 本文侧重于讨论和说明所提方法的有效
性及实施过程, 所以在实验确定临界值时仅考虑到
0.001的精度, 即Fd = 0.824时系统为混沌状态, 当
Fd = 0.825 时系统就变为大周期状态, 系统能实现
的最小信号检测幅度也就是 0.001. 另外需要说明
的是对具有任意频率单周期策动力的Duffing振子
而言, 若阻尼比和初始值相同, 则其临界值是相同
的, 这由文献 [16] 对任意频率检测的推导公式就可
得知, 即满足 (1)式的临界值也必然满足 (5)式 (下
文 5.1中也将给出该结论的实验说明). 这样, 基于
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理论分析和仿真结果可知, 利用设定系统的临界值
来检测待测信号时, 要根据不同的α设定不同的临

界值, 这将会使检测过程变得复杂. 另外, 由于 θ′

的存在, 即使α−φ处于可检测区, 也可能使等效策
动力幅值 (由F ′和 θ′共同决定)小于临界值, 不能
检测出待测信号.

0 1 2 3 4 5 6 7
0.823

0.824

0.825

0.826

0.827

0.828

0.829

0.830

α/rad

F
d

图 1 不同初相角时的混沌向大周期转化的临界值

为进一步提高方法的简单易行性, 并考虑到微
弱信号A ≪ F d, 对 θ′分析如下:

α = 0或π时,

θ′ = arctan 0 +A sinφ

±Fd +A cosφ

= arctan (A/Fd) · sinφ

±1 + (A/Fd) · cosφ ≈ 0.

由此说明, 若能保持原策动力的初相α为0或π, 则
总策动力幅度F ′在进行阈值比较时, 就不用考虑
θ′的影响. 由前分析可知, 若φ位于检测盲区, 则
π − φ位于可检测区.

这时, 检测盲区消除的方法可以简化为: 在基
于 (5)式的检测模型中 (该模型中的α均为 0), 若φ

位于检测盲区, 则使原策动力中的初相由 0移相至
π(此时系统的 “相差”为π − φ), 通过系统发生混沌
到大周期的转化, 就可以检测出同频信号的存在,
两种情况下系统状态均为混沌则说明信号不存在.
本文将这种消除检测盲区的方法称之为 “策动力移
相法”.

3.2 可行性实验验证

在原策动力初相为 0情况下, 取φ = 1.2π位于

检测盲区, 设待测微弱信号为幅度为 0.01(由上节
说明知对于幅度为 0.001的信号也能检测出来), 由
图 1知原策动力相位为0时系统的混沌向大周期转
化临界值为F d = 0.824, 取策动力频率w = 5, µ值
和初始值同 3.1小节. 在该组参数下, 系统的相图
表现为混沌而无法检测出待测信号. 仿真所得的系
统相图如图 2 (a)所示. 采用 “策动力移相法”后系
统的状态如图 2 (b)—(d)所示.

(a)

-2 -1 0 1 2
-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

x

-2 -1 0 1 2
x

-2 -1 0 1 2

x

y

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

y

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

y

(b)

(c)

0 4000 8000 12000 16000
-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

t

x

(d)

图 2 策动力移相前后的系统状态图 (a) α为 0时的相图; (b) α为 π时的完整相图; (c) α 为 π时系统稳定后的

相图; (d) α为 π时的 x时域图
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由图 2可以看出, 对原策动力进行移相处理
后, 系统的相图由混沌转化为大周期, 在该过程
中, 系统经一个短暂的过渡期后衍化为大周期状态
(图 2 (b)中的相轨迹图在大周期之前有一小段时间
的不稳定运动轨迹), 之后系统稳定地保持在大周
期态, 图 2 (d)中的x序列时域图的变化规律也能很

好地说明了这一点. 在大周期态运行时, 由于初始
值选取的敏感性等因素, 大周期态存在一个短暂的
稳化时间, 文献 [22]的实验结果也能说明这一点.

另外, 在该待测信号幅度条件下, 实验中加
入最大方差为 0.0625 (即幅度为 0.25)的高斯白噪
声时, 仍能据此方法检测出待测信号, 由此可以
给出该检测盲区消除方法可实现的检测信噪比为

10 lg(0.5×0.012/0.16) = −30 dB.该方法主要在于
消除检测盲区, 并未在提高检测信噪比方面进行深
化, 数据结果与已有的文献结果基本一致.

通过 “策动力移相法”进行检测盲区消除后,
系统状态由混沌态变为大周期态, 表示有待测信号
的存在, 这就实现了对检测盲区内的微弱信号检
测, 实验结果证明了该方法的可行性.

4 基于Halmiton系统的检测统计
量构造

前面主要对Duffing振子进行同频信号检测的
方法及改进进行了讨论, 实际中应用更加广泛的是
对任意未知频率信号的检测, 其利用的就是Duff-
ing振子的间歇混沌特性. 为进一步减少由观察相
图或时域图特征建立判断结果的主观性及操作不

便性, 本节中将通过构造检测统计量的方法来判定
系统所处的不同状态, 使得对任意频率信号的检测
方法更加完善, 可执行性更强.

4.1 Halmiton系统的基本概念

对于平面微分动力系统 ẋ = F (x), 其中
x = (x1, x2)

T, F = (f1, f2)
T, 若存在光滑函数

H(x1, x2), 使得 f1 = ∂H/∂x2, f2 = −∂H/∂x1,
即在动力系统中有

ẋ1 = ∂H/∂x2, ẋ2 = −∂H/∂x1. (9)
满足上式的动力系统称作Halmiton系统. 文献 [19]
指出, 在不考虑阻尼项和策动力项时, Duffing系统
的Halmiton量为

H(x, y) = y2/2− x2/2 + x4/4. (10)

该函数在一定程度上描述了系统的能量分布, 这给
本文设计检测统计量来实现任意频率信号的检测

提供了思路, 且设计的统计量需体现系统的完整
性, 同时能够有效区分信号检测过程中系统出现的
不同状态.

4.2 类Halmiton系统检测统计量的构造
及适应性分析

考虑在 (5)式的检测模型中, 存在一类似
Halmiton系统的函数H l(x, y)满足:

ẋ = ∂Hl/∂y = wy,

ẏ = −∂Hl/∂x

= w(−µy + x− x3 + Fd cos(wt) + s(t)).

(11)

在上式中, 分别对两个偏微分方程进行积分运算,
可得类Halmiton系统函数为

Hl(x, y) = w(y2/2 + µxy − x2/2 + x4/4

+ F sin(wt)/w +

∫
s(t)dt). (12)

之所以将该系统称为类Haltimon系统, 是因
为 (11)式并不严格满足Halmiton系统的要求. 另
外还因为, 由 (12)式确定的系统能量分布与 (10)式
中标准的Halmiton系统类似, 但整体的能量分布
曲线簇会有一定程度的旋转 (如图 3 ).

构造检测统计量时, 应保证所选的时间区间
[t0, tN ]是系统状态稳定保持的时间区间 (若运行时
间过短, 系统状态未完整表现出来, 可能会造成系
统状态的误判, 如大周期的时间长度至少为 2π/w,
间歇混沌的时间长度至少为 2π/∆w, 混沌的时间
长度应保证系统具有明显的相图特征), 这样基于
类Halmiton系统可构造如下检测统计量:

Tl =
w

N + 1

tN∑
ti=t0

(y2ti/2 + µxtiyti − x2
ti/2 + x4

ti/4

+ F sin(wti)/w)

+
w

tN − t0

∫ tN

t0

s(t)dt, (13)

在该统计量中, 对于待测微弱正弦信号 s(t), 由于
其为周期信号且单个周期内的积分值为 0, 所以∫ tN

t0

s(t)dt中仅有不足一个时间周期内的数值对

整个积分值有贡献, 另外微弱信号幅值较小, 所以
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积分项

∫ tN

t0

s(t)dt近似为 0. 这样检测统计量可进

一步简化为

Tl =
w

N + 1

tN∑
ti=t0

(y2ti/2 + µxtiyti − x2
ti/2 + x4

ti/4

+ F sin(wti)/w). (14)

应该说明的是, 此统计量能够根据 s(t)不同类型
(同频信号、具有一定频差信号或 0信号)时形成的
(xi, yi)分布不同, 进而产生不同的统计结果与系
统的各个状态 (大周期、间歇混沌、混沌)相对应. 另
外, 若实际环境中存在噪声, 则在统计量中应该加

入噪声项w

∫ tN

t0

n(t)dt/(tN − t0),对于大多数的零

均值噪声而言, 在较长时间内噪声项的数值也近似
为0, 这说明了构造的统计量和Duffing系统具有一
致的噪声免疫性.
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图 3 两种系统的能量分布 (a) Halmiton系统; (b) 类
Halmiton系统

4.3 基于检测统计量的任意频率信号检测

方法步骤

在构造出检测统计量后, 可针对固定参数下的
Duffing振子结构, 依次设定系统处于混沌、间歇
混沌、大周期状态 (暂不考虑倍周期振荡), 得到

三种状态下的检测统计量值域区间分别为: Ω1:
T l<T

(1)
l , Ω2: T

(2)
l < Tl < T

(3)
l , Ω3: Tl > T

(4)
l , 且

分界值满足的大小为T
(1)
l < T

(2)
l < T

(3)
l < T

(4)
l ,

确立这种大小关系是在不同状态之间预留了过

渡段, 其代表的状态关系如图 4所示. 之所以设
定这种大小关系, 是因为在Halmiton系统中, 其
能量分布曲线上的数值从内而外是依次增大的

(经过坐标原点 (0, 0) 点的曲线称为同宿轨道, 同
宿轨道以内 (内轨)能量值为负, 同宿轨道以外 (外
轨)能量值为正), 大周期态始终处于外轨其能量
值为正较大, 混沌态在内外轨之间来回跳变, 其
能量值相对较小. 而类Halmiton与Halmiton系统
的特性类似, 除了能量分布曲线整体有一个旋转
外, 其曲线簇上的数值大小关系与Halmiton系统
一致, 应为检测统计量就是按照能量分布构造的,
所以可知混沌态的检测统计量小于大周期态. 另
外, 从 (14)式的检测统计量本身分析, 在某一频率
下, 不同状态检测统计量的大小关系实质上就相
当于 y2/2 + µxy − x2/2 + x4/4在时间 [t0, tN ]内
数学期望的大小 (策动力一项只会因时间长度不
同, 不会因状态不同而不同, 故不考虑该项). 由于
−x2/2 + x4/4 = [(x2 − 1)2 − 1]/4, 所以该数学期
望可看作对两项二阶矩和一项四阶矩的数学期望,
这样就可以从能量 (功率谱)的角度分析: 混沌态的
功率谱表现为宽谱特性且数值较小, 大周期态的功
率谱表现为线谱特性且数值较大, 间歇混沌态的功
率谱同时具有宽谱和线谱特性, 但数值介于两者之
间. 据此可以得出三种状态的检测统计量关系满足
混沌 < 间歇混沌 < 大周期, 从而保证了图 4 中不
同状态检测统计量的大小关系成立. 此外, 对于混
沌态的检测统计量, 可以采用多帧数据的检测统计
量求平均的方式减小混沌态本身的不确定性, 且由
后文知, 混沌态的检测统计量值会随频率的变化而
略有浮动, 实际应用时可将频率较小时的检测统计
量值作为混沌态的边界值, 这不会影响最终的检测
结果, 因为信号检测主要运用的是间歇混沌和大周
期的检测统计量特性.

在图 4中, 预留的过渡段意义是相邻状态的检
测统计量值域区间没有严格的分界点或者分界点

难以确定, 引入它是为了说明当检测统计量落入过
渡段时, 需结合时域图特性或相图特性等其他特征
进行系统状态判断, 而在其他非过渡带的范围内
则可以直接按照检测统计量的计算数值判断系统
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所处的状态. 此处说明, 过渡段的设立是有物理现
象依据的, 例如在混沌与间歇混沌之间, 由于某些
间歇混沌实际发生了, 但是其间歇规律又不容易
辨认, 正如文献 [14, 16]指出间歇混沌容易辨认的
频率间隔为 0.03, 大于该频率间隔时实质上也是有
间歇混沌发生的, 正如 (7)式揭示的那样. 这种情
况下混沌与间歇混沌的检测统计量数值是比较接

近的. 又如在间歇混沌与大周期之间, 在策动力相
位 (或合成策动力相位)非 0时, 大周期状态会经过
一段稳化期, 系统稳定后其将保持在规律的大周期
态, 但是由于稳化期的存在, 有时会导致检测统计
量略小于标准大周期的检测统计量, 这时也需辅助
辨别后方能确定其状态. 关于T

(1)
l —T

(4)
l 的实验结

果将在下节给出.

Tll
T 

(1)

l
T 

(2)

l
T 

(3)

l
T 

(4)

图 4 不同状态的检测统计量范围

通过实验方法给出不同状态的检测统计量

范围后, 并引入频率控制模块使得混沌振子的
系统工作频率可调, 频率控制模块控制Duffing
振子工作频率的变化规律为wk = w·qk−1, 其中
0.97 6 q 6 1.03, 则基于Duffing振子的微弱信号检
测方法可以描述为:

1)初始化频率控制模块, 即令k = 1, 设定系统
开始的工作频率为w, 并将系统策动力幅值调整到
临界状态F d, 即在未加入待测信号时系统工作在
混沌状态;

2)加入待测信号, 选定可使系统维持在稳定状
态的时间段, 计算时域输出的检测统计量T l,k, 它
表示对应系统第k个工作频率wk下的检测统计量,
计算公式仍按照 (14)式进行, 只是在不同的wk时

系统的输出序列 (xi, yi) 会有不同, 因而每个频率
下的检测统计量也不同;

3)在k = 1时, 若T l,k > T
(4)
l , 说明存在同频

微弱信号, 若T l,k < T
(1)
l , 暂不做判断, 令策动力产

生一相移量π, 再次计算T l,k, 若T l,k > T
(4)
l , 则说

明通过策动力移相法检测出了同频信号. 此时频
率控制模块不再发生变化, 单次的信号检测过程完
成; 若出现的不是该现象, 则需进行进一步的信号

检测, 即待测信号为任意非同频信号的情形, 此时
令k = k + 1, 且使策动力相位还原为0;

4)计算新的检测统计量序列, 每计算一次令k

递增加 1, 若相邻的两个Tl,k和Tl,k+1同时位于Ω2

的范围之内, 则据此可以估计出待测信号的频率为
wx = (wk + wk+1)/2; 实际中由于不同策动力频率
时对应的Ω2的区间端点会有一定浮动, 所以通常
可采用寻找位于Ω2范围内的两个连续检测统计量

(其中有一个须为极大值)对应的频点作为待测信
号的频率范围; 至此, 频率控制模块所生成的工作
频率不再变化, 检测完成.

至此, 基于检测统计量的信号检测方法实现
了对任意频率微弱信号的检测, 并且可以自适应
地调节系统工作频率的个数, 相比较于振子阵列
法 [15,16] 或者构造策动力序列项 [9]的方法 (这两种
方法都需要提前预知待测信号的频率范围, 然后设
计能够覆盖此频率范围的固定振子阵列或者策动

力序列项, 进而根据时域图表现出的间歇混沌特性
确定待测信号的频率), 该方法在不知道待测信号
频率范围的情况下, 也能够在检测统计量满足要求
的频点处检测到待测信号, 并使系统不再产生冗余
结构. 实质上这种方法也可看作是对振子阵列法或
者策动力序列项法等的进一步完善.

5 检测统计量用于微弱信号检测的实
验分析

5.1 不同状态的检测统计量特性

在本节的仿真实验中, 采用如 (5)式的信号检
测模型, 取µ = 0.5, 仿真步长为0.1, 系统总的仿真
时长为 1500, 系统的初始值 (x0, y0) = (0, 1), 混沌
振子的策动力项和待测信号均不考虑初相影响, 待
测微弱信号的幅度为 0.01, 振子的工作频率和待测
信号频率在不同的实验中设置会有区别, 这样对不
同参数变化时的检测统计量变化情况进行仿真, 得
到的实验结果如图 5 (a)—(f) 所示.

图 5 (a)给出了w = 1时的检测统计量随策动

力幅值变化的曲线, 如 3.1小节所述, 本实验对策
动力的幅值变化只考虑到小数点后第三位. 由
曲线数据可知, 对于该固定结构的Duffing振子而
言, 其策动力幅值的临界值为 0.824, 当F > 0.824

时系统发生状态转化由混沌态变为大周期态, 混
沌态的T l约小于 0.42, 大周期态的T l约大于 0.62.
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图 5 (b)为F = 0.824, w = 1时间歇混沌现象中, 不
同的频率间隔∆w时对应的检测统计量变化. 当
∆w = 0时为策动力与待测信号同频的情况, 此
时的系统输出状态为大周期, 由图像中可以看出
此时的T l数值约为 0.62, 这和图 5 (a)的结果是一
致的. 当∆w ̸= 0时, 系统发生间歇混沌, 图中

给出了∆w 6 0.03时的间歇混沌状态下的检测

统计量范围, 有T l ∈ [0.45, 0.52]. 为了便于分析,
图 5 (c)将检测统计量随策动力的变化曲线与临界
值F = 0.824时不同频差所引起间歇混沌的检测统

计量同时显示, 从中可以看出: 混沌、间歇混沌和大
周期的检测统计量数值具有较大区别.

0.810 0.815 0.820 0.825 0.830 0.835
0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

0.55

0.60

0.65

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

0.55

0.60

0.65

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

0.55

0.60

0.65

0.70

F

0.810 0.815 0.820 0.825 0.830 0.835

F

0.810 0.815 0.820 0.825 0.830 0.835 0.840

F

0.810 0.815 0.820 0.825 0.830 0.835 0.840

F

T
l

T
l

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

0.55

0.60

0.65

T
l

T
l

T
l

T
l

(a)

0 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035
0.44

0.46

0.48

0.50

0.52

0.54

0.56

0.58

0.60

0.62

Dw

(b)

(c)

w=0.4
w=1
w=2
w=5
w=10

(d)

dw=0.01
dw=0.02
dw=0.03

(e)

0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.020
0.43

0.44

0.45

0.46

0.47

0.48

0.49

0.50

0.51

0.52

0.53

A

dw=0.01
dw=0.02
dw=0.03

(f)

图 5 不同参数时的检测统计量 Tl 变化曲线 (a) w = 1, 策动力幅度变化时的 Tl; (b) F = 0.824, w = 1, 间歇混沌中
频率间隔变化时的 Tl; (c)将w = 1, 策动力幅度变化时的 Tl和临界状态下 (F = 0.824) 不同的频率间隔产生间歇混沌
时的 Tl同时显示; (d)在不同的策动力频率下，策动力幅度变化时的 Tl; (e) w = 1, 间歇混沌中在不同的频率间隔下, 策
动力变化时的 Tl; (f) F = 0.824, w = 1, 间歇混沌中在不同的频率间隔下, 待测信号幅度变化时的 Tl

图 5 (d)仿真了不同的策动力频率时检测统
计量随策动力的变化曲线, 特别地, 图中给出了
w = 0.4 [6]时的曲线变化情况, 实验结果为随着w

的增加, 临界状态的检测统计量数值会有所下降,
但是大周期态的检测统计量量基本不随频率变化

而变化; 同时可以看出混沌态的T l约小于 0.43, 大

周期态的T l大于 0.62. 另外可以看出, 不同频率时
混沌向大周期转化的临界值F d 都是一样的, 均在
0.824 处, 这也为前文中以图 1的实验结果为基础
进行 3.2小节的方法验证提供了实验依据. 该实验
是对不同待测信号频率下的检测统计量变化情况

所进行的讨论, 目的是要实验得出不同频率信号的
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不同状态检测统计量范围共性, 为利用间歇混沌特
性实现信号的频率检测提供依据. 此处的实验表
明, 对于不同频率的信号而言, 间歇混沌态的检测
统计量范围均位于 0.45到 0.62之间. 若Duffing系
统的其他参数变化时, 检测统计量的范围必然也会
发生变化, 但本文利用的是固定参数 (如µ和系统

初始值等)下的结构进行未知信号的频率检测, 所
以此处给出的是不同信号频率下各状态的检测统

计量范围, 而不必再仿真Duffing结构中不同参数
时的检测统计量范围.

图 5 (e)所示为w = 1时, 在间歇混沌的幅值
范围内, 让策动力幅值F在 0.821—831以 0.001的
步长变化 (F的变化需满足 (7)式中间歇混沌发生
的条件), 得到不同频差下间歇混沌的检测统计
量范围. 在这种情况下, 间歇混沌的检测统计量
范围会比之前实验的几种情况的大, 其范围约为
T l ∈ [0.45, 0.62]. 图 5 (f)为F = 0.824, w = 1时待

测信号幅度在 0.01—0.02变化时不同频差下的检
测统计量变化曲线. 所得的检测统计量除个别点外
也基本位于T l ∈ [0.45, 0.52]. 另外从该图实验结果
也可以看出, 随着频差∆w的增大, 间歇混沌检测
统计量的数值也整体有所下降 (往混沌方向的检测
统计量的数值靠近, 或者说检测统计量向过渡段靠
近), 这与已有的研究成果指出的∆w增大时间歇

混沌将变得不明显的结论是一致的.
综合以上仿真结果, 本文给出了Duffing振

子用于信号检测时系统不同状态的检测统计量

范围, 即T
(1)
l = 0.42, T

(2)
l = 0.45, T

(3)
l = 0.6,

T
(4)
l = 0.62(图 5 (d)和图 5 (f)说明混沌和间歇混沌
的检测统计量没有严格区分, 图 5 (e)的实验说明
间歇混沌的检测统计量数值也会接近大周期的检

测统计量, 实际上图 2实验中具有短暂稳化时间的
大周期态的检测统计量也和间歇混沌的最大检测

统计量接近, 这些都说明了在不同状态的分界处应
该预留一个过渡段). 有了这些不同状态的检测统
计量范围, 就可以按照该范围设定检测统计量的门
限 (结合图 4的示意), 由系统输出状态按照 (14)式
计算的数值大于某状态的左端点门限而小于其右

端点门限, 则说明此时系统处于该状态, 通过这种
数值比较的方式提高了检测效率. 只有当检测统
计量的值位于过渡段范围内时, 才结合其他辅助方
法对系统状态予以进一步的确认, 状态确认后即能
给出相应的信号检测结果. 由于对未知信号的频
率检测主要是利用间歇混沌的特性, 结合图 5 (d)

的实验结果可知, 若所要检测的信号频率增大 (或
减小), 则间歇混沌态左端点门限应适当减小 (或增
大). 或者, 不用专门调整门限, 而在若干进入该状
态范围的检测统计量中以极大值及其相邻的检测

统计量所在的两个频率点作为未知信号频率估计

范围, 这样就避免了由于调整门限而带来实现过程
的复杂性.

5.2 振子阵列法信号检测实验

在本文的方法中, 通过频率控制模块寻找到
检测统计量出现极大值处所在的两个相邻频点后,
就可以得到待测信号的频率估计, 此时振子的策
动力频率不再变化, 这里的极大值就是在不同频
率对应的检测统计量序列中寻找最大值即可, 在
matlab仿真中通过 “max”函数命令就可实现, 在
其他仿真程序中也可用比较法实现, 之所以称为
极大值是因为仅是对离散频率对应的检测统计量

来讨论的. 此处为了突出检测统计量的构造对于
振子阵列法的完善, 所以结合检测统计量进行能
覆盖待测信号频率的振子阵列实验 [16]. 设定系
统工作在临界状态F d = 0.824, 系统的基准频率
w = 1, 待测信号幅度同上节, 频率wx = 2, 振子阵
列数为 30, 则该阵列能测量的信号频率范围为 [1,
1×1.0330−1] = [1, 2.3566]. 基于检测统计量的振子
阵列法信号检测仿真实验结果如图 6所示. 图 6 (a)
为不同标号振子处的检测统计量曲线, 可以看出在
24号振子处, 检测统计量出现了极大值, 且 24, 25
号振子的检测统计量的值都位于Ω2范围内, 则这
两个振子所在的频点就是待测信号的频率范围 (不
选择 23, 24号振子所在频点处作为待测信号频率
范围是因为23号振子处的检测统计量值不在Ω2范

围内), wx = (1.0324−1 + 1.0325−1)/2 ≈ 2.0032, 估
计误差为 0.16%. 图 6 (b)和 (c)给出了这两个振子
处的系统输出时域图, 间歇混沌的特性比较明显且
容易辨认. 事实上, 检测统计量也检测出了 26号振
子处出现了间歇混沌, 其检测统计量的值在图 6 (a)
中也大于 0.45, 但若分析其时域图 (图 6 (d))又发现
这种间歇混沌在时域难以辨认, 这样也说明了检测
统计量方法可以检测到频差间隔更大而在时域无

法辨认的间歇混沌现象, 表现出了该方法的优越性
能. 在信噪比范围的适应性方面, 通过加入不同方
差的高斯白噪声后进行实验发现, 在本文参数下,
方法最大可检测的信噪比约为−35 dB.
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图 6 基于检测统计量的振子阵列法信号检测结果 (a)不同标号振子处的检测统计量曲线; (b) 24号振子的时域
图; (c) 25 号振子的时域图; (d) 26号振子的时域图

5.3 适应步长型间歇混沌信号检测实验

仿真参数设置仍同上节, 不同求解步长的个
数为 30, 在满足采样定理的条件下, 令方法中所
需的 f s = 100. 基于检测统计量的适应步长法 [9]

信号检测的仿真实验结果如图 7所示. 图 7 (a)给
出了不同的求解步长时的检测统计量曲线, 按照
检测统计量数值变化出现极大值且其所在的相邻

两个求解步长对应的频点位于Ω2, 则将这两个频
点作为待测信号的频率范围, 同样也检测出了该
信号. 图 7 (b)和 (c)的时域图是为了说明确实在
第 24和 25个求解步长时发生了间歇混沌. 另外,
图 7 (a)中还出现了第 26和 27个求解步长所在的
频点位于Ω2的情形 (这两者的检测统计量未出现
极大值), 图 7 (d)的时域图像也说明了在该情形下
的系统状态为间歇混沌. 若基于传统方法, 则有可
能将第25, 26个或第26, 27个频点作为待测信号的
频率范围,二者的频率中间分别为2.0633和2.1252,
导致的检测误差将分别是 3.16%和 6.26%, 这样基
于检测统计量的方法精度就分别是这二者误差精

度的约 20和 39倍. 实验说明了融入检测统计量
的适应步长方法不仅避免了观察法定性分析的主

观性, 而且能够提高信号检测的精度性能. 进一
步, 实验确定了该情况下的最大检测信噪比为约为

−31 dB, 相比 5.2小节的信噪比范围有所减小, 这
是因为该情况下的信噪比还会受到不同采样频率

的影响.
通过以上的实验说明, 在Duffing系统中建立

基于检测统计量的信号检测方法是可行的, 并且它
可以有效地与传统方法进行结合, 避免了状态判断
的主观性, 提高了信号检测结果的误差精度, 能够
很好地实现对任意频率微弱信号的检测.

特别需要说明的是, 仿真实验为说明检测统计
量的有效性及用于信号频率检测的实现过程, 在
5.2和 5.3小节中结合振子阵列法和适应步长法且
限定了频率范围来进行说明. 事实上, 对于频率范
围未知信号的检测通过本文方法也可以实现. 主
要有两种途径: 一是采用文献 [15, 16]中的速度标
记法将未知频率信号映射到固定的圆频率范围内,
然后采用本文方法进行频率检测, 最后根据速度标
记的逆转换过程化为实际频率, 需要注意的是, 若
待估计信号的频率范围较大时, 在速度标记法后应
相应地提高精度处理过程, 这样才能降低估计的
相对误差; 二是直接采用本文方法使频率控制单
元次数不断增加, 直到搜索到检测统计量的极大
值, 且要保证极大值位于间歇混沌态的检测统计量
范围内. 由之前的实验过程知, 有可能出现其他非
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真实频率点处的统计量也进入间歇混沌态检测统

计量范围的情况 (如图 6 (a)中的 26号振子、图 7 (a)
中的 26和 27 号振子), 此时应该选取这些数值中

的极大值及其相邻检测统计量也位于间歇混沌

态统计量范围的频率区间作为对未知信号的频率

估计范围.
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图 7 基于检测统计量的适应步长法的信号检测结果 (a)不同序号求解步长处的检测统计量曲线; (b)第 24个求
解步长的时域图; (c)第 25 个求解步长的时域图; (d) 第 26个求解步长的时域图

6 结 论

1)针对Duffing系统同频信号检测存在检测盲
区的问题, 提出了一种 “策动力移相”的方法对检测
盲区予以消除. 当加入检测信号后若系统状态维持
在混沌状态, 暂时不做信号有无的判断, 令策动力
初相产生一相移量π后再次测试系统状态, 出现了
混沌到大周期的变化则说明待测信号存在, 这样就
不会造成误判. 考虑到策动力中不同初相对应的临
界工作状态值不同, 在检测时应将策动力初相调节
为0.

2)从降低传统诸多方法在状态判决时采用观
察法的主观性, 构造了基于类Halmiton系统的检
测统计量作为系统状态的量化判断标准. 理论分
析了该检测统计量具有一定的噪声适应性, 这与
Duffing系统本身具有噪声免疫性是一致的, 保证
了统计结果不会受噪声干扰.

3)基于检测统计量建立了实现任意信号检测
的方法步骤. 通过不同情况下系统状态的检测统计

量规律, 用实验分析方法给出了不同状态的检测统
计量范围, 为直接应用检测统计量的数值进行系统
状态判断提供了数据支撑. 将检测统计量与现有方
法相融合进行的实验表明, 其操作可执行性和检测
性能都得到了提高, 这对于现有方法也是体系上的
完善.
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Abstract
Aiming at the blind angle in detecting weak signals of the same frequency by Duffing oscillator, a novel method

of dephasing for the driving signals is proposed to eliminate the blind angle. According to the characteristic of weak
signals, expression of blind angle is analyzed, and then the range of blind angle is found out, which corresponds to
the amplitude of a new driven signal synthesized from the original driven signals and the unknown one. By making
the original driven signal phase shift a degree of π, detection for the same frequency signal can be realized when the
synthesized signal is located in the blind angle region, whose feasibility is proven by an experiment that it remains in
chaotic status in the case of blind angle but becomes a great period status after the original driven signal’s phase is
dephased by π. To overcome the drawbacks of qualitative analysis and distinguish effectively different status in signal
detection course, a detection statistics based on likelihood-Halmiton system is constructed. On the basis of it, a diagram
of detection for any frequency signal is drawn. The key point is to make it as an unknown signal’s frequency range where
there are two adjacent frequency values whose corresponding detection statistics both located in the range of intermittent
chaotic status, while one of them is just corresponding to the maximum value of the detection statistics. By simulations
of different circumstances, detection statistics for numerical ranges of chaos, intermittent chaos, and great period is
summarized. Furthermore, detection for any frequency signal may be realized by use of the numerical range. It is shown
that the proposed method could not only provide quantitative judgment for the system status, but improve the signal
detection performance. Also, it could be combined well with the traditional oscillator array method or adaptive step
intermittent chaotic oscillator method, which further can improve some existing signal detection methods with Duffing
oscillator.

Keywords: Duffing oscillator, weak signal, blind angle, detection statistic
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