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一种用保角变换求解带电Kelvin电容器边缘效应
所产生静电力的解析模型∗

李世松1)2)† 张钟华2) 赵伟1) 黄松岭1) 傅壮1)

1)(清华大学电机系, 北京 100084)

2)(中国计量科学研究院, 北京 100029)

( 2014年 9月 24日收到; 2014年 10月 13日收到修改稿 )

提出了一种用于弱力测量的带电Kelvin电容器产生静电力的新型工作方式. 该工作方式的优点是在机
械上可明显简化静电力的实现, 避免了带电Kelvin电容器在传统工作方式下需要同步移动中心电极和保护电
极的困难; 缺点是因Kelvin 电容器的边缘效应, 会不可避免地随之产生一个小的静电力分量, 需要准确建立
它的数学模型, 方可清晰地评估它对测量结果的影响. 为解决此问题, 本文采用部分电容模拟和保角变换, 将
二维电场的计算转换为一维电场计算问题, 并基于此, 得到了一种合理表征Kelvin电容器边缘效应所产生静
电力分量的解析模型. 通过与一个具体计算实例的有限元计算求解结果相比较, 分析了所建立的解析模型的
准确性.

关键词: 电场分析, 保角变换, 解析模型, 弱力测量
PACS: 06.20.f–, 41.20.–q, 45.20.da DOI: 10.7498/aps.64.060601

1 引 言

随着现代工业和科学技术的进步, 特别是生
物医学和材料科学的快速发展, 对 10−2 N以下
弱力的准确测量和绝对量值溯源, 已经成为相关
领域关注的焦点之一 [1−3]. 例如, 校准磁盘头的
接触力约为 10 mN [4]; 薄膜硬度测试所需的力
约为 1 µN—10 mN [5]; 使化学键断裂的力约为
1—2 nN [6]; 单分子拉力约为 1—500 pN [7]; 激光
斑点产生的力约为 6.6 pN [8,9]; 单电子自旋力约为
aN量级 [10]等. 图 1中归纳了常用的弱力测量方
法及其测量范围, 实现这些测量方法的仪器设备
主要包括: 砝码天平 [11]、原子力显微镜 [12,13]、光

镊 [14,15]、磁共振力显微镜等 [10,16].
从力学量值溯源的角度看, 弱力测量最终要溯

源到质量的基本单位——千克. 而质量单位千克

现在仍采用铂铱合金制成的实物作基准.使用实物

10-2 N

10-6 N

10-10 N

10-14 N

10-18 N

图 1 (网刊彩色)弱力测量方法及其测量范围
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基准的一个问题是其量值会随时间的推移发生未

知的漂移 [17]. 为了消除基本单位千克量值随时间
的漂移, 保证力学溯源体系的稳定性, 目前国际上
正在进行建立质量量子基准的相关研究工作 [18],
其中一种重要的方法, 就是设法将砝码的重力用电
磁力来表征 [19]. 20世纪, 电学计量中出现了两个
准确度极高的量子基准——约瑟夫森电压基准和
量子化霍尔电阻基准, 它们将电学计量的准确性提
高了 2—3个数量级 [20]. 采用电学量子基准实现的
电磁力 (磁力或静电力)高度准确, 已经成为力学测
量领域较理想的计量基准之一.

鉴于此, 国际上提出了一种所谓 “静电天平”
的弱力测量或溯源的方法 [21]. 它的基本原理是将
要测量或溯源的弱力用带电压电容器所产生的静

电力来平衡, 即

f =
U2

2

∂C

∂z
, (1)

其中, f是需要测量的弱力, ∂C/∂z为电容器的电
容量C对竖直坐标 z的偏导数, U代表施加在电容
器两极板上的电压. 由于电压可溯源至约瑟夫森电
压基准 [22], 电容可溯源至计算电容基准 [23], 长度
量可溯源至光学量子基准. 因此, 原理上讲, 由 (1)
式产生的静电力可以达到很高的准确度.

带电Kelvin电容器是静电天平常用的一种静
电力实现方式. 传统的带电Kelvin电容器产生静
电力的方式, 相应的计算和测量均较为简单, 且边
缘效应小; 但是, 在其实现过程中, 需同步移动中
心电极和保护电极, 机械实现的难度相当大. 另外,
带电Kelvin电容器在传统工作方式下的电场分布
比较分散, 需要采取较为细致的屏蔽防护措施, 否
则, 在测量过程中会存在因泄露而产生的附加力.

本文第 2部分中提出了一种带电Kelvin电容
器产生静电力的新型工作方式, 它可使静电力在机
械实现上变得大为简化, 且电场分布比较集中, 因
此屏蔽防护的实现也较为简单. 但缺点是在该工作
方式下, 带电Kelvin电容器的边缘效应会不可避免
地随之产生一个小的静电力分量, 需要准确建立其
数学模型, 从而能较容易地对测量结果进行修正.
针对该问题, 本文第 3部分采用部分电容模拟和保
角变换, 建立了带电Kelvin电容器边缘效应所产生
的小静电力分量的解析模型. 为验证所建立解析模
型的准确性, 本文第 4部分以一个具体实例的有限
元计算结果与所建立的解析模型的计算结果进行

了比较.

2 带电Kelvin电容器产生静电力的
新方式

图 2 (a)给出了带电Kelvin电容器产生静电力
的传统方式, 其中, 中心电极 1悬挂在力 (矩)比较
器上, 并通过解耦装置与比较器解耦; 保护电极 3
环绕中心电极, 拓展电极 2被固定在保护电极和中
心电极下方, 并与中心电极平行. 在产生静电力时,
拓展电极接高电位端, 而中心电极和保护电极接低
电位端.
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图 2 (网刊彩色)带电Kelvin电容器产生静电力的两
种方式

图 2 (a)所示的带电Kelvin电容器系统所包含
的能量为

E1 =
U2

2
(C12 + C23), (2)

其中, C12为中心电极 1与拓展电极 2之间的电容;
C23为拓展电极 2与保护电极之间的电容; U为电

容器上施加的电压. 根据虚功原理, 力 (矩)比较器
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所感知的静电力为

f1 =
U2

2

∂C12

∂z
. (3)

应注意, 虽然电容C23的能量变化也可产生静

电力, 但保护电极与力 (矩)比较器之间并无机械连
接, 故其产生的静电力不会被感知.

为了实现充分的屏蔽, 保证对三端电容的准确
测量, 图 2 (a)所示的产生静电力的传统方式, 一般
需要使保护电极与中心电极保持同步运动, 但这在
机械实现上是较为烦琐的, 且容易因屏蔽不完善而
引入新的附加静电力. 另外, 图 2 (a)中所示出的背
景, 为Kelvin电容器施加电压时的电位分布, 所标
数字表示等电位线的电位与所加电压U的比例系

数. 不难看出, 此条件下电容器周围的电场比较发
散, 特别是力 (矩)比较器附近电位较高, 因此, 需要
设计较为完善的屏蔽防护, 以避免测量过程中产生
附加静电力.

为避免带电Kelvin电容器静电力传统产生方
式下由于保护电极运动以及电容器中电场发散可

能导致产生附加的静电力, 并简化所需精密机械部
分的设计, 本文提出了一种如图 2 (b)所示的带电
Kelvin电容器产生静电力的新方式. 在这种新方式
下, 拓展电极与力 (矩)比较器通过解耦装置连接,
中心电极和保护电极被固定在拓展电极的下方. 通
电时, 中心电极接高电位端, 而拓展电极和保护电
极接低电位端. 从图 2 (b)所示的Kelvin电容器的
电位分布可以看出, 这种新型的静电力产生方式相
比传统方式, 电场分布更为集中, 且力 (矩)比较器
附近电位接近 0, 因而屏蔽防护的实现会更加简单.
在采用该带电Kelvin电容器静电力产生新方式下,
Kelvin电容器的静电能量为

E2 =
U2

2
(C12 + C13), (4)

其中, C13为中心电极与保护电极之间的电容.
图 2 (b)所示带电Kelvin电容器产生的、由力比
较器能感知的静电力为

f2 =
U2

2

(∂C12

∂z
+

∂C13

∂z

)
. (5)

从 (5)式可以看出, 图 2 (b)所示的带电Kelvin电容
器产生的静电力包括两个部分: 由电容C12的能量

变化产生的静电力 f12, 以及由电容C13的能量变

化产生的静电力 f13. 其中, f12为Kelvin电容器所
产生的静电力的主要部分, 称为主静电力分量; 而

f13则是由电容器的边缘效应引起的, 其量值相对
于 f12较小, 称为边缘效应分量.

在图 2 (b)所示带电Kelvin电容器产生静电力
新方式下, 所产生的静电力主分量 f12, 可按经典的
平板电容器的静电力的计算公式进行计算 [24], 即

f12 = −U2επ(2R0 + δ)2

8d2
, (6)

其中, ε为平板电容器两极板间介质的电容率, R0

为中心电极的半径, δ 是中心电极与保护电极之间
的气隙宽度, d为中心电极与拓展电极之间的竖直
距离.

截至目前, 文献中还尚无关于电容C13的能量

变化产生的静电力即边缘效应分量 f13的解析计算

方法. 针对于此, 在本文下节中, 提出了一种基于
部分电容和保角变换的解析计算方法.

3 静电力边缘效应分量的解析模型

保角变换可将 z = x + jy平面上的非圆边界
映射为 ξ = u + jv平面上的圆边界, 结果可使所求
解的问题得以简化 [25−27]. 在求解由C13的能量变

化所产生的静电力边缘效应分量 f13时, 所遵循的
基本思路是: 首先采用部分电容模拟的办法, 即将
C13的模型简化为三个独立电容之和; 应注意, 在
此过程中, 需保证Kelvin 电容器所产生的电场分
布保持不变; 然后, 采用保角变换, 分别求解三个部
分电容产生的静电力, 进而求出 f13.

R0

R

d

DR D

p p



q q

δ

h0
x

z

y
 

图 3 (网刊彩色) Kelvin电容器剖面结构参数示意图

图 3为Kelvin电容器的剖面结构参数示意图.
其中, 圆盘形中心电极的半径为R0, 圆盘形拓展电
极的半径为R, 圆环形保护电极的内外半径之差为
∆R, 中心电极和保护电极的厚度均为h0, 它们到
地电位的竖直距离为D. 根据电容的定义, 中心电
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极与保护电极之间的电容C13可以写成

C13 =
Q

U
, (7)

其中, Q为中心电极上所带的电荷量, U为中心电
极与保护电极之间的电压.

取图 3中由虚线围成的封闭几何体W , 由于
图 3所示Kelvin电容器结构为剖面图, 图中所选取
的p和 q 分别为两条与圆盘形中心电极同心的封闭

圆曲线. 根据高斯定理, (7)式中的电荷量Q可按下

式计算:

Q=ε

(∫
S1

E · dS+
∫
S2

E · dS+
∫
S3

E · dS
)
, (8)

其中, E为电场强度S1对应于图 3中W上曲线p之

上的表面积, 即封闭几何体W在中心电极以上表

面的面积; S2对应W上曲线p与曲线 q之间的表面

积, 即W在中心电极与保护电极之间的表面积; S3

对应图中W上曲线 q以下的表面积, 即W在中心

电极以下表面的面积.
若能分别求出S1, S2和S3曲面上的电通量,

那么, 电容C13就可以根据 (7)式求解出来. 现定
义如下三个被分解的部分电容C1, C2和C3, 具体
表示为

Ci =
1

U
ε

∫
Si

E · dS (i = 1, 2, 3). (9)

y

x

v

u

֓β β-1 1֓α α

z 

ξ 

a b

a b

c

c B

A

d

d

e f

e f

(a)

(b)

图 4 (网刊彩色)计算C1时所采用的保角变换模型

求取C1解析表达式时, 采用如图 4 (a)所示的
对称缝隙电容器模型来模拟其周围电场的分布. 在
该模型中, 通过点A平行于x轴的点 a与点 f之间
的线段, 代表了拓展电极; 在x轴上, 点 a与点b之

间的线段代表中心电极, 点 e与点 f之间的线段代
表保护电极; 由于中心电极与保护电极之间的空气
隙远小于圆盘形中心电极的半径以及圆环形保护

电极的内外径之差, 即 δ ≪ R0或 δ ≪ ∆R, 因此,
在建模过程中可近似认为线段 ab和线段 ef关于 y

轴对称. 同时, 为方便计算, 在 z下半平面上设置一

个与拓展电极af关于x轴对称的镜像电极.
在模拟过程中, 假设 z平面上的点 a, c, f, d分

别在无穷远处, 其在 ξ平面上的映射值分别为−β,
−α, α, β, 见图 4 (b); ξ平面上的点b和 e对应于 ξ

平面上的−1和 1点; 点A和B对应 ξ平面上的∞
点和0点. 显然, 应满足关系0 < α < 1 < β.

根据计算模型中零极点的个数, 计算C1所采

用的保角变换应满足如下形式:

z =A0

∫
(ξ − 1)(ξ + 1)

(ξ − α)(ξ + α)(ξ − β)(ξ + β)

× dξ +B0, (10)

其中, A0和B0为未知常数.
(10)式的积分函数可以分解为如下的分式和

的形式:
(ξ − 1)(ξ + 1)

(ξ − α)(ξ + α)(ξ − β)(ξ + β)

=
1

β2 − α2

(
1− α2

ξ2 − α2
+

β2 − 1

ξ2 − β2

)
. (11)

对 (11)式中的各项分别进行积分, 则可将 (10)式
改写为

z = M

(
ln ξ + α

ξ − α
+ ln ξ + β

ξ − β

)
+N. (12)

将图 4中A和B两点的边界条件代入 (12)式, 得到

M =
d

π
; N = jd. (13)

由于图 4所采用的保角变换为对称变换, 故有
αβ =1. 则 (10)式可写成

z =
d

π

(
ln ξ + α

ξ − α
+ ln αξ + 1

αξ − 1

)
+ jd, (14)

其中, α的数值可用变换式在b点或 e点的对应条
件进行求解, 即

d

π

(
ln 1 + α

1− α
+ ln 1 + α

α− 1

)
+ jd =

δ

2
. (15)

由 (15)式解出α, 可得到

α =

exp
(
πδ

4d

)
− 1

exp
(
πδ

4d

)
+ 1

= tanh
(
πδ

8d

)
. (16)
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由此, 由 (16)式得到相应的保角变换结果后,
便可将二维电场计算问题简化为一维电场的计算

问题. 电极abc与电极def之间的电容C∆为

C∆ =
ε

π

(
ln α+ β

2α
− ln 2β

α+ β

)
. (17)

应注意, (17)式所表征的模型为双对称模型在
单位缝隙长度上电容的表达式. 而实际上, C1仅包

含上述模型的一半电通量, 且中心电极与保护电极
之间的缝隙总长度为π(2R0+δ),故C1应被表征为

C1 =π

(
R0 +

δ

2

)
C∆

=ε(2R0 + δ) ln α2 + 1

2α
. (18)

由于α是竖直坐标 z的函数, 故电容C1的能

量会随着可动电极的移动而发生变化, 并产生静
电力.

类似对C1的求解, 现采用保角变换再求解电
容C2的解析表达式. 计算C2所用的保角变换为

ξ = ln |z|+ j · arg(z), (19)

其中, arg(z)为向量z的相角. 如图 5所示, z平面
上, 中心电极的外圆映射到 ξ平面上为u = ln(R0),
0 < v 6 2π; 圆环形保护电极的内圆映射到 ξ平面

上为u = ln(R0 + δ), 0 < v 6 2π.

z

ξ

x

y

v

p

u
In(R0) In(R0+δ0)

R0+δ0

R0

(a)

(b)

图 5 (网刊彩色)计算C2所使用的保角变换模型

利用 (19)式, 可将 z平面上的同心圆电容器变

换为 ξ平面上的平行板电容器, 其电容为

C2 =
2πεh0

ln(R0 + δ)− lnR0
, (20)

其中, h0为中心电极和保护电极的厚度.

从 (20)式可知, C2与拓展电极的位置d无关,
即电容C2中存储的静电能量在竖直方向上保持恒

定, 因此电容C2并不会产生静电力.
而对电容C3, 可直接采用计算C1的变换模型

进行求解. 鉴于由中心电极到零电位面的距离为
D, 则C3的表达式为

C3 = ε(2R0 + δ) ln

tanh2

(
πδ

8D

)
+ 1

2 tanh
(
πδ

8D

)
 . (21)

同样地, 由 (21)式可知, 电容C3中存储的静电

能量在竖直方向上也保持恒定, 因而也不会产生静
电力.

从上述分析可看出, 在图 3所示的封闭几何体
W上, S2和S3表面的电通量C2U , C3U在拓展电

极的移动过程中均保持不变, 即W表面电通量的

变化主要由C1U所引起. 根据虚功原理, 静电力
的大小仅与静电能量的变化有关, 故在求解带电
Kelvin电容器静电力边缘效应分量 f13时, 只需考
虑有关C1的模型即可, 即

f13 =
U2

2

∂C1

∂z
. (22)

4 模型验证

现采用一个有限元计算的实例, 来验证在带
电Kelvin电容器静电力产生的新型方式下, 本
文所提出的表征所附带生成的静电力边缘效应

分量的解析模型的正确性. 模型参数设置如下:
R0 = 109 mm, R = 150 mm, ∆R = 40 mm,
δ = 1 mm, d = (10 + z) mm, h0 = 5 mm; 电
容器极板所加电压U = 100 V.

对上述实例, 采用本文提出的解析模型和以有
限元方法计算出的结果如图 6所示. 从计算结果可
以看出, 本文所建立的求解带电Kelvin电容器边缘
效应分量解析模型的计算结果与采用有限元法计

算的结果的符合度较好. 进一步的数据分析显示,
两者之间的相对误差的平均值为−3.8%. 分析认
为, 该误差主要是由于解析模型将图 4 (a)中的保
护电极和中心电极的径向长度近似认为相等所致.
显然, 假设的情形仅在圆环形保护电极外半径为无
限大时才成立. 为核实该结论, 本文还以有限元方
法计算了上述实例的保护电极和拓展电极在径向

都延伸 60 mm的情况. 计算结果见图 6 , 当圆环形
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保护电极的内外半径之差∆R = 100 mm时, 解析
模型计算结果与采用有限元法计算的结果的相对

误差会减小至−2.4%.

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
0

1

2

3

4

5

/
m
N

z/mm

DΡ=40 mm

DΡ=100 mm

图 6 (网刊彩色)算例有限元计算结果和解析模型计算结
果对比

应注意, 由带电Kelvin电容器所产生静电力的
边缘效应分量 f13在量值上, 仅约为主静电力分量
f12的百分之几. 与采用有限元方法计算结果的比
较表明, 采用本文所建立的解析模型对 “静电天平”
静电力边缘效应分量进行修正, 可使测量结果的准
确度提高约两个数量级.

5 结 论

针对带电Kelvin电容器在传统方式下产生静
电力时, 需同步移动中心电极和保护电极, 且存在
电场较为分散的缺点, 提出了一种用于弱力测量的
带电Kelvin电容器静电力产生的新方式. 该静电
力产生方式在机械实现上非常简单, 且使电场变得
更为集中, 易于实现较完善的屏蔽防护. 但这种产
生静电力的新方式存在的一个缺点是, 带电Kelvin
电容器产生主静电力的同时, 还会伴生一个小的静
电力分量, 即边缘效应分量, 对其需要建立准确的
数学模型, 才能保证最终测量结果的准确性.

为求解带电Kelvin电容器新工作方式下所产
生的静电力边缘效应分量, 提出了一种部分电容模
拟方法, 将与边缘效应相关的电容分解为三个部分
电容之和, 每个部分电容均采用保角变换求解. 通
过采用保角变换, 将二维电场的计算转换为一维电
场的计算, 得到了表征带电Kelvin电容器所产生静
电力边缘效应分量的解析模型. 具体计算实例的
有限元方法计算结果, 与所建立解析模型的计算结
果相比较表明, 所建立的解析模型具有较好的准确

度. 受保角变换近似条件的限制, 解析模型与有限
元计算之间仍存在一定误差, 需要更进一步地深入
研究.
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Abstract
We present a new realization of weak electrostatic force based on Kelvin capacitor, which, compared with the

conventional realization, simplifies the mechanical design without synchronously moving the central and guard-ring
electrodes. However, a residual force due to the edge effect of the capacitor should be accurately known. In this paper,
an analytic model of the electrostatic force generated from the edge effect is presented based on conformal transformations.
The accuracy of the model is verified by the finite element calculation based on a micro-Newton weak force generation.

Keywords: electrical field, conformal transformation, analytical model, weak force measurement
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