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电磁诱导透明系统中的暗孤子∗

杜英杰1) 谢小涛1) 杨战营1) 白晋涛1)2)†

1)(西北大学物理学院, 西安 710069)

2)(西北大学光子学与光子技术研究所, 西安 710069)

( 2014年 9月 1日收到; 2014年 10月 13日收到修改稿 )

利用电磁诱导透明效应提供的高色散和非线性系数, 研究暗孤子的形成环境以及孤子演化与环境参数的
关系. 为了提高电磁诱导透明的稳定性和可操作性, 用双势阱半导体作为基质材料. 将量子理论和经典场理
论结合, 获得了非线性薛定谔方程. 以非线性薛定谔方程为基础, 研究暗孤子的形成条件, 以及孤子演化与环
境参数的关系. 研究结果表明: 当介质为反常色散同时交叉相位调制为负时, 在该介质中可以形成和传播暗
孤子; 暗孤子演化中, 脉宽、灰度与相位相互关联, 脉宽越小、灰度越大, 相位增长越迅速. 此外, 研究了系统的
调制不稳定性, 探讨了在调制不稳定下的增益谱.

关键词: 暗孤子, 电磁诱导透明, 调制不稳定性
PACS: 42.65.Tg, 42.65.–k, 42.50.Gy DOI: 10.7498/aps.64.064202

1 引 言

电磁诱导透明 [1,2](EIT)是在量子相干诱导下
的非线性效应, 具有弱光条件下的高色散和强非线
性系数. 长期以来, 人们对EIT效应的研究基于原
子气体, 由于气态原子的不稳定性以及有关参量难
以操控, 随着材料科学的发展, 基于半导体材料的
量子点 [3]和量子阱技术 [4]成为关注的焦点. 前者
是将半导体中的导带电子、价带空穴及激子在三个

空间方向束缚住形成具有原子能级结构的人造原

子; 后者则是在两个相同半导体中间加入一个足够
薄的异质半导体, 使其在一个维度方向上具有明显
的量子限制效应, 导致载流子的局域化形成二维电
子气. 二者半导体材料形成的 “人工原子”提高了
EIT的稳定性和可操作性. 研究表明, 与气相原子
相比, 半导体材料具有更大的非线性系数和大的带
间跃迁偶极矩的优势, 而且跃迁能级、偶极矩和对
称性可以通过结构材料和结构方向来改变 [5].

另一方面, 在光传输领域中, 光波的行为和演

化影响光波的传输质量, 科研工作者对此进行了
大量研究, 但是主要基于光纤、光波导以及光子晶
体等材料, 这些材料色散和非线性效应比较温和.
EIT介质是一种高效的色散和非线性介质, 色散效
应和非线性相位调制对光波的改变很明显, 以半导
体材料作为基质材料更为明显. 可是, 基于传统介
质的研究成果具有启发性和借鉴意义. 众所周知,
色散会使脉冲展宽, 非线性效应会使脉冲压窄, 孤
子是在二者微妙平衡下的结果 [6], 它最早在光纤
里实现, 最近研究表明亮孤子可以出现在EIT介质
中 [4]. 值得注意的是, 对于传统介质, 材料的变化
对孤子的行为影响比较明显, 材料变化会导致不同
类型的光孤子出现, 例如周期调制系统里的布拉
格孤子和带隙孤子 [7,8]、与奇异相位相关的涡旋孤

子 [9,10]、与二阶非线性有关的参量孤子 [11]、光子晶

体中的分立孤子 [12−15]、时空孤子等 [16−19]. 在众多
孤子中, 暗孤子 [20,21]是一种特别孤子, 最早亦出现
在光纤里 [22].

本文的工作基于双量子阱半导体材料提供的

“人工原子”, 利用EIT效应研究在介质中暗孤子形
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成的决定条件, 以及影响暗孤子行为的环境参数,
并讨论系统的调制不稳定性. 文中使用量子理论获
得原子运动规律, 结合经典理论得到电极化率; 利
用非线性理论获得非线性薛定谔方程. 以非线性薛
定谔方程为基础, 研究暗孤子形成、环境对其影响
以及调制不稳定性.

2 运动方程

2.1 原子模型与密度矩阵演化方程

图 1所示为双量子阱能带结构, 包含了一个宽
阱和一个窄阱, 能级 |1⟩是处在导带中的束缚态, 能
级 |2⟩和 |3⟩为处于价带中的空穴定域态. 一束频
率为ωC的连续光与跃迁能级 |2⟩ → |1⟩共振耦合,
另一束载频为ωP的连续光与跃迁能级 |3⟩ → |1⟩
耦合, 形成了一个 “Λ”形的三能级系统. 上述两束
光与相应跃迁能级耦合强度分别用ΩC和ΩP表示.
在光场的耦合下处于导带中的电子与价带中空穴

复合, 其原子运动规律遵循薛定谔方程. 忽略半导
体固态系统中的多体效应以及电子 -声子散射等的
影响, 在半经典理论框架之下, 密度矩阵元的运动
方程可以表示为

∂ρ11
∂t

= − Γ1ρ11 +
i
2
ΩCρ31 −

i
2
Ω∗

Cρ13

− i
2
Ω∗

Pρ12 +
i
2
ΩPρ21, (1)

∂ρ22
∂t

= − Γ2ρ22 +
i
2
Ω∗

Pρ12 −
i
2
ΩPρ21, (2)

∂ρ33
∂t

= − γ3ρ33 −
i
2
ΩCρ31 +

i
2
Ω∗

Cρ13, (3)
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|2>

|1>
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∆

图 1 非对称耦合双量子阱能带结构示意图, 能级 |2⟩和
|3⟩为处于价带中的定域空穴态, |1⟩为处在导带中的束
缚态, 频率为ωC和ωP的两光场分别与能级 |2⟩ → |1⟩和
|3⟩ → |1⟩耦合

∂ρ23
∂t

= − (γ23 + i∆)ρ23 +
i
2
Ω∗

Pρ13

− i
2
ΩCρ21, (4)

∂ρ13
∂t

=
i
2
ΩCρ11 −

i
2
ΩCρ33 +

i
2
ΩPρ23

− γ13ρ13, (5)
∂ρ12
∂t

= − (γ12 + i∆)ρ12 +
i
2
ΩPρ11

− i
2
ΩPρ22 +

i
2
ΩCρ32, (6)

方程 (1)—(6)满足ρ11 + ρ22 + ρ33 = 1和ρ∗ij = ρji.
其中, ∆表示探针光场的载频与对应跃迁能级的频
率偏移量; γ12 = (γ1 + γ2)/2, γ13 = (γ1 + γ3)/2和

γ23 = (γ2 + γ3)/2, 其中γ1, γ2和γ3分别代表能级

|1⟩, |2⟩和 |3⟩的衰变率, 在半导体量子阱中衰变率
γj = γjl + γjd, γjl代表布局衰变项, 它由纵向声子
发射引起, γjd代表失相项, 由电子 -电子, 电子 -声
子散射以及非均匀加宽引起.

2.2 非线性薛定谔方程

在连续抽运光和脉冲探针光作用下, 双阱半导
体布局数会发生量子相干出现暗态, 系统会表现出
强烈的色散和非线性特性. 对脉冲探针光而言, 脉
冲的行为受到色散和非线性控制, 其运动规律可以
由波动方程描述

∇2E − 1

c2
∂2E

∂t2
=

1

ε0c2
∂2P

∂t2
, (7)

方程中E代表脉冲探针场, P 代表电极化强度,
c是真空中的光速, ε0为真空中的介电常数. 电
极化强度包括了线性和非线性部分, 即P (r, t) =

PL(r, t)+PNL(r, t), 其中PL(r, t)代表线性电极化

强度, PNL(r, t)代表非线性电极化强度, 二者与光
场的关系表示如下:

PL(r, t) = ε0

∫ ∞

−∞
χ(1)(t− t′) ·E(r, t′)dt′, (8)

PNL(r, t)

= ε0

∫∫∫ ∞

−∞
χ(3)(t− t1, t− t2, t− t3)

...E(r, t1)

×E(r, t2)E(r, t3)dt1dt2dt3, (9)

式中, χ(1)和χ(3)分别表示一阶和三阶电极化率.
当光场为线偏振光, 以及介质的线性和非线性响应
时间远远小于探针光场的脉宽时 (比值为两个以上
数量级), 方程 (8)和 (9)中的积分符号可以被去掉,
同时矢量电场和电极化强度可以变为标量形式. 接
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着使用傅里叶变换, 将波动方程 (7)从时域转为频
域, 得到一个类亥姆霍兹方程

∇2Ẽ + ε(ω)k20Ẽ = 0, (10)

其中 Ẽ是一个标量,代表频域中的电场; k0 = ω0/c,
ε(ω) = 1 + χ̃(1)(ω) +

3

4
χ̃(3) |E|2. 方程 (10)分离变

量形式的解如下:

Ẽ(r, ω − ω0) = F (x, y)Ã(z, ω − ω0) e iβ0z, (11)

上式中, Ã(z, ω)是一个关于自变量 z的慢变函数,
β0表示波数, ω0表示脉冲载频, F (x, y)代表光场

的横向分布, 即为横模. 在单横模的情况之下, 而
且假设该模为高斯分布, 利用方程 (11)提供的试探
解, 方程 (10)会转化成如下方程:

∂Ã

∂z
= i [β(ω) +∆β − β0] Ã, (12)

方程 (12)中, β(ω) = k0n, ∆β = αk0n2 |E|2, α为
常数, 决定于光场的横向分布, 为了分析方便, 一般
规定为α = 1. 值得注意的是, β(ω)只与介质的线
性特性有关, ∆β则与介质的线性和非线性特性有

关. 对β(ω)使用泰勒展开

β(ω) = β0 + (ω − ω0)β1 +
1

2
(ω − ω0)

2β2

+
1

6
(ω − ω0)

3β3 + · · · , (13)

上式中, β0 = β(ω0), 和βm = (dmβ/dωm)ω=ω0
,

m = 1, 2, · · · . 在∆ω ≪ ω0的情况下, 超过三阶的
展开项都可以被忽略. 将方程 (13)代入方程 (12)
中并使用傅里叶逆变换, 得到
∂A

∂z
+ β1

∂A

∂t
+

iβ2

2

∂2A

∂t2
− in2k0 |A|2 A = 0, (14)

这里β1和β2分别代表群速度 (GV)和群速度色散
(GVD)参量, n2代表克尔非线性系数. 为了简化使
用如下变量代换: T = (t− β1z) /T0, Z = z/LD,

u =
√

|n2k0|LDA, 其中T0表示脉冲探针光输入

时的时域宽度, LD = T2
0/ |β2|表示色散长度, 方程

(14)转换成一个 (1+1)维非线性薛定谔方程 (NLS)

i ∂u
∂Z

− s1
2

∂2u

∂T 2
+ s2 |u|2 u = 0, (15)

其中 s1 = sgn(β2)和 s2 = sgn(n2).
在光与物质相互作用的系统中, 由于抽运光

场的存在, 会形成两个跃迁通道的量子输运, 通道
之间发生量子相干并出现暗共振, 导致介质非线
性和色散特性较之二能级原子系统发生明显的变

化. 方程组 (1)—(6)所示密度算符运动方程描述了
原子在相干作用下的运动状况, 通过对此求解可以
获得介质的各阶电极化率, 进而获知系统的线性和
非线性响应. 这些响应决定了非线性薛定谔方程的
GVD参量和相位调制参量, 对孤子的形成和演化
起着重要作用. 方程 (14)中, GV, GVD参数和n2

表示为

β1 = k0
d

d∆
√
1 + χ(1), (16)

β2 = k0
d2

d∆2

√
1 + χ(1), (17)

n2 =
3

8

χ(3)√
1 + χ(1)

, (18)

上述方程中, χ(1)和χ(3)分别表示一阶和三阶电极

化率. 通过对方程组 (1)—(6)求解 [23], 利用密度算
符与电极化率的关系, 可以获得一、三阶的电极化
率, 表示如下:

χ(1) =
4N |D21|2

ε0~
i(γ23 + i∆)×

{
|Ω|2

+ 4(γ12 + i∆)(γ23 + i∆)
}−1

, (19)

χ(3) =
2N |D21|4

3ε0~3
iγ13 |Ω|2 ×

(
γ13 |Ω|2

+ 4γ13(γ12 + i∆)(γ23 + i∆)
)−2

. (20)

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
0
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0.4

0.5

Re(χ(1))

Im
(χ

(1
) )
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图 2 复平面上的一阶和三阶电极化率 (a)一阶电极化率; (b)三阶电极化率; 系统参数为 γ13 = 1, γ12 = γ13,
γ23 = 0.001γ13, Ω = 2γ13
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根据介质的中心反演对称性, 偶数阶电极化率
为零, 因此二阶电极化率为零. 图 2显示了以失谐
量为参变量的一阶和三阶电极化率函数在复平面

的变化. 其中图 2 (a)显示的是一阶电极化率, (b)
显示的是三阶电极化率. 从图中可以看出: 1) 二者
电极化率均为复数; 2)二者电极化率的实部和虚部
取值范围均横跨了负数和正数区域. 从另外一个角
度, 二者曲线闭合或首尾相应, 具有高度的对称性.
线性极化率为单匝闭合线, 三阶极化率为两匝首尾
相应闭合线, 推广之下, 五阶极化率将为三匝闭合
线, 这与事实是一致的.

3 暗孤子和调制不稳定性

3.1 暗孤子的形成

暗孤子的存在与否取决于系统提供的条件. 研
究表明, 当GVD参数和非线性系数同时为负时,
非线性薛定谔方程存在暗孤子解 [19]. 图 3显示了
两参量复平面上的变化规律. 从图中可以明显看
出, 一般情况下GVD和非线性系数两参量为复数,
在此情况下, 方程 (14) 将成为复金兹堡 -朗道方程

Re(β)

Re(n)

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5
-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

Im
(β
2
)
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(n

2
)

(a)

-0.10 -0.05 0 0.05 0.10
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-0.02

0
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0.04

0.06
(b)

图 3 复平面上的GVD参数和克尔系数 (a) GVD
参数; (b)克尔系数; 系统参数为 γ13 = 1, γ12 = γ13,
γ23 = 0.001γ13, Ω = 2γ13, 4N |D21|2 / (ε0~) = 1

(complex Ginzburg-Landau equation). 虽然, 复金
兹堡 -朗道方程与非线性薛定谔方程的解有很多相
通性, 但其介入会使问题变得复杂. 值得注意的是,
可以通过载频偏移量的调节, 使GVD 参数复数转
变为实数. 图 4显示了两参数与载频偏移量的关系.
可以发现, 在∆ = −0.48γ13的负频率偏移量附近,
GVD参数虚部为零, 实部接近负极大值, 成为一个
实数. 此时, 该频率偏移量对应非线性系数实部和
虚部不为零, 均为负数, 但虚部处于接近零的位置.
由于虚部只起到一个增益或者衰减的作用, 并不影
响波的形式, 因此可以将其忽略. 在此条件下, 方
程 (15)得以成立, 此时, GVD参数和非线性系数均
为负, 而GVD参数为负对应的是反常色散区.
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图 4 (网刊彩色) GVD参数和克尔系数随载频与
介质的失谐∆变化的频谱 (a) GVD参数的实部
和虚部; (b)克尔系数的实部和虚部; 系统参数为
γ13 = 1, γ12 = 1.5γ13, γ23 = 0.001γ13, Ω = 1.5γ13,
4N |D21|2 / (ε0~) = 0.1

当GVD参数和非线性相位调制参数均为负时
有暗孤子解, 此时方程 (15)所示的非线性薛定谔方
程退化为

i ∂u
∂Z

+
1

2

∂2u

∂T 2
− |u|2 u = 0, (21)

值得注意的是, 在得到方程 (21)的过程中, 使用了
变量代换和单位换算, 但其并不影响孤子的表现形
式. 根据方程 (21), 暗孤子解如下 [19]:

u(Z, T ) = u0{cosϕ tanh[u0 cosϕ(T − Zu0 sinϕ)]

+ i sinϕ} exp(−iu0Z), (22)

这里u0为背景的幅值, ϕ是一个角参量. 图 5绘制
了不同角参量ϕ数值下暗孤子的演化情况. 图 5 (a)
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是ϕ = 0时的暗孤子, 可以看到在一个高于零的平
面背景中出现了一条凹陷, 该凹陷的底部为零, 随
着距离的增长该凹陷保持形状不变, 这种随着距
离变化凹陷不变的波称为暗孤子, 由于该暗孤子
底部为零, 为了区别其他暗孤子, 被称之为黑孤子.
图 5 (b), (c) 和 (d)给出了参数ϕ升高时的暗孤子情

形, 可以看到暗孤子发生了变化, 其最低处大于零
而且随角参量增大而增大, 这种暗孤子被称之为灰

孤子, 介于黑孤子和平面波之间. 从其变化规律来
看, 在黑孤子向灰孤子转变的过程中, 暗孤子脉宽
在增大的同时其群速也变大了. 结合暗孤子解可以
发现, 参量u0 sinϕ起控制孤子速度的作用, 图中从
ϕ = 0到ϕ = π/3在Z方向暗孤子传播速度变大.
从暗孤子解还可以看到, u0 cosϕ控制着暗孤子的
灰度, 当ϕ = 0灰度最大, 当ϕ = π/2灰度为零.
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图 5 (网刊彩色)不同 ϕ时的暗孤子 (a) ϕ = 0; (b) ϕ = π/6; (c) ϕ = π/4; (d) ϕ = π/3; 系统参数为 γ13 = 1,
γ12 = γ13, γ23 = 0.001γ13, Ω = 2γ13, ∆ = −0.48γ13
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图 6 (网刊彩色) ϕ不同时暗孤子幅值和位相随T 的变化 (a)光学强度; (b)位相; 系统参数为 γ13 = 1, γ12 = γ13,
γ23 = 0.001γ13, Ω = 2γ13, ∆ = −0.48γ13

为了进一步研究暗孤子的演化行为, 我们讨论
暗孤子在不同角度参量ϕ时的脉宽、灰度和位相以

及彼此间的关系. 图 6 (a)显示的是暗孤子Z = 0处

的剖面图, 图 6 (b)显示的是该位置处暗孤子的相
位变化, 图中选取了几个典型的角参数. 从图 6 (a)
可以发现, 脉宽与其灰度成反比, 当脉宽最小时灰
度最大, 当脉宽为无穷大时, 灰度为零. 从图 6 (b)

可以看出, 暗孤子相位是一个随着时间变化的函
数, 其位相与时间的对应关系如下:

Φ = u0

√
1− cos2 ϕT

+ tan−1

(
cosϕ tanh(Tu0 cosϕ)√

1− cos2 ϕ

)
. (23)

可以看到, 随着时间增长位相呈现单调增长趋势.
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值的注意的是, 当ϕ = 0时, 相位在T = 0处发生了

跃变, 形成位相随时间在该处非连续性.

3.2 调制不稳定性

非线性效应和色散效应的相互作用会触发稳

态状况下时的调制现象, 导致系统的不稳定性, 这
种现象被称为调制不稳定, 最早出现在流体力学,
非线性光学和等离子物理领域. 在本文以双量子阱
为基质的EIT介质中, 如果系统调制不稳定, 即使
一个连续探针光, 也会出现不稳定现象, 形成周期
性的脉冲序列. 首先引入平面波作为非线性薛定谔
方程 (21)的解

u(Z, T ) = u0 exp(iβ0Z + iω0T ), (24)

这里u0是个常量, p和 q满足色散关系

p = −q2/2− u2
0. (25)

一个平面波在一个非线性介质传输时不会发生改

变, 除非获得一个与强度相关的相移. 我们将一个
微扰引入到平面波解

u(Z, T ) = (u0 + u) exp(iβ0Z + iω0T ), (26)

这里u = u1 + iυ1代表平面波背景上小扰动. 将
方程 (26)代入到方程 (21)中, 并利用色散关系方程
(25)可以得到一个关于微扰u的线性微分方程

i ∂u
∂Z

+ iq ∂u
∂T

+
1

2

∂2u

∂T 2
− u2

0 (u+ u∗) = 0. (27)

在频域内, 这个线性方程解容易获得. 可是由于共
轭项的存在, 我们考虑如下形式的解:

u (Z, T ) = a1 exp [i (KZ −ΩT )]

+ a2 exp [−i (KZ −ΩT )] , (28)

这里K和Ω分别代表波数和频率的微扰, 该解的
存在意味着微扰可以在该系统持久存在, 即在很小
的调制下会产生不稳态状态. 如果该形式的解成
立, 必须满足以下色散关系:

K = −qQ±Q
√

Q2/4− u2
0. (29)

在任何波数情况下微扰都不随传播而增长, 平面
波解是稳定的, 对于方程 (29)而言, K 为复数会导
致增益, K为实数意味着系统是稳定的. 综合方程
(26)和方程 (28)可以看出, 在微扰作用之下会有两
个新的频率分量ω0 + Ω和ω0 − Ω出现, 在调制不
稳定的情况下会形成两个边带. 本文条件参数满足
|Q| < 2u0, 因此是一个调制不稳定系统, 系统对外

界的干扰非常敏感. 接着研究调制不稳定下的系统
增益, 表示如下:

g (Q) = Im [K (Q)] = |Q|
√
u2
0 −Q2/4. (30)

图 7显示的是系统在调制不稳定状态下, 增益
在不同输入幅值下随频率变化的情况. 可以看到,
在失谐为零时没有增益, 但当失谐变大时, 增益迅
速增大, 当达到最大值之后随着失谐增大迅速衰减
至零. 通过比较还可以发现, 如果输入振幅小, 微
扰带来的增益也小, 如果输入振幅很大, 微扰增益
则会明显增大, 这种情况不利于暗孤子传输, 应该
尽量避免.
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图 7 (网刊彩色)调制不稳定在不同输入振幅时的增益
谱 系统参数为 γ13 = 1, γ12 = γ13, γ23 = 0.001γ13,
Ω = 2γ13, ∆ = −0.48γ13

4 结 论

本文研究了光波在双势阱半导体作为基质材

料的EIT介质中暗孤子的存在情况和演化行为, 发
现暗孤子的形成是由群速度色散和交叉相位调制

的特性决定的, 它们可以通过操控载波频率与共振
频率的失谐来达到. 研究发现, 当失谐处于反常色
散区域, 同时非线性相位调制为负时, 暗孤子可以
在介质中存在. 除了展示形成的暗孤子之外, 进一
步研究了暗孤子的脉宽、灰度和相位随角参数的变

化特性以及彼此间的关联性. 研究发现, 脉宽越小、
灰度越大, 位相的变化也越大. 此外, 研究了非线
性系统的调制不稳定性, 并探讨了调制不稳定时的
微扰增益谱. 研究表明, 输入振幅越大产生的调制
不稳定越大, 而且与频率失谐有很大关系.
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Dark soliton in the system of electromagnetically
induced transparency∗
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Abstract
The formation environment and the evolution of dark soliton with environment parameters are investigated by

using the electromagnetically induced transparency effect produced high dispersion and nonlinearity. To improve the
stability and operability, a dual-well semiconductor is used. Combining the quantum theory and the classical field
theory, we derive the nonlinear Schrodinger equation to describe the formations and evolutions of wave and soliton. It is
demonstrated that the dark soliton can form and propagate in the medium when the medium is anomalously dispersive
and cross phase modulation is negative simultaneously, and that in the evolution of the soliton, the width, gray scale
and phase are related to each other, the smaller the pulse duration, the bigger the gray scale is and the faster the growth
is. In addition, the modulation instability of the nonlinear system is analyzed, and the gain spectrum of the nonlinear
system is also discussed.
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