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增加附加项后广义Hamilton系统的形式
不变性与Mei守恒量∗
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1)(平顶山学院电气信息工程学院, 平顶山 467002)
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( 2014年 9月 14日收到; 2014年 10月 16日收到修改稿 )

研究增加附加项后广义Hamilton系统的形式不变性及其导出的Mei守恒量. 引进无限小变换群及其生
成元向量, 给出增加附加项后广义Hamilton系统的形式不变性的定义和判据, 利用规范函数满足的结构方
程, 导出与该系统形式不变性相应的Mei守恒量的表达式. 最后, 给出一个算例, 用于说明结果的应用.
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1 引 言

在自然科学中, 对称性和守恒量是粒子物理
学、数学和分析力学的一个重要研究课题. 通过
对称性寻求守恒量, 可使人们避免复杂的计算,
直接求得降阶的微分方程; 对于Hamilton系统和
广义Hamilton系统的微分方程, 通过对称性导致
的守恒量, 可相对容易地直接求得结果. 约束力
学系统中的对称性主要有Noether对称性 [1,2], Lie
对称性 [3−6]和形式不变性 [7−9], 相应的守恒量有
Noether守恒量, Hojman守恒量和Mei守恒量. 近
年来, 共形不变性与守恒量的研究也取得了一些进
展 [10−14].

用正则的Hamilton方程来描述力学系统, 具
有结构简单、形式对称的优点. 但是, Hamilton力
学系统理论仅适用于偶数维相空间. 为使Hamil-
ton系统在奇数维相空间上也能应用, 前人采用非
正则变量代替正则变量的方法, 将Hamilton系统
发展为广义Hamilton系统. 这样, 广义Hamilton
系统便可在奇数维相空间中得到应用. 自 20世纪

50年代迄今, 广义Hamilton系统的研究取得了一
些成果 [15−19]. 但是, 刚体在外力矩作用下的定点
转动等问题, 还难以用广义Hamilton系统理论解
决. 其运动微分方程要在Euler情形的广义Hamil-
ton方程中增加一个附加项, 称为增加附加项后的
广义Hamilton系统. 文献 [15]研究了带附加项的
广义Hamilton系统Mei对称性与Lie对称性的关
系. 本文研究增加附加项后, 广义Hamilton系统形
式不变性的结构方程及Mei守恒量的表达式.

2 增加附加项后广义Hamilton系统
的运动微分方程

在广义Hamilton系统的微分方程右端增加一
个附加项Ni = Ni(t,x)后, 广义Hamilton系统的
运动微分方程可表示为

ẋi = Jij
∂H

∂xj
+Ni (i, j = 1, · · · ,m), (1)

其中H = H(t,x)为Hamilton函数, m是广义

Hamilton系统方程的维数, Jij = Jij(t,x)满足如
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下方程

Jij = −Jji,

Jil
∂Jjk
∂xl

+ Jjl
∂Jki
∂xl

+ Jkl
∂Jij
∂xl

= 0,

(i, j, l = 1, · · · ,m). (2)

3 增加附加项后广义Hamilton系统
形式不变性的定义和判据

引进无限小变换的展开式

t∗ = t+ εξ0(t,x),

x∗
i (t

∗) = xi(t) + εξi(t,x), (3)

(3)式中, ε为无限小参数, ξ0, ξi为无限小变换生

成元.
引进无限小生成元向量

X(0) = ξ0
∂

∂t
+ ξi

∂

∂xi
. (4)

在无限小变换 (3)下, 系统动力学函数H和Ni

将变成为H∗(t∗,x∗)和N∗
i (t

∗,x∗), 即

H∗ = H + εX(0)(H) +O(ε2), (5)

N∗
i = Ni + εX(0)(Ni) +O(ε2). (6)

定义 如果用经无限小变换 (3)下的动力学
函数H∗和N∗

i 代替原来变换前的动力学函数H和

Ni, 广义Hamilton系统运动微分方程 (1)的形式保
持不变, 即

ẋi = Jij
∂H∗

∂xj
+N∗

i , (7)

则称这种不变性为增加附加项后的广义Hamilton
系统方程 (1)的形式不变性.

判据 将 (5)和 (6)式代入方程 (7), 忽略 ε2以

上的高阶小量, 利用方程 (1) 可得增加附加项后广
义Hamilton系统 (1)的形式不变性的判据方程:{

Jij
∂

∂xj

[
X(0)(H)

]
+X(0)(Ni)

}∣∣∣∣
ẋi=Jij

∂H
∂xj

+Ni

= 0. (8)

4 增加附加项后广义Hamilton系统
的形式不变性导致的Mei守恒量

命题 如果无限小生成元 ξ0, ξi满足形式不变

性判据方程 (8), 且规范函数G满足如下结构方程

X(0)(xi)
d̄ξi
dt +

d̄
dt

[
X(0)(xi)

]
ξi

+
∂H

∂xi
ξ0X

(0)(Ni)−
∂X(0)(H)

∂xi
ξ0Ni

−X(0)(H)
d̄ξ0
dt − ∂X(0)(H)

∂t
ξ0 +

d̄G
dt = 0, (9)

则增加附加项后广义Hamilton系统的形式不变性
可导致如下Mei守恒量:

I = X(0)(xi)ξi −X(0)(H)ξ0 +G = const. (10)

证明 将 (10)式对时间 t求导, 并注意到方程
(9)可得

d̄I
dt

=
d̄
dt

[
X(0)(xi)

]
ξi +X(0)(xi)

d̄ξi
dt

− ∂X(0)(H)

∂t
ξ0 −

∂X(0)(H)

∂xi
ẋiξ0

−X(0)(H)
d̄ξ0
dt −X(0)(xi)

d̄ξi
dt

− d̄
dt

[
X(0)(xi)

]
ξi −

∂H

∂xi
ξ0X

(0)(Ni)

+
∂X(0)(H)

∂xi
ξ0Ni +X(0)(H)

d̄ξ0
dt

+
∂X(0)(H)

∂t
ξ0

= − ∂X(0)(H)

∂xi
ẋiξ0 −

∂H

∂xi
ξ0X

(0)(Ni)

+
∂X(0)(H)

∂xi
ξ0Ni

= − ∂X(0)(H)

∂xi

(
Jij

∂H

∂xj
+Ni

)
ξ0

− ∂H

∂xi
ξ0X

(0)(Ni) +
∂X(0)(H)

∂xi
ξ0Ni

= −
[
Jij

∂X(0)(H)

∂xj
+X(0)(Ni)

]
∂H

∂xi
ξ0. (11)

注意到形式不变性的判据方程 (8), 则有

d̄I
dt = 0. (12)

5 算 例

设增加附加项后的广义Hamilton系统为

H =
1

2
(x2

1 + x2
2), (13)

064502-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 6 (2015) 064502

(Jij) =


0 1 2x2

−1 0 2x1

−2x2 −2x1 0

 , (14)

N1 = −2x2, N2 = 2x1, N3 = 4x1x2. (15)

试研究增加附加项后的广义Hamilton系统的形式
不变性及其导致的Mei守恒量.

将 (13), (14)和 (15)式代入方程 (1), 可得系统
的微分方程

ẋ1 = −x2,

ẋ2 = x1,

ẋ3 = 0. (16)

做计算, 有

X(0)(H) = ξ1x1 + ξ2x2, (17)

X(0)(N1) = −2ξ2,

X(0)(N2) = 2ξ1,

X(0)(N3) = 4(ξ1x2 + ξ2x1), (18)

J1j
∂

∂xj

[
X(0)(H)

]
+X(0)(N1)

= x1
∂ξ1
∂x2

+ x2
∂ξ2
∂x2

+ 2x2

(
x1

∂ξ1
∂x3

+ x2
∂ξ2
∂x3

)
− ξ2, (19)

J2j
∂

∂xj

[
X(0)(H)

]
+X(0)(N2)

= ξ1 − x1
∂ξ1
∂x1

− x2
∂ξ2
∂x1

+ 2x1

(
x1

∂ξ1
∂x3

+ x2
∂ξ2
∂x3

)
, (20)

J3j
∂

∂xj

[
X(0)(H)

]
+X(0)(N3)

= − 2x2

(
x1

∂ξ1
∂x1

+ ξ1 + x2
∂ξ2
∂x1

)
− 2x1

(
x1

∂ξ1
∂x2

+ ξ2 + x2
∂ξ2
∂x2

)
+ 4(ξ1x2 + ξ2x1). (21)

取无限小变换生成元

ξ0 = 1, ξ1 = x1, ξ2 = x2, ξ3 = x3, (22)

则 (19), (20)和 (21)式分别变为

J1j
∂

∂xj

[
X(0)(H)

]
+X(0)(N1) = 0, (23)

J2j
∂

∂xj

[
X(0)(H)

]
+X(0)(N2) = 0, (24)

J3j
∂

∂xj

[
X(0)(H)

]
+X(0)(N3) = 0. (25)

由判据方程 (8)可知, 所研究的系统满足形式不
变性.

将 (13), (15), (22)式和方程 (16)代入方程 (9),
可得

G = −(x2
1 + x2

2 + x2
3). (26)

将 (26)式代入 (10)式, 便可得到增加附加项后的广
义Hamilton系统形式不变性导致的Mei守恒量

I = −(x2
1 + x2

2) = const. (27)

6 结 论

本文研究了增加附加项后的广义Hamilton系
统的形式不变性及其直接导致的Mei守恒量. 通过
引入无限小变换群及其生成元向量, 给出了增加附
加项后广义Hamilton系统形式不变性的定义和判
据方程, 并利用规范函数满足的结构方程导出了与
该系统形式不变性相应的Mei守恒量的表达式. 本
文的研究方法可进一步推广到增加附加项后的广

义Hamilton系统对称性和守恒量研究的其他领域.
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Abstract
Form invariance and Mei conserved quantity for generalized Hamilton systems after adding additional terms are

studied. By introducing infinitesimal transformation group and its infinitesimal transformation vector of generators,
the definition and determining equations of the Mei symmetry for generalized Hamilton systems after adding additional
terms are provided. By means of the structure equation satisfied by the gauge function, the Mei conserved quantity
corresponding to the form invariance for the system is derived. Finally an illustrative example is given to verify the
results.
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