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混合物状态方程的计算∗

周洪强† 于明 孙海权 何安民 陈大伟 张凤国 王裴 邵建立

(北京应用物理与计算数学研究所, 北京 100094)

( 2014年 9月 17日收到; 2014年 10月 11日收到修改稿 )

多介质流体动力学过程的数值模拟往往涉及混合物状态方程的计算. 做图法和Newton 法是混合物状态
方程计算常采用的方法, 前者虽直观精度却差, 后者计算效率高却只具有局部收敛性, 当解与其初始猜测值相
差较远时Newton法不一定能够获得收敛解. 为此, 本文给出一种具有大范围收敛性的嵌入算法 (imbedding
method)求解混合物状态方程, 其基本思想是通过引入嵌入参数, 将待解的混合物状态方程和易解的混合物
状态方程线性组合, 构成嵌入方程组, 当嵌入参数从 0连续地变化到 1 时, 嵌入方程组的解由易解的混合物状
态方程的解连续地变化为待解的混合物状态方程的解. 嵌入方程组可由Newton法迭代求解, 也可转化为以
嵌入参数为自变量的常微分方程组, 从而易于由成熟的计算方法如梯形法等进行求解. 进一步利用热力学基
本关系, Maxwell形式的微分方程描述了压力和温度随嵌入参数的演化速率与应变速率和组分质量分数演化
速率的关系. 对铅锡混合物热力学量的计算表明了本文算法的有效性.

关键词: 混合物, 状态方程, 迭代法, Maxwell方程
PACS: 47.40.Rs, 47.20.–k, 47.51.+a, 05.70.Ce DOI: 10.7498/aps.64.064702

1 引 言

状态方程是描述物质系统中材料压强、密度、

温度和内能等状态变量之间关系的一个函数表达

式, 用来表达在一定热力学条件下物质的性状 [1,2].
除了单质材料外, 相当一部分材料是混合物. 混合
物状态方程的应用非常广泛, 例如, 化合物或混合
物中几种元素的混合 [1,2]、多形性材料冲击相变过

程中母相物质和相变产物的混合 [3−7]、炸药爆轰过

程中反应物和爆轰产物的混合 [8−16]、惯性约束聚

变过程中界面不稳定性导致的不同物质的混合 [17]、

电子温度测量所选用诊断示踪元素的混合 [18]、高

温高密度等离子体辐射不透明度研究中为增大辐

射不透明度所选用元素的混合 [19]. 因此, 探索和建
立混合物状态方程和相应计算方法是材料动力学

数值模拟研究中非常重要的课题.
有了各组分材料的完全状态方程, 利用等温等

压条件 (目前国内外的研究大多采用了这个基本假

定, 然而不必强制要求各组分处于等温等压状态),
采用一定的混合法则 (如简单混合法则, 即体积相
加原理: 混合物的体积和内能分别等于各组分的体
积和内能之和), 就可以得到热力学相容的混合物
状态方程 [2−7,11,13,15,16,20−22]. 混合物状态方程通
常是一组非线性方程, 给定了混合物的比容和比内
能以及各组分质量分数后, 混合物和组分材料的热
力学量存在惟一解. 求解混合物状态方程的常用
计算方法是做图法或Newton 法 [3,7,11,13,20−22](力
学研究中常称为Newton-Raphson法), 国内的文献
将Newton法求解混合物状态方程的过程称为压
强 -密度 (或密度 -压强)迭代法 [20−22]. 然而, 做图
法和Newton法都有其局限性: 做图法虽然很直观,
但是这种方法既费力精度也差 [7,20,22]; Newton法
及其变形都只具有局部收敛性 [21,23−25], 而局部收
敛性理论上要求初始预测值与最终的解充分接近,
这只能是经验性的, 在实际计算中并不是总能获
取准确的初始预测值, 即使对迭代变量的变化进
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行了限制, 有时仍然不能保证Newton方法的收敛
性 [21,23−25]; 特别地, 对多组分的混合状态, 往往难
以做出图形或给出初始预测值 [7,23,24].

当采用Newton法不能得到收敛解时, 可以尝
试其他具有大范围收敛性的算法求解非线性方程

组 [23−25]. 本文采用这一类算法中的嵌入法求解混
合物状态方程, 即将混合物状态方程嵌入到一族嵌
入非线性方程组中 [23−25]: 嵌入参数为 1时对应的
嵌入非线性方程组即为所要求解的混合物状态方

程, 嵌入参数为 0时对应的嵌入非线性方程组可以
毫无困难地进行求解, 当嵌入参数从 0连续变化到
1时, 参数为 0时对应的嵌入非线性方程组的解连
续地变化为参数为 1时对应的嵌入非线性方程组
的解. 因此, 只要沿着嵌入参数增加方向跟踪嵌入
非线性方程组的解, 就可以得到混合物状态方程的
解. 将嵌入非线性方程组转化成以嵌入参数为自变
量的常微分方程组, 从而可用常微分方程初值问题
的成熟计算方法如隐式的梯形法等进行求解. 作为
算例, 计算了几组按不同质量比例混合的铅锡材料
的热力学量.

2 混合物状态方程

为了简化记号, 考察两种组分组成的混合物.
然而, 本文的讨论不难推广到三种以上组分组成的
混合物. 假定混合物各组分间的压力和温度相等,
则利用简单混合原则可以得到热力学相容的混合

物状态方程 [2−7,11,13,15,16,20−22]:

V = (1− λ)V1 + λV2,

E = (1− λ)E1 + λE2,

Vi = Vi(p, T ) i = 1, 2,

Ei = Ei(p, T ) i = 1, 2, (1)

其中V , E, p和T分别为混合物的比容、比内能、压

力和温度; λ为组分 2的质量分数, 满足 0 6 λ 6 1;
1 − λ为组分 1的质量分数; 下标 1和 2分别表示组
分1和2的相应物理量; 方程组 (1)中的第3, 4 式分
别为组分 1、组分 2的状态方程. 方程组 (1)含有 9
个物理量, 只要给定其中 3个量, 就可以惟一确定
另外 6个量. 物理问题通常是预先给定混合物的比
容V 和比内能E以及组分质量分数λ而求其他物

理量. 定义向量x = (V,E, λ, p, T, V1, V2, E1, E2)
T,

向量函数f = (f1, f2, · · · , f9)T:

f1 = V − Vg,

f2 = E − Eg,

f3 = λ− λg,

f4 = V − (1− λ)V1 − λV2,

f5 = E − (1− λ)E1 − λE2,

f6 = V1 − V1(p, T ),

f7 = V2 − V2(p, T ),

f8 = E1 − E1(p, T ),

f9 = E2 − E2(p, T ), (2)

其中上标 “T”表示矩阵的转置, 下标 “g”表示给定
的物理量. 则混合物状态方程 (1)等价于下式:

f(x) = 0. (3)

当采用Newton法及其变形不能得到非线性方
程组 (3)的收敛解时, 可以采用具有大范围收敛性
的嵌入法进行求解 [23−25]: 引进嵌入参数 t ∈ [0, 1],
将上式嵌入到某一族嵌入非线性方程组:

F (x, t) = 0, (4)

其中F (x, 1) ≡ f(x),而方程组F (x, 0) = 0可以毫

无困难地解出. 一种比较简便的嵌入法称为连续法
或延拓法, 也称为同伦算法, 此时,

F (x, t) ≡ tf(x) + (1− t)g(x), (5)

其中 g(x)是根已知的任意函数. 在弹性力学

中将这种方法称为 “增量加载法”, 因为 t = 0

时对应一个解已知的未加载结构, 而 t = 1时

对应于真正的加载. 对 t值的一个递增序列

t0 = 0, t1, t2, · · · , tn = 1, (4)式的解x = x(t): 第一
个近似预测值由前面的结果得到x0(ti) = x(ti−1),
ti = 1时即得到原问题 (3)式的解. 显然, Newton
法是计算嵌入非线性方程组 (4)的一种有效算法:
将嵌入参数 t的存在区间 [0, 1]离散为一列递增序

列 {t0 = 0, t1, t2, · · · , tn = 1}, 为求解 ti时的x(ti),
采用前面的计算结果x(ti−1) 作为当前的初始预测

值x0(ti), ti = 1时即得到原问题的解.
然而，本文将采用微分法进行求解 [23,24]. 对

(3)—(5)式以嵌入参数为自变量进行微分, 得到与
非线性方程组 (4)等价的常微分方程组:

dx
dt = −

(
∂F

∂x

)−1

t

(
∂F

∂t

)
x

= −
[
t
df
dx + (1− t)

dg
dx

]
[f(x)− g(x)] . (6)
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特别地, 设向量函数g = (g1, g2, · · · , g9)T:

g1 = V − V0,

g2 = E − E0,

g3 = λ− λ0,

g4 = V − (1− λ)V1 − λV2,

g5 = E − (1− λ)E1 − λE2,

g6 = V1 − V10,

g7 = V2 − V20,

g8 = E1 − E10,

g9 = E2 − E20, (7)

V0 = (1− λ0)V10 + λ0V20,

E0 = (1− λ0)E10 + λ0E20,

Vi0 = Vi (p0, T0) ,

Ei0 = Ei (p0, T0) i = 1, 2, (8)

其中λ0为属于区间 [0, 1]的常数, p0和T0分别为压

力和温度的常数值. 将 (2)式和 (7)式代入 (6)式,
得

V̇ = Vg − V0,

Ė = Eg − E0,

λ̇ = λg − λ0,

ṗ =
1

J

{(
∂E

∂T

)
p,λ

[
V̇ − (V2 − V1) λ̇

]
−

(
∂V

∂T

)
p,λ

[
Ė − (E2 − E1) λ̇

]}
,

Ṫ =
1

J

{
−
(
∂E

∂p

)
T,λ

[
V̇ − (V2 − V1) λ̇

]
+

(
∂V

∂p

)
T,λ

[
Ė − (E2 − E1) λ̇

]}
,

V̇i = Vi(p, T ) + t

[(
∂Vi

∂p

)
T,λ

ṗ+

(
∂Vi

∂T

)
p,λ

Ṫ

]
− Vi0 i = 1, 2,

Ėi = Ei(p, T ) + t

[(
∂Ei

∂p

)
T,λ

ṗ+

(
∂Ei

∂T

)
p,λ

Ṫ

]
− Ei0 i = 1, 2, (9)

其中

J =

(
∂V

∂p

)
T,λ

(
∂E

∂T

)
p,λ

−
(
∂E

∂p

)
T,λ

(
∂V

∂T

)
p,λ

,

下标 “λ”表示混合物 “冻结”(即各组分的含量固定)
状态下的系数, 借助简单混合物理论可以由各组

分的材料参数求出这些系数. 当嵌入参数 t为 1时,
(9)式的解即为原问题 (3)式的解. 将 (9)式记作

dx
dt = h(x), (10)

已知 tn时的xn, 可以采用求解常微分方程组的梯
形法则迭代求解 tn+1时的xn+1; 实际计算时, 初始
近似xn+1(0)可以由显式Euler法求出, 从而得到预
测校正格式的完整梯形法计算公式 [23−25]:

xn+1(0) = xn +
(
tn+1 − tn

)
h (xn) ,

xn+1(m+1) = xn +
1

2

(
tn+1 − tn

)
×
[
h (xn) + h

(
xn+1(m)

)]
m = 0, 1, 2, · · · . (11)

3 算 例

按不同组分质量比例混合固相的铅和β相的

锡金属, 采用上述数值方法计算给定比容和比内能
条件下混合物的热力学量. 设组分1为铅、组分2为
锡, 分别以下标 “1”和 “2”表示, 各组分状态方程采
用Gruneisen形式:

p = biCviT + φi (εi) ,

Ei = p/bi + θi (εi) i = 1, 2, (12)

其中

φ1 =

3∑
n=0

Bnε
n
1 + (pr1 − b1CV 1Tr1 −B0)

× exp (b1Vr1ε1) ,

θ1 =
4∑

n=0

Anε
n
1/b1,

φ2 = − b2CV 2Tr2 + 3KTr2h2 (1 + a12h2)

× (1 + 2h2)
5/2

,

θ2 = Er2 − b2Cv2Tr2Vr2ε2

+ 3Vr2KTr2h
2
2 (3/2 + a12h2)

− 3/b2KTr2h2 (1 + a12h2)

× (1 + 2h2)
5/2

, (13)

其中 εi = 1 − Vi/Vri, h2 = 0.5
[
(1− ε2)

−2/3 − 1
]
,

bi = Γi/Vri, Γi 和CV i分别为各组分材料的

Gruneisen系数和等容比热; pri, Tri, Eri, Vri和

KTr分别为各组分材料在参考点的压力、温度、比

内能、比容和等温体积模量; An和Bn为组分 1铅
的材料常数; 相关材料参数取自文献 [26]和 [27].
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常温常压状态下混合物的状态方程易于求解,
因此, 计算采用的温度和压力的初始常数值分别取
为 p0 = 0 GPa和T = 298.15 K, 各热力学量计算
的相对误差取为 10−8. 预先给定的混合物比容Vg

和比内能Eg的约化值、质量分数的初始值λ0和预

先给定值λg以及计算的压力 p和温度T示于表 1 .
计算结果虽然在物理上不尽合理, 但表明了本文给
出的大范围收敛的数值算法对于混合物状态方程

的求解是十分有效的.
表 1 铅锡混合物压力和温度的计算

序号 Vg/V0 Eg/E0 λ0 λg p/GPa T/K

1 0.98 10 0.2 0.2 1.26669815 375.14076794

2 0.94 20 0.2 0.2 3.56842580 427.24869061

3 0.90 30 0.2 0.2 5.88055558 419.81680422

4 0.98 10 0.2 0.4 5.99774383 228.45735439

5 0.94 20 0.2 0.4 8.22144522 145.08758860

6 0.90 30 0.2 0.4 10.48924699 1.21736998

7 0.98 10 0.5 0.6 3.37145008 312.57600535

8 0.94 20 0.5 0.6 5.58802039 266.82019211

9 0.90 30 0.5 0.6 7.84987133 161.52521012

10 0.98 10 0.7 0.8 3.20767645 299.54930302

11 0.94 20 0.7 0.8 5.41548469 240.02598245

12 0.90 30 0.7 0.8 7.67809604 121.18073695

4 结 论

本文依据材料动力学数值模拟程序的常用计

算步骤, 首先求解动量和质量守恒方程得到混合物
的比容, 接着采用非耦合方式或者耦合方式求解能
量守恒方程、各组分质量分数表达式和混合物状态

方程得到混合物的比内能、组分质量分数和其他热

力学量.
1)非耦合方式的求解步骤, 首先差分计算能量

守恒方程得到混合物的比内能, 接着确定各组分质
量分数, 最后求解混合物状态方程. 对于这种预先
给定了混合物比容和比内能以及各组分质量分数

的问题, 原则上, 混合物状态方程可以采用一切适
当的非线性方程的数值算法进行求解 [23−25], 本文
采用嵌入法和微分法将其转化为常微分方程组 (9)
的求解问题. Andrews 首先将 (9)式用于描述多形
性材料的冲击相变过程, 最近本文作者将它用于计
算炸药的爆轰传播过程.

2)耦合方式的求解步骤, 首先将混合物状态方

程与组分质量分数演化方程和绝热形式的能量方

程耦合在一起构成一个指标为 1的微分 -代数方程
系统 [19,20](非线性方程组经过变量的 1次微分以后
就可以化为常微分方程组), 接着将微分 -代数方程
系统规范化为一组常微分方程 (9)式 (此时参数 t为

时间). 微分形式的混合物状态方程具有更加明确
的物理意义, 引进绝热方程 Ė = −pV̇ 并利用热力

学基本公式, 可以将压力和温度的演化方程写成更
紧的形式:

ṗ = a2S,λρ̇+
KS,λ

V Cp,λ

[(
∂E

∂T

)
p,λ

(
∂V

∂λ

)
p,T

−
(
∂V

∂T

)
p,λ

(
∂E

∂λ

)
p,T

]
λ̇,

Ṫ =
ΓλT

ρ
ρ̇− KS,λ

V Cp,λ

[(
∂E

∂p

)
T,λ

(
∂V

∂λ

)
p,T

−
(
∂V

∂p

)
T,λ

(
∂E

∂λ

)
p,T

]
λ̇, (14)

其中 ρ = 1/V 为混合物的密度; aS,λ, Cp,λ, Γλ和

KS,λ分别为 “冻结”状态下混合物的等熵体积声
速、定压比热、Gruneisen系数和等熵体积模量.
(14)式是两个广义Maxwell方程, 由Hayes首先引
入描述金属铋的冲击相变过程, 利用热力学基本公
式, 还可以写成更紧的形式:

ṗ = a2S,λρ̇+

(
∂p

∂λ

)
E,V

λ̇, (15)

Ṫ =
ΓλT

ρ
ρ̇−

(
∂T

∂λ

)
E,V

λ̇, (16)

(15)式由Kirkwood和Wood首先引入描述定常的
平面爆轰波结构.

可以根据组分质量分数表达式的具体形式确

定采用何种方式计算混合物的状态方程:
1)如果各组分质量分数随时间演化的表达式

是一组代数或非线性方程, 如描述多形性材料平衡
相变过程的Clausius-Clapeyron相变模型 [21]、描述

炸药爆轰的Wilkins反应率函数模型 (即时间起爆
模型)和Chapman-Jouguet比体积燃烧反应率函
数模型等 [7,8]、合金材料中异相材料组分质量分数

的常值表达式 [11], 以及界面不稳定性和等离子体
辐射不透明度研究中预先计算确定的各组分质量

分数的常值表达式等 [12,17], 那么混合物状态方程
既可以采用非耦合方式, 也可以采用耦合方式进行
求解 [21,24].

2)如果各组分质量分数随时间演化的表达
式是一组常微分方程, 如描述多形性材料非平衡
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冲击相变过程的Hayes 模型 [2]、描述炸药爆轰的

Lee-Tarver模型和 Johnson-Tang-Forest (JTF)模
型等 [6,18], 那么混合物状态方程必须采用耦合方
式进行求解. 长久以来, Lee-Tarver和JTF等微分
形式模型描述的炸药爆轰过程都是采用非耦合求

解方式进行计算 [6,8], 然而这不是一种准确的计算
方式、无法保证爆轰发生时组分的质量分数不超过

1或大于 0, 直到最近精确的炸药爆轰过程的耦合
求解方式才由本文作者给出 [16].

总而言之, 采用嵌入方法, 通过选取适当形
式的嵌入方程, 可以将描述不同物理现象的混合
物状态方程的计算过程归结为求解常微分形式

的广义Maxwell方程. 混合物状态方程的微分形
(9)式或 (14), (15)和 (16)式相比于其非线性形式
(1) 式, 具有了更加明确的物理意义, 即混合物的
压力和温度随嵌入参数或时间的演化是一个由

Maxwell方程控制的弛豫过程, 它们形成了分析炸
药爆轰波和多形性材料冲击相变波传播演化的基

础 [4−6,8,9,12−16]. 因此, 本文不仅给出了一个求解
混合物状态方程的计算方法, 而且赋予了这种计算
方法一定的物理意义.

混合物状态方程 (1)使用了最简单的理想混合
法则, 仅仅对最简单和最理想的物质体系才能够成
立, 其中的第二式实际上是假设了两种组分之间没
有相互作用, 这不符合实际情况, 因而只能是最简
单和粗糙的近似. 不过, 对于很多混合材料, 方程
(1)的结果还是相当可靠的 [2], 在多形性材料冲击
相变、炸药爆轰和流体不稳定性等研究领域, 方程
(1) 仍被广泛地使用 [6,12−15,17]. 事实上, 采用简单
混合法则是一种无奈的办法, 譬如在低压范围内,
在缺乏混合物的实验Hugoniot数据、而存在各组分
的Hugoniot数据的情况下, 就只好使用这种简单
方程了 [2], 本文对铅锡混合物热力学量的计算就属
于这种情形. 铅锡混合物计算的例子, 一方面表明
了本文的数值方法对于混合物状态方程 (1)的求解
是十分强壮的, 另一方面表明了 (1)这种简单方程
形式描述不了铅锡混合物, 而需要更加复杂、计及
组分间相互作用的混合物状态方程 [28].

嵌入方法是一种相对普适的大范围收敛计

算方法, 可以求解非常一般形式的非线性方程
(组) [23−25], 因此, 对于采用了复杂混合法则的混合
物状态方程 [28], 嵌入方法的计算能力在数学上也
是有保证的. 至于能否构造出如本文中具有一定物

理意义的复杂混合物状态方程的微分形式, 尚有待
于进一步的工作.
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Calculation of equation of state of a material mixture∗
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Abstract
The problem of calculating the equation of state (EOS) of a material mixture often comes from fluid-dynamical

system containing multiple materials. Generally, the EOS of a material mixture is a system of nonlinear equations which
are usually solved by the tabular method and the Newton iterative method. However, the former has poor accuracy,
and the later has a finite radius of convergence and hence will converge only if the initial guess is sufficiently close to the
final solution. So, a procedure different from the above two method is presented for calculating the EOS of a material
mixture whose constituents are in pressure equilibrium and temperature equilibrium. An imbedding method is used to
determine the constituent partial thermodynamic variables subjected to the constraints that the total volume and energy
of mixture and the constituent mass fractions are specified. The imbedding method has a large radius of convergence,
introducing a parameter defined in the interval [0, 1] and a system of imbedding equations which is linearly composed
of the to-be-solved EOS of a material mixture and the easy-to-solve EOS of a material mixture. While the parameter
changes continuously from 0 to 1, the imbedding method continuously changes the solution of the to-be-solved EOS
which the easy-to-solve EOS of a material mixture is continuously converted into. The system of imbedding equations
can be changed into a system of ordinary differential form by taking the parameter as independent variable, easily solved
by a matured computational method such as trapezoidal rule. By using thermodynamic formulae, two equations in the
generalized Maxwellian form are obtained, relating respectively the pressure rate and temperature rate to the strain rate
and the constituent mass fraction rate. Finally, the computational method is verified by calculating the EOS of various
mass fractions of lead and tin mixture.

Keywords: equation of state, material mixture, iteration algorithm, equation of Maxwellian form
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