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重构算法∗
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本文提出一种基于块稀疏贝叶斯学习的多任务压缩感知重构算法, 利用块稀疏的单测量矢量模型求解多
任务重构问题. 通过对信号统的计特性和稀疏块内的结构特性进行联合数学建模, 将稀疏重构问题转贝叶斯
框架下的特征参数的迭代更新问题. 本文算法不需要信号稀疏度和噪声强度的先验信息, 是一种高效的盲重
构算法. 仿真实验表明, 本文算法能有效利用信号的统计特性和结构信息, 在重构精度和收敛速率方面能够
很好地折衷.

关键词: 多任务压缩感知, 稀疏贝叶斯学习, 块稀疏框架
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1 引 言

随着未来宽带、超宽带信号处理技术的发展,
人类对信号的采样和处理的要求越来越高. 在很多
实际的应用中 (如雷达探测、声呐定位、医学图像
等), 感兴趣的目标相对应用背景可视为稀疏的, 或
者说信号所承载的信息率是有限的. 目标的这种稀
疏特性与复杂的信息系统、海量的数据率是极不平

衡的, 压缩感知 (compressive sensing, CS)是一种
有效解决这种不平衡的理论方法. CS理论指出 [1],
如果某个信号是稀疏的或者经过某种变换后是稀

疏的, 则利用一个与变换基不相关的观测矩阵可以
将高维信号投影到低维空间中, 通过求解优化问题
从少量的低维数据中高概率的重构高维信号. CS
为稀疏信号的亚奈奎斯特采集提供了理论基础, 也
使得信号处理产生了新思路和方法. 目前, CS已经

广泛应用于雷达 [2]、图像处理 [3−5]、认知无线电 [6]

等领域.
在实际的工程中, 往往能通过不同的观测矩阵

对一个信号进行多次观测, 而信号在观测过程中稀
疏结构一般保持不变, 从多个不同的低维观测中联
合重构高维信号便构成一个多任务压缩感知 (mul-
titask compressive sensing, MCS)问题 [7]. MCS是
一类重要的稀疏表示模型, 利用稀疏信号结构的相
关性往往能极大的提高CS重构性能. 文献 [7]提出
基于分层贝叶斯模型的MCS 重构算法, 将稀疏重
构问题转化为多任务学习问题, 利用稀疏矢量内部
和外部的相关性, 提高重构性能. 文献 [8]提出对稀
疏矢量先验分布参数采用狄利克雷过程 (Dirichlet
process, DP)先验建模, 对多任务稀疏信息共享进
行更为合理的假设. 文献 [9]对MCS模型进行一般
化处理, 对稀疏信号用拉普拉斯 (Laplace)先验建
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模, 把MCS模型归纳为一种基于拉普拉斯先验的
MCS(Laplace prior-based MCS, LMCS)模型的特
殊情况, 扩展了MCS的应用范围. 文献 [10]提出将
MCS应用到无线传感网络定位中, 利用贝叶斯算
法的误差线 (error bars)自适应的调整每个测量矩
阵, 以满足不同的定位精度的要求. 文献 [11]将实
数MCS 贝叶斯框架扩展到复数BCS领域, 提出一
种基于多测量矢量 (multiple measurement vector,
MMV)模型的复MCS重构算法.

上述各种算法在建立贝叶斯建模时将MCS转
化为多个单任务学习模型, 在多任务学习过程中,
相关统计参数更新速率慢, 导致这些算法效率较
低. 一般稀疏矢量除了统计特征, 还具有一定的
结构特征, 结构特征可为算法收敛提供额外的信
息, 而这些特征往往被上述模型忽略. 为同时利用
稀疏信号的统计特性和结构特性, 本文构造一种
块稀疏贝叶斯学习模型. 首先利用Kronecker积的
性质将多任务学习问题映射为单测量矢量 (single
measurement vector, SMV)的块稀疏问题, 其次构
建相关向量机 [12](relevance vector machine, RVM)
框架下的块稀疏SMV模型, 且建模时同时兼顾稀
疏块间的统计特性和稀疏块内部的结构特性, 最后
通过传统RVM框架推导了模型中统计特性参数和
结构特性参数的迭代求解方法. 由于同时利用了稀
疏信号的统计特性和结构信息, 同时RVM能有效
克服传统基于最小二乘稳态误差大的缺陷问题 [13],
因此本文算法具有较快的收敛速度和更高的重构

精度.

2 多任务压缩感知

考虑如下一个稀疏表示模型:

z = Ψw, (1)

其中Ψ ∈ RN×N为一个正交基, 信号的稀疏性
表现为w = [w1, w2, · · · , wN ]

T
中的元素只有K

个非零, 其他的元素都为零或者近似为零, 即
∥w∥0 = K, ∥w∥0为w的 l0范数. 在上述假设
下, 信号z ∈ RN×1被称为在基Ψ上是K 稀疏

的. 由于K ≪ N , 因而信号 z是冗余的, CS
理论表示, 可以用一个与基不相关的测量矩阵
Φ ∈ RM×N (K < M < N)将高维信号投影到低维

压缩空间

g = Φz + e = ΦΨw + e = Bw + e, (2)

其中B ∈ RM×N为感知矩阵, e ∈ RM×1为观测

高斯白噪声, 其方差为σ2
e . CS理论已经证明, 由

于信号z具有稀疏性, 低维压缩信号g ∈ RM×1中

已经包含了重构稀疏矢量w的所需要的信息. 通
过求解如下优化的约束问题可以高概率的恢复原

始信号

ŵ = arg min ∥w∥0 s.t. ∥g −Bw∥22 6 σ2
e , (3)

式中 ∥g −Bw∥2表示 l2范数. 由于M < N , 上述
逆过程为NP-hard问题, 一般无确定的解, 但是由
于w稀疏性的存在, 则有望通过线性规划找出确定
解. 文献 [14]指出, 在一定的条件下, l0优化问题可
以通过一个 l1优化问题来近似逼近, 即

ŵ = arg min ∥w∥1 s.t. ∥g −Bw∥22 6 σ2
e , (4)

式中, ∥w∥1表示 s的 l1范数. (3)式和 (4)式等价的
条件是感知矩阵B满足等距同构条件 (Restricted
Isometry Property, RIP)条件 [15]

(1− δ) ∥w∥22 6 ∥Bw∥22 6 (1 + δ) ∥w∥22 , (5)

式中 δ为一很小的常数. 一般来说信号的稀疏性是
未知的, (4)式中的寻优问题可以被转化为一个带
约束的二次规划问题

ŵ = arg min
{
∥g −Bw∥22 + η ∥w∥1

}
, (6)

式中 η为优化质量平衡参数. (6)式一般可以通
过常见的优化算法如正交匹配追踪 (orthogonal
matching pursuit, OMP)算法 [16]、稀疏贝叶斯学

习 (sparse Bayesian learning, SBL)算法 [12]等算法

求解. 此外, 也可以通过对信号稀疏性进行 p范数

约束 [17], 采用规则化的聚焦算法 (regularized FO-
CUSS, RFOCUSS)进行求解.

(2)式中的问题是一个典型的SMV模型. 在实
际的工程中, 往往能通过不同的测量矩阵获取信号
的多个低维观测样本

gl = Φlzl + el = ΦlΨwl + el = Blwl + el,

l = 1, 2, · · · , L, (7)

其中, Φl ∈ RM×N为第 l个观测矩阵, Bl = ΦlΨ

为第 l个感知矩阵, wl ∈ RN×1为第 l个观测时信

号的稀疏表示系数向量, el为第 l维测量噪声, L

为总的测量矢量维数. 一般认为信号是一个慢变
的过程, 因此上述L个观测过程中稀疏表示系数

w1,w2, · · · ,wL有相同的稀疏性, 即每个稀疏矢
量w1,w2, · · · ,wL 中非零元素的位置相同, 只是
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系数的大小不同. 在上述假设下, 由多个观测过
程构成一个MCS 问题, 利用多个稀疏系数间的
相关性一般能较大的提高重构性能. 特别地, 当
Φ1 = Φ2 = · · · = ΦL时, (7)式构成一个多测量矢
量模型 (multiple measurement vectors, MMV). 现
有的MCS算法主要针对MMV模型, 不具有普适
性, 特别是稀疏矢量内部的某些结构不能被有效的
利用.

3 块稀疏贝叶斯学习重构算法

利用稀疏信号的块状结构能有效的提高重构

性能, 通过对MCS信号群的合理建模, 可将多任
务间的相关性转化为SMV中稀疏矢量块结构特
征. 贝叶斯学习框架已经被广泛应用于实际的工
程中 [18,19], 其采用参数化的概率模型对系统求解,
为求解稀疏的结构信息提供了一种非常灵活的数

学方法. 本文考虑利用贝叶斯框架对稀疏信号的
统计特性和稀疏块内结构特性进行建模, 构造如
下三个矩阵: 压缩信号矩阵 Y =

[
g1, g2, · · · , gL

]
,

稀疏源矩阵X =
[
w1,w2, · · · ,wL

]
, 观测噪声矩阵

E =
[
e1, e2, · · · , eL

]
. 假设稀疏源矩阵的每一行

Xn• (n = 1, 2, · · · , N)是相互独立的, 第n个信源

概率密度函数为高斯的, 且满足一定的相关性

p(Xn•; γn,Rn) ∼ N(0, γnRn),

n = 1, 2, · · · , N, (8)

其中 γn是控制方差特性的非负参数, 其表征了
稀疏矢量间的统计特性. 当 γn = 0时, 相应的
Xn• = 0. Rn为稀疏源Xn•的协方差矩阵, 其是
一个正定矩阵, 且具有对称的特性, 其表征稀疏源
Xn•的结构相关特性. 令y = vec

(
Y T) ∈ RML×1,

其中 vec
(
Y T)表示将矩阵Y T的元素按列排成

一列. 类似地, 令x = vec
(
XT) ∈ RNL×1,

n = vec
(
ET) ∈ RML×1, 且构造如下矩阵:

Θ =


Θ1

Θ2

...

ΘM

 , Θm =


R1

m• ⊗ I1•

R2
m• ⊗ I2•

...

RL
m• ⊗ IL•

 , (9)

其中⊗表示克罗内克乘积, 利用上述定义的向量和
矩阵可以将 (7)式中的MCS模型稀疏表示为如下
SMV模型:

y = Θx+ n, (10)

其中x一个块稀疏模型, 其系数中只有K块有值,
其余N −K块元素均为. (10)式将稀疏源X的相

关特性转换为块稀疏矢量x中稀疏块内的结构相

关特性, 若 (10)式中的噪声服从参数为λ = σ2
n的

高斯分布, 则y的似然函数为

p (y|x, λ)

=

(
λ

2π

)ML
2

exp
(
−λ

2
∥y −Θx∥22

)
. (11)

上述模型直接利用SBL求解的困难在于求解后验
概率函数会导致过学习问题, 计算量非常大. 由于
(8)式中的假设存在, 赋予了块稀疏矢量x如下先

验分布:

p (x|γn,Ri)

=
N∏

n=1

( γn
2π

)L+1
2 det−1/2 (γnRn)

× exp
(
−xT

n (γnRn)
−1

xn

2

)
, (12)

式中xn表示矢量x的n块的所有元素组成的向量,
det (γnRn)为矩阵的行列式. 由贝叶斯定理, 可得
x的条件概率函数

p (x|y;λ, γi,Ri)

=
p (y|x, λ) p (x|γn,Ri)

p (y|λ, γn,Ri)

=
( γn
2π

)NL+1
2 det−1/2 (Σ)

× exp
{
− [x− µ]

T
(Σn)

−1
[x− µ]

2

}
. (13)

其均值和协方差分别为

µ =
(
λΓ−1 +ΘTΘ

)−1
ΘTy

= ΓΘT (λI +ΘΓΘT)−1
y,

Σ =

(
Γ−1 +

1

λ
ΘTΘ

)−1

= Γ − ΓΘT (λI +ΘΓΘT)−1
ΘΓ , (14)

式中Γ = diag [γ1R1, γ2R2, · · · , γnRn]表示将矩

阵γ1R1, γ2R2, · · · , γnRn排成对角块的形式.
x的稀疏性由Γ 中的 γn控制, 在贝叶斯学习

过程中, 如果γn = 0, 则将感知矩阵Θ中与x的n

块系数相应的列删除 [20]. 如果准确估计出参数λ

和Γ , 则能获得上述后验概率函数, 从而获得对x

的估计. 为估计上述参数, 构造如下对数似然函数:

L (λ,Γ ) = log p (y|λ,Γ )
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= log p (y|x, λ) p (x|Γ ) ∝ −yTCy

− log |C| , (15)

式中C = λI + ΘΓΘT. 通过期望最大化

(expectation-maximization, EM)上述似然函数可
以逐步估计出各个参数. EM算法将x视为已知的

变量, 采用迭代的方式对似然函数进行最大化处
理, 其优化目标为最大化如下函数:

D (λ,Γ )

= E {log p (y|λ,Γ )}

= E {log p (y|x, λ)}+ E {p (x|Γ )} . (16)

首先来推导EM迭代中最优Γ 参数. 假设所
有稀疏源所含的结构相关性相同, 即R1 = R2 =

· · · = RN = R, 注意到上式中的前一项与γn和R

无关, 因此 (16)式中的优化函数可以简化为如下优
化函数:

D (γn,R)

= − L

2
log (Λ)− N

2
log (|R|)

− 1

2
Tr
{(

Λ−1 ⊗R−1
) (

Σ + µµT)} . (17)

上式对γn求导, 并令导数为零, 可得第d + 1次迭

代过程中最优γn为

(γn)d+1 =
Tr
{
R−1

d

[
Σd + µdµ

T
d

]}
L

, (18)

式中Rd, Σd及µd分别表示相应的参数在第d次迭

代过程的估计值. 同理, (17)式对R求导并令导数

为零, 可得第d + 1次迭代过程中最优结构相关性

参数R为

Rd+1 =
1

N

N∑
n=1

Σd + µdµ
T
d

(γn)d
, (19)

式中Σd, Σd及µd均为在第d次迭代过程相关参数

的最优估计值.
类似的, 要估计噪声方差参数λ, 认为Γ 参数

已知, 将优化函数 (16)式中与λ无关后一项去除,
优化函数简化为

D (λ) = − ML

2
logλ− 1

2λ

{
∥y −Θx∥22

+ Tr
(
ΣΘTΘ

)}
. (20)

采用迭代的方式求第d + 1次迭代过程中最优的λ

值时, 假设第d次迭代后已经获得其他参数的最优

值, 可将上式进一步简化. 对上式进行求导, 并令
导数为零可得第d+ 1次迭代的最优λ为

λd+1

=
∥y −Θxd∥22 + λd

[
NL− Tr

(
ΣdΓ

−1
d

)]
ML

, (21)

式中xd, Σd及Γd均为在第d次迭代过程相关参数

的最优估计值.
综上所述, 现将本文算法的步骤总结为如下:
步骤1 将多任务压缩数据g1, g2, · · · , gL 构

成矩阵Y ,并矢量化为向量y;按照 (9)式构造SMV
模型的感知矩阵Θ.

步骤2 初始化结构性参数R = I, 初始化解
向量的系数全为1, 即x0 = 1.

步骤3 按 (18), (19)和 (21)式分别更新参数
γn , R 和λ. 如果γn 小于某个设定的阈值, 则将
γn 置零, 并将感知矩阵中响应的列剔除, 相应的系
数矢量块也置零.

步骤4 按计算 (14)式中的均值和方差.
步骤5 若迭代次数达到预设的最大次数或者

相邻两次迭代过程中x的变化小于某个预设的阈

值, 则迭代终止, 否则继续步骤3和步骤4.
步骤6 输出x, 还原稀疏矢量w1, w2, · · · ,

wL.

4 仿真实验与分析

为验证本文算法的有效性, 使用Matlab对本
文算法性能进行仿真. 其中, 稀疏基矩阵Ψ为傅

里叶基, 信号长度N = 512, 不同观测稀疏信号为
一个自回归 (autoregression, AR)高斯过程, 回归
参数 r = 0.9. 本文选取FOCUSS算法和SBL算法
这两种盲估计算法与本文所提算法进行对比, 为
评价重构效果, 选择成功率 [20]、归一化均方误差

(normalized mean square error, NMSE)和运行时
间作为重构性能评价标准. 其中, 成功率为仿真实
验中重构稀疏矢量的最大K个非零系数位置全部

与实际非零元素位置相同的次数所占所有仿真实

验次数百分比. 在不同的仿真条件下所有的算法均
进行 1000次蒙特卡洛仿真, 每次仿真所用的稀疏
矢量非零元素的大小和位置随机生成, 噪声为高斯
白噪声.

在不同信噪比条件下本文算法和其他盲估计

算法性能对比如图 1所示, 其中测量长度M = 50,
信号稀疏度为K = 10, 任务数目L = 8. 由图可
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知, 随着信噪比增加, 所有的重构算法的性能都会
提升. 由于利用了信号统计特征, 贝叶斯类算法在
重构误差和重构概率方面的性能优于FOCUSS算
法. 由于贝叶斯类算法需要迭代的计算各种参数,
因此在运行速度方面没有特别明显优势. 由于利用
了稀疏信号的结构信息, 本文算法比SBL算法收敛
更快, 而且本文算法能更得到更好的重构性能.

在不同任务数目L下本文算法和其他重构算

法性能对比如图 2所示, 其中测量长度M = 50, 信
号稀疏度为K = 10, 信噪比为 15 dB. 由图 2可知,
随着任务数目L增加, 所有的重构算法的性能都会
提升. 当L > 5后, 各种算法性能重构性能会比较
稳定, 不会显著变化. 且随着任务数目增加, 信号
的统计特征对信号稀疏求解贡献更大, 因此本文算

法性能会趋近SBL算法.
图 3显示了观测维数M与重构性能的关系,其

中任务数目L = 8, 信号稀疏度为K = 10, 信噪比
为 15 dB. 从图中可以看出测量矢量维数M越大,
各种算法重构效果就越好. 本文算法重构新能与
SBL接近, 均优于FOCUSS算法. 尽管基于贝叶斯
框架的算法计算复杂度高于FOCUSS算法, 但本
文算法在相同的条件下比SBL算法收敛更快.

在不同信号稀疏度K下本文算法和其他算法

性能仿真结果如图 4所示. 由于随着稀疏度K值上

升, 感知矩阵Θ的RIP特性会被破坏, 因此随着稀
疏度K变大, 所有的算法重构性能会随之变差. 但
综合仿真结果, 本文所提的块稀疏贝叶斯学习算法
重构性能仍然优于其他两种算法.
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图 1 不同信噪比下各种算法重构性能的比较

(a) NMSE对比; (b) 成功率对比; (c) 运行时
间对比
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图 2 不同任务数目L各种算法重构性能的比

较 (a) NMSE对比; (b) 成功率对比; (c) 运行
时间对比
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图 3 不同观测维数M 各种算法重构性能的比

较 (a) NMSE对比; (b) 成功率对比; (c) 运行
时间对比
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图 4 不同稀疏度K各种算法重构性能的比较

(a) NMSE对比; (b) 成功率对比; (c) 运行时
间对比

5 结 论

本文提出了一种基于块稀疏贝叶斯学习的

MCS盲重构算法, 该算法将多个重构问题转化为
单个测量矢量模型. 通过构建贝叶斯框架, 将稀疏
矢量的统计特性和结构特性参数化, 从而将重构问
题转化为参数学习问题, 并推导了相关参数的最
优估计方法. 本文分别对比了所提算法与基于最
小二乘的FOCUSS算法与基于贝叶斯框架的SBL
算法的重构性能. 仿真结果表明, 本文算法能克服
FOCUSS算法稳态误差大的缺点, 同时弥补贝叶斯
学习的不足, 在重构精度和收敛速率方面能很好的
折衷.
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Abstract
As a widely applied model for compressive sensing, the multitask compressive sensing can improve the performance

of the inversion by appropriately exploiting the interrelationships of the tasks. The existing multitask compressive
sensing recovery algorithms only utilize the statistical characteristics of a sparse signal, the structural characteristics of
the sparse signal have not been taken into consideration. A multitask compressive sensing recovery algorithm is proposed
in this paper based on the block sparse Bayesian learning. The block sparse single measurement vector model is applied
to the multi-task problem. Both statistical and block structural characteristics of the sparse signal are used to build
a mathematical model, and the sparse inverse problem is linked to the parameter iteration problems in the Bayesian
framework. The proposed algorithm does not require the sparseness information and noise beforehand, which turns out
to be an effective blind recovery algorithm. Extensive numerical experiments show that the proposed algorithm can
exploit both statistical and structural characteristics of the signal, therefore it may reach a good trade-off between the
recovery accuracy and the convergence rate.
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