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美式回望期权定价问题的有限体积法∗

张琪 张然† 宋海明

(吉林大学数学学院, 长春 130012)

( 2014年 10月 11日收到; 2014年 11月 3日收到修改稿 )

随着金融市场的不断发展, 期权作为一种能够规避风险的金融衍生产品越来越引起投资者的青睐,
成交量呈逐年上升的趋势, 期权定价问题已经成为金融数学领域中一个重要的研究课题. 本文主要研究
Black-Scholes模型下美式回望期权定价问题的数值解法. 美式回望期权定价问题是一个二维非线性抛物问
题, 难以直接应用数值方法进行求解. 通过分析该问题的求解难点, 本文给出解决该困难的有效方法. 首先利
用计价单位变换将定价问题转换为一维自由边值问题, 并采用Landau’s变换将求解区域规范化; 而后针对问
题的非线性特点,利用有限体积法和Newton法交替迭代求解期权价格和最佳实施边界, 并对数值解的非负性
进行了分析. 最后, 通过与二叉树方法进行比较, 验证了本文方法的正确性和有效性, 为实际应用提供了理论
基础.

关键词: 经济物理学, 美式回望期权, 有限体积法, Newton 迭代法
PACS: 02.60.–x, 47.11.Df, 89.65.Gh DOI: 10.7498/aps.64.070202

1 引 言

近年来, 物理学的相关理论和方法已经广泛应
用于金融学和经济学等领域, 出现了一系列运用
物理知识与方法对金融模型进行分析的文章 [1−7],
进而形成了一门新兴的交叉学科——经济物理

学 (econophysics). 期权定价问题是金融学中一项
重要的研究课题, 越来越多的学者将热力学知识
和统计学方法渗透到期权定价问题中, 例如Kol-
mogorov方程、Brown 运动和最小作用量原理等,
从而推导出期权价格满足的偏微分方程: Black-
Scholes方程 [8,9].

众所周知, 以物理学、力学和金融学等其他学
科为背景的偏微分方程的研究, 不仅是传统应用数
学中的一个主要内容, 也是当代数学的一个重要
组成部分. 目前, 对于求解偏微分方程的数值解法
众多 [10−12], 如有限差分法 [13,14]、有限元法 [15−18]、

谱方法 [19−21]和有限体积法 [22−25]等, 这为我们求
解实际问题提供了有效的工具. 现有的数值方法,

从物理学的角度来看, 有限体积法更容易被接受.
采用有限体积法得到的离散方程能够有效控制容

积的通量平衡, 且离散后方程的各项均有明确的
物理意义, 因此有限体积法已成为求解流体力学
等物理问题有效的数值方法. 本文主要研究美式
回望期权的定价问题, 针对其求解难点, 给出有效
的数值方法. 首先, 简要回顾美式回望期权满足的
Black-Scholes模型. 然后, 利用计价单位技巧将模
型降维,并通过Landau’s变换将其化为一维有界规
则区域上的抛物问题. 接下来, 采用有限体积法结
合Newton法交替迭代求出期权价格和最佳实施边
界, 并对数值解的非负性进行分析. 最后, 通过数
值模拟验证了该算法的正确性和有效性.

2 问题描述

美式回望看涨 (看跌)期权是一类强路径期权,
其收益回报不仅依赖于标的资产在当前时刻 t的价

格St, 同时也依赖于期权价格在 [0, t]时段的最小

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11271157, 11371171)和新世纪优秀人才支持计划资助的课题.
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值Gt = min
06θ6t

Sθ (最大值Gt = max
06θ6t

Sθ), 因此美

式回望期权定价问题是一类较难求解的问题. 本
文主要以看跌期权为例研究美式回望期权的定价

问题, 对于看涨情形, 可通过相同的技巧得到类似
的结论. 假设 t, S和G分别表示时间, 标的资产的
价格以及历史最大值, 则美式回望看跌期权价格
P (S,G, t)满足如下Black-Scholes模型 [26]:

Pt +
σ2

2
S2PSS + (r − q)SPS − rP = 0,

B∗(t) < S 6 G, 0 6 t < T,

P (S,G, T ) = G− S, B∗(T ) 6 S 6 G,

P (B∗(t), G, t) = G−B∗(t), 0 6 t < T,

PS(B
∗(t), G, t) = −1, 0 6 t < T,

PG(G,G, t) = 0, 0 6 t < T,

(1)

其中σ, r, q和T分别表示标的资产的波动率, 无
风险利率, 红利率以及期权的到期日. B∗(t)为最

佳实施边界, 是一条未知的曲线, 满足终值条件
B∗(T ) = max

{
G, qrG

}
.

为了对模型 (1)进行数值求解, 我们先讨论该
问题所面临的求解困难:

1) 回望期权定价模型 (1)的空间求解区域是一
个二维的区域;

2) 该模型的求解区域左边界是一条未知曲线,
且求解区域不规则.

针对第一个难点, 本文将采用计价单位的技巧
将问题降维, 使得求解区域化为一维区域. 对于第
二个难点, Landau’s变换是处理曲边区域的有效方
法, 通过该变换, 求解区域便可化为一个有界规则
区域. 下面, 我们将分别介绍这两种变换, 将回望
期权定价模型 (1)化为一个一维有界规则区域上的
抛物问题.

通过计价单位变换:

ξ = ln G
S
, τ = T − t, η(ξ, τ) =

P (S,G, t)

S
.

回望期权定价模型 (1)可化为如下一维有界区域上
的自由边界问题:

ητ − γηξξ − µηξ + qη = 0,

0 6 ξ < B(τ), 0 < τ 6 T,

η(ξ, 0) = g(ξ), 0 6 ξ 6 B(0),

η(B(τ), τ) = g
(
B(τ)

)
, 0 < τ 6 T,

ηξ(B(τ), τ) = g′
(
B(τ)

)
, 0 < τ 6 T,

ηξ(0, τ) = 0, 0 < τ 6 T,

(2)

其中

γ =
σ2

2
, µ = q − r − γ,

B(τ) = ln G

B∗(T − t)
, g(ξ) = eξ − 1.

接下来, 对模型 (2)采用Landau’s变换:

x = 1− ξ

B(τ)
, u(x, τ) = η(ξ, τ),

便可得到一个有界规则区域上的抛物问题:

uτ − γ

B2(τ)
uxx +

(1− x)B′(τ) + µ

B(τ)
ux

+ qu = 0, 0 < x 6 1, 0 < τ 6 T,

u(x, 0) = g
(
B(0)(1− x)

)
, 0 6 x 6 1,

u(0, τ) = g
(
B(τ)

)
, 0 < τ 6 T,

ux(0, τ) = −B(τ)g′
(
B(τ)

)
, 0 < τ 6 T,

ux(1, τ) = 0, 0 < τ 6 T.

(3)

观察模型 (3), 不难发现, 虽然该问题的求解区
域为规则区域, 但方程系数中的B(τ)未知, 因此我
们仍然无法直接得到期权价格. 本文将采用有限体
积法和Newton法迭代求解模型 (3), 首先我们固定
某个时刻 τ ,给定B(τ)一个初值,利用模型 (3)中的
第1, 3和5式形成有限体积变分形式来求解期权价
格u. 得到期权价格u后, 我们利用模型 (3)中的第
4式,采用Newton法更新B(τ)的值, 这两步交替求
解, 直到得到收敛的结果. 本文的后续部分将会详
细介绍求解模型 (3)的数值算法.

为了对模型 (3)进行有限体积离散和相应的
理论分析, 我们介绍一些基本的函数空间. 记
Ω = [0, 1], L2(Ω)表示Ω上平方可积函数空间, 且
相应的内积表示为 (· , ·). 其他函数空间的定义
如下:

H1(Ω) := {v ∈ L2(Ω), vx ∈ L2(Ω)},

H1
E(Ω) := {v ∈ H1(Ω), v(0) = 0},

H1
g (Ω) := {v ∈ H1(Ω), v(0) = g

(
B(τ)

)
},

H−1
E (Ω)为H1

E(Ω)的对偶空间.
接下来, 定义双线性形式:

a
(
B(τ), B′(τ);u, v

)
=

γ

B2(τ)
(ux, vx) +

B′(τ)

B(τ)

(
(1− x)ux, v

)
+

µ

B(τ)
(ux, v) + q(u, v),

从而模型 (3)的弱形式可表示为
(VF): 求 u ∈ L2

(
0, T,H1

g (Ω)
)
和

B ∈ C([0, T ]) ∩ C1([0, T ]),

使得

uτ ∈ L2([0, T ],H−1
E (Ω)),
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u(x, 0) = g
(
B(0)(1− x)

)
,

且满足

(uτ , v) + a
(
B(τ), B′(τ);u, v

)
= 0,

∀ v ∈ H1
E , 0 < τ 6 T, (4)

ux(0, τ) = −B(τ)g′
(
B(τ)

)
, 0 < τ 6 T. (5)

至此, 我们已经得到美式回望期权定价问题对应的
变分形式, 下一节, 我们将对方程 (4)和 (5)进行数
值离散, 给出期权价格的数值解.

3 数值算法

本节我们主要研究期权定价问题 (4)和 (5)的
离散形式, 并给出求解离散系统的数值算法. 首
先, 采用有限体积法对方程 (4)进行数值离散. 然
后, 为了数值精度的匹配, 对方程 (5) 采用二阶差
分格式逼近. 最后, 对于所得到的离散系统, 我们
采用Newton 法交替迭代求解期权价格和最佳实施
边界.

3.1 有限体积元

这一部分, 我们分别对时间和空间进行剖分,
给出有限体积法对应的试探函数空间和检验函数

空间. 考虑时间离散

Jτ : 0 = τ0 < τ1 < · · · < τM1
= T,

τm = T (m/M1)
2, m = 0, 1, · · · ,M1,

其中M1是时间剖分的份数. 在每个时间单元
Tm := (τm−1, τm]上, km = τm − τm−1表示局部

时间步长. 我们定义k = max
16m6M1

km为全局时间

步长. 对于空间方向, 由于本文选择有限体积法进
行离散, 因此需要定义两套空间剖分—原剖分和对
偶剖分, 形式分别如下:

Ih : 0 = x0 < x1 < · · · < xN = 1,

I∗h : 0 = x0 < x 1
2
< · · · < xN− 1

2
< xN = 1.

在原剖分上, In := (xn−1, xn)和hn := xn − xn−1

分别表示空间单元和相应局部空间步长, h :=

max
16n6N

hn定义为原剖分的全局尺度. 相应地, 对

偶单元的定义为 I∗0 = (0, x 1
2
), I∗n = (xn− 1

2
, xn+ 1

2
)

(n = 1, · · · , N − 1)和 I∗N = (xN− 1
2
, xN ). 其中

xn− 1
2
= xn − hn/2.

试探函数空间V g
h 和检验函数空间V E

h 定义

如下:

V g
h = {uh ∈ H1

g (Ω), uh|Ii ∈ P1},

V E
h = {vh ∈ H1

E(Ω), vh|I∗
i
∈ P0},

其中Pj表示次数不超过 j (j = 0, 1)的多项式空
间. 函数空间V g

h 和V E
h 对应的基函数ϕi和ψi, 如

图 1所示.

0

0.5

1.0

0

0.5

1.0

x0 x1 xn֓ xn xn⇁ xN֓ xN

x0 x1 xn֓ xn xn⇁ xN֓ xN

Vh
g

Vh
E

图 1 基函数

3.2 有限体积离散

这一子节中, 我们将结合有限体积法和New-
ton 法迭代求解期权价格和最佳实施边界. 令umh

和 Bm > 0 (m = 1, · · · ,M1)分别表示期权价格

u(x, τ)和最佳实施边界B(τ) 的逼近形式, 在时间
方向, 我们采用 θ-格式进行离散, 则期权定价问题
(4) 和 (5)对应的有限体积离散形式为

(DF): 求 umh ∈ V g
h 和Bm > 0 (m =

1, · · · ,M1), 使得

(∂τu
m
h , vh) + a(Bm, ∂τBm;um−θ

h , vh) = 0,

∀ vh ∈ V E
h , (6)

(umh )x(0) = −Bmg
′(Bm), (7)

其中

umh (x) =
N∑
j=0

umj φj(x),

um−θ
h = (1− θ)umh + θum−1

h ,

∂τBm =
Bm −Bm−1

km
,

∂τu
m
h =

umh − um−1
h

km
,

u0j = g
(
B(0)(1− xj)

)
,
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u0h(x) =

N∑
j=0

u0jφj(x),

B0 = B(0) = max
(

ln q
r
, 0
)
.

相应的矩阵形式为

A∂τU
m +

(
qA+

γ

B2
m

B1 +
∂τBm

Bm
C

+
µ

Bm
D
)
Um−θ = Fm−θ, (8)

(um0 )x = −Bmg
′(Bm), (9)

这里

A =
(
(φi, ψj)

)
N×N

, B1 =
(
(φ′

i, ψ
′
j)
)
N×N

,

C =
((

(1− x)φ′
i, ψj

))
N×N

,

D =
(
(φ′

i, ψj)
)
N×N

,

Um = (um1 , u
m
2 , · · · , umN )T,

Fm−θ = (fm−θ, 0, 0, · · · , 0)T,

fm−θ =
h

8km
(eBm−1 − eBm)

+
[
− qh

8
+

γ

B2
mh

+
∂τBm

Bm

(1
2
− 3h

8

)
+

µ

2Bm

](
(1− θ)eBm + θeBm−1 − 1

)
.

观察系统 (8)和 (9), 方程 (8)中U和B均未知,
无法直接求解. 我们可以先给定B一个初值, 这
样便可以求得U . 已知U , 对非线性方程 (9)应用
Newton 迭代法来更新B的值, 这两步交替迭代进
行, 直到得到满足精度要求的结果. 下面我们将详
细介绍本文的主要算法.

首先, 我们利用 Taylor 展式对方程 (9)进行数
值离散, 因为线性有限元方法的数值精度在空间
上是 2阶的, 为了使数值精度匹配, 本文采用二阶
Taylor 展式对 (9)式进行逼近, 简单整理可以得到
如下等价形式:

P(Bm)
∆
= 4um1 − um2 + 3 + 2hBme

Bm − 3eBm = 0.

应用Newton 法求解上式, 我们需要得到P的导数

P′(Bm) = 4
dum1
dBm

− dum2
dBm

+2h(1+Bm)eBm−3eBm .

观察导数的解析式, 不难发现 dum1
dBm

和
dum2
dBm

都是

未知的. 因此应用Newton 法更新B 时, 需要提前
求出

dum1
dBm

和
dum2
dBm

. 下面介绍求解它们的方法. 对

方程 (8)两端关于B求导可得( 1

km
A+ (1− θ)

(
qA+

γ

B2
m

B1

+
∂τBm

Bm
C +

µ

Bm
D
))
Xm = Gm−θ, (10)

其中

Xm =
dUm

dBm
,

Gm−θ =
dFm−θ

dBm
+
( 2γ

B3
m

B1− Bm−1

B2
mkm

C

+
µ

B2
m

D
)
Um−θ.

这样, 我们便求出了 dum1
dBm

和
dum2
dBm

. 为了更具体地

理解本文所介绍的算法, 我们给出具体步骤, 算法
如下:

• 任给 ϵ > 0.

• For m = 1 :M1

– 令B
(0)
m = Bm + αkm;

– For j = 1, 2, · · ·

1. 求 解 (8)和 (10), 得 到U(B(j−1)),
du1

dB(j−1)
和

du2
dB(j−1)

；

2. 计算B(j) = B(j−1) − P(B(j−1))

P′(B(j−1))
;

3. 如果 |B(j) − B(j−1)| < ϵ, 则Bm =

B(j)；

4. 固定Bm, 求解 (8), 得到更精确的
Um和um0 = eBm − 1.

• end

上面我们已经给出了求解期权价格的具体算

法, 众所周知, 期权价格在交易的过程中不可能出
现负值, 为了说明本文所提算法的合理性, 我们必
须对期权数值解的非负性进行分析.

定理1 如果

ρ1 = h
M1max
m=1

∂τBm, ρ2 =
M1max
m=1

h2

km
= C4h

1−a,

0 < a < 1, 充分小, 则系统 (8)和 (9)求出的数值解
umh 非负.

为使文章清晰, 关于定理 1的详细证明过程,
我们将在附录中给出.
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4 数值模拟

本节中, 我们将通过数值模拟来验证本文所
介绍的有限体积法 (FVM)的有效性, 并给出在股
价历史最大值已知的情况下回望期权价格的三维

图像, 让读者对回望期权定价问题有一个直观的
认识.

数值算例 我们考虑一年期 (T = 1)的美式

回望看跌期权定价问题. 假设股价S的波动率为

σ = 0.2, 为了验证本文算法对利率 r和红利率 q

在多种组合下的有效性, 我们选取以下三种情形
进行讨论: (I) r > q: r = 0.06, q = 0.02; (II)
r = q: r = 0.06, q = 0.06; (III) r < q: r = 0.058,
q = 0.06.

注 美式回望看跌期权不存在解析解, 本文
选取二叉树方法 (BTM)作为解析解的参照物. 其
中, BTM 的时间剖分份数为M1 = 10240, 截断
长度取L = 1. 对于本文算法中一些参数的选取,
我们也在此给出说明. 时间离散参数 θ取 0.5, 即
Crank-Nicolson格式, 剖分份数M1 = 512, 空间方

向采用均匀剖分h =
√
T/M1. Newton 迭代法中

的 ϵ = 10−10, α = 10.
为说明FVM的准确性, 我们给出了上述

(I)—(III)三种情况下, 股价历史最大值G 变化

时, 应用FVM求得的B∗的相对L2误差, 如表 1所
示. 表 1 的数据表明FVM 解的相对误差的量级为
10−3, 在金融市场交易的过程中, 这个误差范围是
可以接受的.

表 1 三种情况下, 不同的历史最大值G, 相应的FVM解的
相对L2误差

相对误差 (10−3) G = 100 G = 150 G = 200

r > q 1.595 0.0133 0.00993

r = q 5.119 0.0452 0.0339

r < q 5.334 0.0474 0.0356

接下来, 为了让读者对最佳实施边界B∗有一

个直观的认识, 我们给出了在表 1所述情况下, 应
用FVM和BTM求得的最佳实施边界的图像, 如
图 2至图 4所示, 其中红线和蓝线分别表示有限体
积法和二叉树法.
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图 2 最佳实施边界B∗ (G = 100)
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图 3 (网刊彩色) 最佳实施边界B∗ (G = 150)
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t t t

B⇀ B⇀ B⇀

(I) r > q (II) r=q (III) r < q

150 160 170 180 190 200
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

FVM
BTM

140 150 160 170 180 190 200

FVM
BTM

140 150 160 170 180 190

FVM
BTM

图 4 (网刊彩色) 最佳实施边界B∗ (G = 200)

观察图 2至图 4 , 我们可以得到以下结论:
1)两条线几乎完全吻合, 说明了有限体积法的

正确性, 这与表 1所得到的结论一致.
2) 针对 (I)—(III)三种情况, 对于不同的G, 本

文算法解得的最佳实施边界的走势均与真解一致,
说明了该算法应用范围的普遍性.

为了进一步说明时间剖分份数对解的精度的

影响, 并对两种算法 (FVM,BTM)光滑性进行比
较, 我们以图 1为例, 放大局部, 给出不同时间剖分
份数下最佳实施边界的图像, 如图 5所示.

观察图 5 , 不难发现:
1) 随着时间剖分份数 (M1)的增大, 有限体积

法得到的最佳实施边界逐渐逼近二叉树解, 表明了
有限体积法的可行性;

2) 有限体积法得到的图像要比二叉树法更为
光滑. 二叉树方法要想得到更光滑的解, 需要更多
的剖分节点数,这样必将增大计算量, 不适宜实际
应用, 有限体积法有效的解决了这个问题, 进一步
验证了有限体积法的实用性.

最后, 我们以G = 100时为例, 给出算例所提
到的三种情形下期权价格P (S,G, t)和自由边界

B∗的三维图像, 如图 6所示. 对于G取其他值时,
也可得到类似的图像. 观察图 6 , 我们发现回望期
权价格P的图像与一般美式期权的走势相似.
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图 5 (网刊彩色) G = 100时, 有限体积法 (M1 = 128, 256, 512)和二叉树法 (M1 = 10240)对应的最佳实施边界
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图 6 (网刊彩色) 期权价格P (S,G, t)的图像 (G = 100)
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5 结 论

本文主要研究美式回望看跌期权的定价问题,
通过分析问题的求解难点, 给出了相应的处理方
法. 首先, 我们采用单位计价的技巧将问题降维,
然后通过Landau’s变换,将问题转化为一个有界规
则区域上的非线性抛物问题. 对于导出的非线性问
题, 我们应用有限体积法结合Newton 迭代法进行
求解, 并对所求数值解的非负性进行了分析. 最后,
通过数值算例与二叉树方法进行比较, 验证了本文
算法的正确性, 实用性和应用范围的普遍性.

附录

这一部分, 我们给出定理 1的详细证明.
证明 为了简化证明过程, 我们仅考虑向后欧拉格

式 (θ = 0)和一致剖分 (hj = h)情况, 此时, 方程组 (8)等
价于: 

bm1 um
1 + cm1 um

2 = dm1 ,

am
i um

i−1 + bmi um
i + cmi um

i+1 = dmi ,

i = 2, · · · , N − 1,

am
Num

N−1 + bmNum
N = dmN ,

(11)

其中

am
i =

h

8
(1 + kmq)− γkm

hB2
m

+
km∂τBm

Bm

(xi

2
− h

8
− 1

2

)
− µkm

2Bm
, i = 2, · · · , N,

bmi =
3h

4
(1 + kmq) +

2γkm
hB2

m

+
km∂τBm

4Bm
,

i = 1, · · · , N − 1,

bmN =
3h

8
(1 + kmq) +

γkm
hB2

m

+
kmh∂τBm

8Bm
+

µkm
2Bm

,

cmi =
h

8
(1 + kmq)− kmγ

hB2
m

+
km∂τBm

Bm

(1
2
− xi

2
− h

8

)
+

µkm
2Bm

, i = 1, · · · , N − 1.

当满足定理假设, ρ1和 ρ2充分小时, 我们可以得到

am
j < 0, j = 2, · · · , N,

bmj > 0, j = 1, · · · , N,

cmj < 0, j = 1, · · · , N − 1,

bm1 + cm1 > 0,

am
j + bmj + cmj > 0, j = 2, · · · , N − 1,

am
N + bmN > 0.

因此, 方程组 (8)的系数矩阵是一个M 阵. 注意到

U0是非负的, 当 ρ1 和 ρ2 充分小时, 可以保证向量
(d01, d

0
2, · · · , d0N )T的非负性. 因此, 根据M 阵的性质,

依此类推, 容易得到 (dm1 , · · · , dmN )T和Um均非负 (m =

1, · · · ,M1), 证毕.
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Abstract
Due to the characteristic of risk aversion, option has become one of the most fashionable derivatives in the financial

field. More and more investigators are attracted to devote themselves to exploring the option pricing problem. In this
paper, we are concerned with the valuation of American lookback options in terms of the Black-Scholes model. It is
well known that the American lookback option satisfies a two-dimensional nonlinear partial differential equation in an
unbounded domain, which couldn’t be numerically solved directly. Based on the analysis of the issues for solving this
problem, this paper introduces an approach to settle it. First, we transform the problem into a one-dimensional form
by the numeraire transformation. And then, the Landau’s transformation is applied to normalize the defined domain.
For the nonlinear feature of the resulting problem, we propose a finite volume method coupled with Newton iterative
method to obtain the optional value and the optimal exercise boundary simultaneously. We also give a proof on the
nonnegativity of the numerical solutions under some appropriate assumptions. Finally, some numerical simulations are
presented using the proposed method in this paper. Comparing with the binomial method, we can conclude that the
proposed method is an effective one, which provides a theoretical basis for practical applications.
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