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基于在线误差修正自适应SVR的非线性不确定
分数阶混沌系统滑模控制∗

薛楷嘉 王从庆†

(南京航空航天大学自动化学院, 南京 210016)

( 2014年 9月 23日收到; 2014年 10月 30日收到修改稿 )

提出了一种基于在线误差修正自适应SVR的滑模控制方法, 用于解决一类非线性不确定分数阶混沌系
统的控制问题. 分别通过对混沌系统非线性函数的离线SVR估计和基于增量学习的状态跟踪误差在线SVR
预测, 解决了不确定分数阶混沌系统模型难以预测的问题. 同时根据Lyapunov稳定性理论设计出SVR权值
自适应调整律. 本文以分数阶Arneodo 系统为例进行仿真, 仿真结果表明了, 对于带有外界噪声扰动的非线
性不确定分数阶混沌系统, 该方法可以在有限时间内将系统稳定至期望状态, 提高对非线性函数的预测精度,
改善控制性能.

关键词: 分数阶系统, 混沌系统, 滑模控制, 自适应 SVR
PACS: 05.45.Gg, 05.45.–a DOI: 10.7498/aps.64.070502

1 引 言

分数阶混沌系统是将整数阶混沌系统阶数下

降至某一值, 并仍会有混沌现象的产生, 且更能反
映出有价值的物理特性 [1], 因此分数阶混沌有着更
为广阔的研究前景, 近年许多学者开展了分数阶混
沌系统的研究 [2−6]. 文献 [7]对不相称分数阶混沌
系统的进行了稳定性分析, 基于Lyapunov稳定性
理论, 设计了一种适用于不相称分数阶混沌系统自
适应反馈控制器, 实现了系统稳定. 文献 [8, 9]分别
对不同的分数阶混沌系统做了电路仿真, 并对系统
的最小阶数进行了研究, 从而设计了线性反馈控制
器. 文献 [10]将电机中存在的混沌现象推广到分数
阶并结合模糊控制与滑模控制的各自优点, 设计出
模糊滑模控制器实现了开关切换增益的自整定, 从
而保证了系统的全局鲁棒性. 文献 [11]利用模糊控
制与滑模控制器结合的思想, 解决了分数阶混沌系
统与整数阶混沌系统的同步问题, 并用三种不同的

混沌系统仿真验证了该算法的有效性.
滑模控制作为一种非线性系统的控制方法, 具

有适用范围广, 动态特性好和对外界干扰变化具有
不灵敏性的优点. 目前滑模控制的研究方向主要包
括: 自适应滑模控制、鲁棒滑模控制、最优滑模控
制、神经网络滑模控制以及其他多种智能控制与滑

模控制的组合控制等 [12−15]. 但由于分数阶非线性
系统的复杂性和分数阶数不确定性, 在实际工程中
很难构造出准确的分数阶非线性系统的状态空间

模型, 所以也很难设计出理想的滑模控制器.
由于在实际工程中, 对于混沌系统的状态空间

模型常常是未知的, 故在设计滑模控制的等效控
制项时, 如何得到一个对系统模型较为准确的估
计值, 使系统快速到达滑模面就显得非常重要. 标
准离线SVR是在有限时间内对数据进行采样训练,
然后再对未来的时间序列进行一次预测, 这样的方
法对于系统结构中的细节预测很难达到一个较好

的逼近效果. 为此, 本文采用一种离线SVR与在线
SVR结合的误差修正的方法来预测系统的未来趋
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势, 从而构建滑模控制中的等效控制项, 并对SVR
权值自适应调整, 通过分数阶Arneodo混沌系统进
行了仿真实验与分析, 验证了该方法的有效性.

2 分数阶非线性系统的滑模控制

2.1 分数阶算子及其定义

对于分数阶微积分有多种定义, 最常应用的是
Riemann-Liouville分数阶微积分定义其数学表达
式如下:

aD
α
t f(t)

=
1

Γ (r − α)

(
d
dt

)r ∫ t

a

f(τ)

(t− τ)1−(r−α)
dτ , (1)

式中 aD
α
t 是系统的微积分算子, a和 t是操作算子

的上下限, α是微积分的阶次, r − 1 < α < r,
r ∈ N , Γ (∗)为Gamma函数, 其表达式为

Γ (z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt, (2)

式中 z在右半平面取值, 即Re(z) > 0.

2.2 分数阶非线性系统的滑模控制器设计

分数阶非线性系统的一般表达式为

Dα
t x = f(x) + g(x)u(t) + d(t),

y = q(x), (3)

其中Dα
t =

dα

dtα 是微分算子,

x = [x1, x2, x3, · · · , xn]
T

=

[
x,

dα1x

dtα1
,

dα2x

dtα2
, · · · , dαn−1x

dtαn−1

]T

为系统的状态向量, u(t)为控制量, d(t)为扰动,
f(x) = f̂(x) + ∆f(x)为未知非线性分数阶函数,
其估计量部分为 f̂(x), 不确定部分为∆f(x), g(x)
为输入矩阵, q(x)为系统的输出矩阵. 设系统的期
望状态为xd, 且

xd = [x1d, x2d, x3d, · · · , xnd]
T

=

[
xd,

dα1xd

dtα1
,

dα2xd

dtα2
, · · · , dαn−1xd

dtαn−1

]T
,

则系统的状态跟踪误差为

e = xd − x =

[
e,

dα1e

dtα1
,

dα2e

dtα2
, · · · , dαn−1e

dtαn−1

]T
,

其中 e = xd − x.
设计滑模面:

s(x, t) =

n∑
i=1

ci
dαi−1e

dtαi−1
,

s.t. sṡ < −β |s| < 0, (4)

其中 cn = 1, 且应满足xn−1 + · · · + cix
i−1 + · · · +

c2x+ c1的所有根在 s平面的左半平面上, 设u为滑

模控制的输入项, 则u = ueg + usw其中

ueg =
1

g(x)

[
− f(x)−∆f(x)

+
dαnxd

dtαn
−

n−1∑
i=1

ci
dαie

dtαi

]
,

usw =
1

g(x)
ksign(s), (5)

式中, ueg为等效控制usw为开关项, 其作用是
用来抑制系统的不确定项和扰动. 设 |∆f(x)|
上界函数为F , d(t)的上界为D, 则 k满足条件:
k > 1

g(x)
(F +D).

在此控制量u的作用下, 系统会沿着滑模面 s

趋向原点, 因 ci满足Hurwite稳定多项式, 故滑模
运动是渐近稳定的.

3 基于在线误差修正自适应SVR的
分数阶非线性系统估计

3.1 分数阶非线性函数离线SVR估计

对 于 给 定 的 训 练 样 本 集 {(xi, yi)|xi ∈
Rn, yi ∈ R, i = 1, 2, · · · ,m}, m为样本数, 则SVR
预测函数方程可写为

f(x) = wTK(xi,x) + b. (6)

取RBF核函数K(xi,x) = φ(xi)
Tφ(x) =

exp(−∥xi − x∥2/2σ2), φ(x)为非线性映射, b为偏
置项, σ是该RBF核函数的宽度参数. 根据结构风
险最小化原理

min J(w) =
1

2
⟨w,w⟩+ C

m∑
i=1

(ξi + ξ∗i ),

s.t. f(xi)− wTK(xi,x)− b 6 ε+ ξi,

wTK(xi,x) + b− f(xi) 6 ε+ ξ∗i ,

i = 1, 2, · · · ,m, (7)
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其中C为惩罚参数, ε为不敏感损失函数, ξ, ξ∗为

松弛因子, 为求解上述最优化问题, 建立Lagrange
函数如下:

L(w, b, ε, ξi, ξ
∗
i , λi, λ

∗
i )

=J(w)−
m∑
i=1

λi[f(xi)− wTK(xi,x)− b− ε− ξi]

−
m∑
i=1

λ∗
i [w

TK(xi,x) + b− ε− ξ∗i

− f(xi)], (8)

其中λi, λ
∗
i 为Lagrange乘子. 根据KKT(Karush-

Kuhn-Tucker)条件, 消去 ε, ξ, ξ∗和w后, 可得如下
分数阶非线性函数 f(x)的SVR模型:

f(x) =
m∑
i=1

(λi − λ∗
i )K(xi,x) + b. (9)

3.2 基于在线误差SVR预测

定义

eg(x) =
1

g(x)
(f(x)− f̂(x|w′)) =

1

g(x)
∆f(x),

其中 f̂(x|w′)为 f(x)的估计值, w′ = λi − λ∗
i , 根据

其差值∆f(x)中的第 i个样本xi预测第 i个 egi值,
预测值为

êgi(x|w′′
i ) =

m∑
i=1

(λgi − λ∗
gi)K(xi,x) + b′

=

m∑
i=1

w′′
i K(xi,x) + b′, (10)

其中λgi, λ
∗
gi为 (10)式根据结构风险最小化原理

建立的Lagrange函数计算所得的Lagrange乘子,
w

′ ′

i = λgi − λ∗
gi, 则第 i个样本的边界函数可定义为

h(xi|w′′
j ) = eg(x|w′′

j )− êg(x|w′′
j )

=

m∑
j=1

w′′
jK(xi,xj) + b′′ − êg(x|w′′

j )

(11)

根据KKT条件可以建立h(xi|w′′
j )和w′′

j 之间的对

应关系 [16]为

h(xi|w′′
j ) > +ε, w′′

j = −C,

h(xi|w′′
j ) = +ε, w′′

j ∈ [−C, 0],

h(xi|w′′
j ) ∈ [−ε,+ε], w′′

j = 0,

h(xi|w′′
j ) = −ε, w′′

j ∈ [0,+C],

h(xi|w′′
j ) 6 −ε, w′′

j = +C. (12)

根据 egi(x)的大小可以分成以下三种情况, 错
误支持向量集E =

{
i|
∣∣w′′

j

∣∣ = C
}

, 支持向量集S ={
i| 0 <

∣∣w′′
j

∣∣ < C
}

, 保留样本集R =
{
i| w′′

j = 0
}

.
若现在有一新样本xl加入, 通过计算出各个

样本的参数变化量∆θ, ∆b′, 由于各个样本均满足
KKT条件, 可得边界函数的变化量为

∆h(xi|w′′
j )

= K(xi,xl)∆w′′
l

+
m∑
j=1

K(xi,xj)∆w′′
j +∆b′, (13)

且根据 θ值之和总为0可得∑
j∈S

w′′
j + w′′

l = 0, (14)

则根据 (13)式、(14)式, 可以发现对于支持向量集
S存在: ∑

j∈S

K(xi,xj)∆w′′
j +∆b′

= −K(xi,xl)∆w′′
l , (15)∑

j∈S

∆w′′
j = −∆w′′

l . (16)

若定义支持向量集为S = {s1, s2, · · · sm}, 根据
(15)式可以写出如下矩阵形式:

∆b′

∆w′′
s1

...

∆w′′
sm



= −


0 1 · · · 1

1 K(xs1 ,xs1) · · · K(xs1 ,xsm)
...

... . . . ...

1 K(xsm ,xs1) · · · K(xsm ,xsm)



−1

×


1

K(xs1 ,xsl)
...

K(xsm ,xsl)

∆w′′
l

= η∆w′′
l , (17)

其中
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η = −


0 1 · · · 1

1 K(xs1 ,xs1) · · · K(xs1 ,xsm)
...

... . . . ...

1 K(xsm ,xs1) · · · K(xsm ,xsm)



−1

×


1

K(xs1 ,xsl)...
K(xsm ,xsl)

 . (18)

对于支持向量集会产生w′′
j 值的改变, 但并不改

变h值, 而对于错误支持向量集和保留样本集
中, 将会产生h的变化. 设集合N = E ∪ R =

{n1, n2, · · · , nN}, 从 (13)式, (17)式, (18)式可得
到h变化量为

∆h(xn1
|w′′

sl
)

∆h(xn2
|w′′

sl
)

...
∆h(xnN

|w′′
sl
)



=


∆K(xn1 ,xsl)

∆K(xn2 ,xsl)...
∆K(xnN

,xsl)

∆w′′
l

+


0 K(xn1 ,xs1) · · · K(xn1 ,xsm)

1 K(xn2 ,xs1) · · · K(xn2 ,xsm)
...

... . . . ...

1 K(xnN
,xs1) · · · K(xnN

,xsm)


× η∆w′′

l . (19)

通过上述算式, 即可以得到三个集合的更新调整,
达到对预测差值SVR在线学习的目的. 通过在
线SVR学习构造相应的滑模控制器, 其流程图如
图 1所示.

3.3 在线误差修正SVR稳定性分析

根据 (5)式、(9)式和 (10)式, 重新设计滑模控
制器为

u(t) =
1

g(x)

[
− f̂(x|w′)−∆f̂(x|w′′)

+
dαnxd

dtαn
−

n−1∑
i=1

ci
dαie

dtαi
− ksign(s)

]
. (20)

将两次SVR的逼近函数改写为

SVR

SVR

eeg(x)=

SVR f↼xwϕ)

SVR

SVR Df↼xwϕϕ↽

f↼xwϕ↽⇁Df↼xwϕϕ↽

N

N

Y

Y

⌣

⌣

⌣

⌣⌣

1

g(x)
↼f↼x↽֓f↼xwϕ↽↽

图 1 误差修正自适应 SVR在线学习流程图

f̂(x|w′) + ∆f̂(x|w′′)

=
sv∑
i=1

w′K(xi,xj) +
sv′∑
i=1

w′′K(xi,xj), (21)

其中w′和w′′分别为离线SVR与在线SVR的支持
向量权值.

假设1 离线SVR与在线SVR输出 f̂(x|w′)

与∆f̂(x|w′′)连续且有界;
假设2 离线SVR与在线SVR输出 f̂(x|w′)

与∆f̂(x|w′′)逼近预测项 f(x), 存在一个非常小的
正数 ε0 使得: max ||f(x)− f̂(x|w′)−∆f̂(x|w′′)|| 6
ε0.

设 f∗(x|w∗) = max ||f̂(x|w′) + ∆f̂(x|w′′)|| =
sv∑
i=1

w∗K(xi,xj), w∗为SVR的最优权值向量,其满

足w∗ = arg min[sup |f(x)− f̂(x|w′)−∆f̂(x|w′′)|],
则 f(x) = f∗(x|w∗) + ζ满足 ζ 6 ε0, 定义 w̃ =

w∗ − w′ − w′′.
定理1 对于非线性分数阶系统 (3)式, 采用
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误差在线修正的滑模控制律 (20),如果选择SVR的
权值自适应调整律 ˙̃w = −γK(xi,xj)s

T, 可使得所
设计的分数阶滑模控制系统渐近稳定, 其中γ > 0

是自适应变化率的增益参数.
证明 选择Lyapunov函数为

V =
1

2
sTs+

1

2γ
w̃Tw̃, (22)

其中γ > 0. 对 (4)式求导可得

ṡ =
dαn−1+1e

dtαn−1+1
+

n−2∑
i=1

ci
dαi+1e

dtαi+1

=
dαn−1+1x

dtαn−1+1
− dαn−1+1xd

dtαn−1+1

+

n−2∑
i=1

ci
dαi+1e

dtαi+1
. (23)

将 (3)式代入 (23)式并取d(t) = 0可得

ṡ = f(x) + g(x)u(t)− dαn−1+1xd

dtαn−1+1

+

n−2∑
i=1

ci
dαi+1e

dtαi+1
. (24)

将 (20)式代入 (24)式可得

ṡ =f(x)− f̂(x|w′)−∆f̂(x|w′′)− ksign(s)

=f∗(x)− f̂(x|w′)−∆f̂(x|w′′)− ksign(s) + ζ

= w̃K(xi,xj)− ksign(s) + ζ. (25)

对 (22)式求导, 并将 (25)式代入

V̇ =sTṡ+
1

γ
w̃T ˙̃w

=sT(ζ − ksign(s))

+
1

γ
tr( ˙̃ww̃T + γK(xi,xj)s

Tw̃T). (26)

由于 ˙̃w = ẇ∗ − ẇ′ − ẇ′′, ẇ∗ = ẇ = 0, 故自适应权
值调整律为

˙̃w = −ẇ′ = −γK(xi,xj)s
T. (27)

则 (26)式可写成

V̇ = sT(ζ − ksign(s)). (28)

取 ζ的上界为 ζ0, 则当k > ζ0, 可使 V̇ 6 0, 从而保
证了 w̃的有界性和系统的渐近稳定性并使得系统

输出趋向于期望目标 yd 整个系统的控制原理结构

如图 2所示.

֓֓

u↼t↽=
1

g↼x↽
֓f↼xwϕ↽֓Df↼xwϕϕ↽⇁

dαnxd

dtαn

dαie

dtαt
-∑

i/

n֓

-ksign(s)]ci
{Dαx/f↼x↽⇁g↼x↽u↼t↽⇁d↼t↽

y=q↼x↽

yd e u y

wj=֓γK↼xi֒ xj↽ST

t

~
.

♯

图 2 基于自适应 SVR的非线性不确定分数阶混沌系统滑模控制结构

4 仿真实验

将基于在线误差修正SVR的分数阶不确定
混沌系统滑模控制方法应用到分数阶Arneodo
系统之中, 分数阶Arneodo的系统方程如下 (取
g(x) = [0, 0, 1]):

dα1x1(t)

dtα1
=x2(t),

dα2x2(t)

dtα2
= x3(t),

dα3x3(t)

dtα3
=− b1x1(t)− b2x2(t)

− b3x3(t) + b4x1(t)
3. (29)

在α1 = 0.97, α2 = 0.97, α3 = 0.96时, 系统
为分数阶系统, b1 = −5.5, b2 = 3.5, b3 = 0.8,
b4 = −1.0时, 系统表现为混沌状态. 取初始状态为
x(0) = [x1(0), x2(0), x3(0)]

T = [−0.2, 0.5, 0.2]T, 其
仿真结果如图 3所示.

取d(t) = 0.3 sin(t), ∆f(X, t) = 0.25 sin(πx1)

× sin(2πx2) × sin(3πx3), c1 = 10, c2 = 6, k = 5,
仿真时间为 50 s, 采样周期为 0.01 s, 离线SVR训
练集样本数量 1400 个, 其训练结果如图 4所示, 可
以看出离线SVR 可以基本拟合混沌时间序列.

在线SVR训练样本 50个并实时更新, 设计
滑模控制器u(t), 加入系统后, 其误差跟踪如
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图 5所示.
取自适应参数γ = 1.5, 加入自适应率, 其误差

跟踪曲线如图 6所示. 可以看出加入自适应率后的
在线SVR对于误差细节上的预测显得更加精准.
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图 3 分数阶Arneodo系统的相图 (a) 分数阶Arneodo系统的三维相图; (b) x1, x2的相图; (c) x2, x3 的相图;
(d) x1, x3的相图
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图 4 (网刊彩色) 修正前离线拟合曲线
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图 6 (网刊彩色) 自适应在线误差跟踪曲线
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图 5 (网刊彩色) 在线误差跟踪曲线
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图 7 (网刊彩色) 修正误差前后曲线对比
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自适应SVR权调整后的误差结果如图 7所示.
为对比调整前后的预测效果, 以均方根误差

和曲线拟合度为评价标准, 其中均方根误差计算
公式为

RMSE =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

[x̂(i)− x(i)]
2
, (30)

其中n为样本个数, x̂(i)为第 i个样本的估计值,
x(i)为第 i个样本的实际值.

可以看出经过在线误差修正后, 对于原混沌序
列的预测效果明显提升. 原系统的时间序列曲线如
图 8所示.

其加入滑模控制项 (20)式后的系统响应如

图 9所示.
通过仿真可以看出, 基于在线误差修正自适

应SVR的滑模控制器使系统在 18 s处完全到达
滑模面, 体现出良好的控制效果, 并能使分数阶
Arneodo混沌系统最终达到稳定, 有效抑制混沌
现象.

表 1 误差修正前后性能对比

样本数量 算法 RMSE 曲线拟合度

3500 标准 SVR 0.4432 0.9965

3500 在线误差修正 SVR 0.0904 0.9981

3500 在线误差修正自适应 SVR 0.0616 0.9991
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图 8 分数阶Arneodo系统的时间序列 (a) x1的时序

图; (b) x2的时序图; (c) x3的时序图
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图 9 加入滑模控制项后的分数阶Arneodo系统时间序
列 (a) x1的时序图; (b) x2的时序图; (c) x3的时序图
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5 结 论

利用上述的离线SVR方法对分数阶混沌系统
的状态方程进行粗略学习, 再用在线自适应SVR
对学习误差进行动态调整, 从而解决对分数阶混沌
系统函数建模困难, 计算复杂的问题, 使受控系统
快速进入滑模面, 加快了系统的跟踪速度, 改善了
系统的控制品质.
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Abstract
In this paper, a sliding mode control based on an online error correction adaptive SVR is put forward for a class

of fractional order chaotic system with nonlinear uncertainty. In order to solve the problem that the uncertainty of
the fractional order chaotic system model is difficult to predict, so the nonlinear function of the system is estimated by
the offline SVR and the state trace error is forecasted by using incremental learning adaptive online SVR. In addition,
the adaptive parameter adjustment law is selected by using the Lyapunov stability theory. Result of simulation of the
fractional order Arneodo system shows that the sliding mode control based on the online error correction adaptive SVR
can stabilize the nonlinear uncertain fractional order chaotic system with external noise disturbance to an expected state
within a limited time. At the same time, both the control performance and the prediction precision of the system’s
nonlinear function can be improved.
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