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( 2014年 10月 21日收到; 2014年 11月 5日收到修改稿 )

针对带有非对称控制增益的不确定分数阶混沌系统的同步问题设计了模糊自适应控制器. 模糊逻辑系统
用来逼近未知的非线性函数, 非对称的控制增益矩阵被分解为一个未知的正定矩阵、一个对角线上元素为+1
或−1的已知对角矩阵和一个未知的上三角矩阵的乘积. 基于分数阶Lyapunov稳定性理论构造了模糊控制
器以及分数阶的参数自适应律, 在保证所有变量有界的情况下实现驱动系统和响应系统的同步. 在分数阶系
统稳定性分析中给出了一种平方Lyapunov函数的使用方法, 根据此方法很多针对整数阶系统的控制方法可
以推广到分数阶系统中. 最后数值仿真结果验证了所提控制方法的可行性.

关键词: 分数阶混沌系统, 自适应模糊控制, 分数阶自适应律
PACS: 05.45.Pq, 05.45.Xt DOI: 10.7498/aps.64.070503

1 引 言

分数阶微积分几乎与整数阶微积分有一样长

的历史. 而由于缺乏实际的应用背景以及其理论的
复杂性, 其理论研究发展缓慢. 近年来,这种情况开
始发生变化: 分数阶理论不仅为很多实际系统提供
了新的数学工具, 而且特别适合描述一些物理系统
的动力学行为 [1−4]; 在漫射、光谱分析、电介质等系
统中, 一些数学家、物理学家和工程师已经开始应
用分数阶微积分来解决问题. 在复杂动态系统中,
应用分数阶微积分建立的模型往往要比整数阶系

统模型更加精确.
由于混沌信号具有连续宽带谱、类随机性和对

系统初始值极端敏感性等特点, 其在保密通信中有
着巨大的市场潜在价值 [5,6]. 在研究整数阶混沌系
统的基础上将分数阶微分算子引入系统中, 发现当
阶数为非整数时系统仍能表现出复杂的混沌行为.

对于分数阶混沌系统的同步问题已经有很多方法,
如驱动 -响应、Lyapunov函数、滑模控制、广义同步、
主动控制及非线性反馈控制等 [3−8]. 对于不确定
分数阶混沌系统的同步问题也有了一些结果, 如文
献 [17]在系统未知项满足范数有界的情况下利用
滑模控制实现了不确定分数阶Duffing-Holmes系
统的同步问题；文献 [18]研究了不确定分数阶混沌
系统的自适应滑模同步问题等. 目前在处理不确
定分数阶混沌系统同步问题文献中, 需系统不确定
项满足一定的条件 (如范数有界、可线性化及全局
Lipschitz条件等 [17−20]). 如何在混沌系统非线性
不确定项完全未知的情况下实现系统的同步, 有待
进一步研究.

在整数阶不确定非线性系统的控制问题中, 模
糊逻辑系统常被用来构建系统模型 [21−32], 且在稳
定性分析中主要利用平方Lyapunov函数. 随着文
献 [2]提出了分数阶系统的Lyapunov第二方法, 对
于分数阶非线性系统的控制及稳定性分析逐渐成

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11401243, 61403157)和中央高校基本科研业务费专项资金 (批准号: GK201504002)资助的课题.
† 通信作者. E-mail: shengganglinew@126.com

© 2015 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

070503-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.070503
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 7 (2015) 070503

为研究热点. 然而正如文献 [33, 34]指出的那样, 由
于平方函数的分数阶导数具有非常复杂的形式, 在
分数阶系统的稳定性分析中使用平方Lyapunov函
数是非常困难的, 所以到目前为止几乎没有文献成
功地运用自适应模糊控制实现分数阶混沌系统的

控制或者同步. 需要强调的是Lin等分别用自适应
模糊控制和自适应滑模模糊控制研究了分数阶混

沌系统的同步问题 [35,36], 但是在应用分数阶运算
的过程中存在一些问题 (本文将在注 4中讨论这些
问题).

在上述文献研究的基础上, 本文主要研究基于
自适应模糊控制的带有非对称控制增益的不确定

分数阶混沌系统同步问题. 模糊逻辑系统用来估计
未知的非线性函数. 为了解决分数阶系统中模糊系
统参数的自适应问题, 设计了分数阶自适应律. 非
对称、顺序主子式非 0的控制增益矩阵被分解为一
个未知的正定矩阵, 一个已知的对角线元素为+1
或−1的已知矩阵和一个未知的上三角矩阵, 其中
未知的正定矩阵用来构造Lyapunov函数, 已知的
对角矩阵用来构造同步控制器. 设计的模糊自适应
同步控制器可以保证闭环系统所有变量有界并且

同步误差渐近趋于 0. 关于本文的主要工作需要强
调的有: 1)成功使用模糊自适应控制实现了分数阶
混沌系统的同步, 并设计了分数阶模糊系统参数的
自适应律. 本文中分数阶系统的模型可以是完全未
知的. 2)首次在分数阶系统中考虑了非对称控制增
益问题, 本文只需要控制增益矩阵的各阶顺序主子
式非 0(所以控制增益矩阵正定可以看做本文的特
殊情况). 3)在稳定性分析中使用了平方Lyapunov
函数, 并严格证明了系统的稳定性. 应用本文的方
法, 很多针对整数阶系统的控制方法可以推广到分
数阶系统中来.

2 预备知识

2.1 分数阶微积分概述

最常用的分数阶微积分的定义有三种, 分别由
Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville(R-L), Ca-
puto 给出. 本文主要用Caputo的定义, 因为Ca-
puto定义中的系统的初值和整数阶系统的一样, 具
有较好的物理意义. Caputo分数阶积分定义为

0D
−α
t f(t) =

1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ, (1)

其中Γ (·)为欧拉Gamma函数. Caputo分数阶微
分定义为

C
0 D

α
t f(t) =

1

Γ (n− α)

∫ t

0

(t− τ)n−α−1

× f (n)(τ)dτ, (2)

其中n − 1 6 α < n. 分数阶微分 (2)的Laplace变
换定义为 [1]

L (C0 D
α
t f(t)) =

∫ ∞

0

e−stC
0 D

α
t f(t)dt

= sαF (s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0). (3)

为了便于讨论,下文中始终假设 0 < α < 1.下面是
一些将要用到的概念与结果.

定义1 [1] 双参数Mittag-Leffler函数定义为

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ (αk + β)
, (4)

其中α, β > 0, z为复数, 其Laplace变换定义为

L {tβ−1Eα,β(−atα)} =
sα−β

sα + a
. (5)

引理1 (分数阶Lyapunov第二方法 [12]) 设
原点是如下分数阶非线性系统的平衡点:

C
0 D

α
t x(t) = f(t, x(t)), (6)

其中x(t) ∈ Rn为系统变量, f(x(t)) ∈ Rn为满足局

部Lipschitz条件的非线性函数. 若存在Lyapunov
函数V (t, x(t))和正参数h1, h2, h3使得

h1∥x(t)∥ 6 V (t, x(t)) 6 h2∥x(t)∥, (7)
C
0 D

α
t V (t, x(t)) 6 −h3∥x(t)∥, (8)

则系统 (6)是渐近稳定的.
引理2 [37] 设x(t) ∈ Rn为连续可微函数,则

1

2
C
0 D

α
t x

T(t)x(t) 6 xT(t)C0 D
α
t x(t). (9)

引理3 [38] 设矩阵U ∈ Rn×n具有非零的顺

序主子式, 则U可以分解为U = U1DuTu, 其中
U1 ∈ Rn×n为正定矩阵, Du ∈ Rn×n 为对角线为

+1或者−1的对角矩阵 (各元素的符号由U的对应

的顺序主子式的符号决定), Tu ∈ Rn×n为上三角

矩阵.

2.2 模糊系统描述

模糊逻辑系统主要由知识库、模糊化、基于

模糊规则的模糊推理和去模糊化四个部分构成,
其中第 i条模糊规则 (i = 1 ,2, · · · , N)的形式为:

070503-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 7 (2015) 070503

如果 x1(t)为F i
1并且x2(t)为F i

2, · · · , 并且xn(t)为

F i
n, 那么 f̂(t)为Bi, 这里x(t) = [x1(t), x2(t), · · · ,
xn(t)]

T ∈ Rn和 f̂(t) ∈ R分别为模糊逻辑系统的

输入和输出, F i
j和Bi为R上的模糊集合. 模糊系

统根据模糊规则把Rn上的模糊集合映成R上的模

糊集合. 模糊系统的输出可写成

f̂(x(t)) =

N∑
j=1

θj(t)

n∏
i=1

µF j
i
(xi(t))

N∑
j=1

[
n∏

i=1

µF j
i
(xi(t))

] ,

式中 θj(t)为模糊隶属度函数µBj取最大值的点,通
常可设为µBj (θj(t)) = 1. 设模糊基函数

pj(x(t)) =

n∏
i=1

µF j
i
(xi(t))

N∑
j=1

[
n∏

i=1

µF j
i
(xi(t))

] ,
令

ψ(x(t)) = [p1(x(t)), p2(x(t)), · · · , pN (x(t))]T,

θ(t) = [θ1(t), · · · , θN (t)]T,

则模糊系统的输出可写成

f̂(x(t)) = θT(t)ψ(x(t)). (10)

3 同步控制器的设计及稳定性分析

3.1 问题描述

设分数阶驱动混沌系统和响应混沌系统

分别为

C
0 D

α
t x(t) = f(x(t)), (11)

C
0 D

α
t y(t) = g(y(t)) +Gu(t), (12)

其中x(t) = [x1(t), · · · , xn(t)]T ∈ Rn和 y(t) =

[y1(t), · · · , yn(t)]T ∈ Rn分别为驱动系统和响应系

统可测的状态向量, f , g : Rn → Rn为未知的非线

性函数, G ∈ Rn×n为未知的常数矩阵.
假设1 控制增益矩阵G具有非零的顺序主

子式且各主子式的符号已知.
注1 假设 1是有意义的. 事实上, 一些实际

的系统 (如视觉伺服,汽车热管理系统 [24])中的控
制增益矩阵是非对称的. 根据引理 3,我们可以
把G分解为G = G1AT ,其中G1为未知的正定矩

阵, A为对角线元素为+1 或者−1的已知矩阵且

AA = In×n(In×n为n阶单位矩阵), T为未知的上
三角矩阵.

定义同步误差为 e(t) = x(t) − y(t). 本文的主
要目标是设计适当的自适应模糊控制器, 使同步误
差渐近趋于0 (即 lim

t→∞
∥e(t)∥ = 0).

3.2 控制器的设计及稳定性分析

同步误差的动态方程可表示为

C
0 D

α
t e(t) = f(x(t))− g(y(t))−G1DTu(t). (13)

注意到G1为正定矩阵, 令P = G−1
1 , 把 (13)式两

边同乘以P得

PC
0 D

α
t e(t) = Pf(x(t))− Pg(y(t))

− (AT −A)u(t)−Au(t). (14)

若记

γ(x(t), y(t), u(t))

= γ(z(t))

= Pf(x(t))− Pg(y(t))− (AT −A)u(t)

= [γ1(z(t)), · · · , γn(z(t))]T

为未知的非线性函数 (其中 z(t)表示x(t), y(t), u(t)
的函数), 则 (14)式可写成

PC
0 D

α
t e(t) = γ(z(t))−Au(t). (15)

未知函数 γ(z(t))可通过模糊逻辑系统 (10)近似
如下:

γ̂i(z(t), θi(t)) = θT
i (t)ψi(z(t)),

i = 1, 2, · · · , n, (16)

其中ψi(z(t))为模糊基函数, θi(t)为模糊系统的可
调参数. 令模糊逻辑系统最优估计参数为 θ∗i (它是
sup
t

|αi(z(t)) − γ̂i(z(t), θi)| 的下确界, 通常可以假

设 θ∗i 为常数向量
[22,24,32]). 设模糊系统的参数误差

和最优估计误差分别为

θ̃i(t) = θi(t)− θ∗i , (17)

εi(z(t)) = γi(z(t))− γ̂i(z(t), θ
∗
i ). (18)

根据文献 [22, 24, 34, 37]可设模糊系统的估计误差
是有界的, 即 |εi(z(t))| 6 ε∗i (ε∗i > 0为未知常数).
记 ε(z(t)) = [ε1(z(t)), ε2(z(t)), · · · , εn(z(t))]T,
ϵ∗ = [ϵ∗1, ϵ

∗
2, · · · , ϵ∗n]T, 则未知非线性函数的估计

误差可写为

γ̂(z(t), θ(t))− γ(z(t))
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= γ̂(z(t), θ(t))− γ̂(z(t), θ∗) + γ̂(z(t), θ∗)− γ(z(t))

= γ̂(z(t), θ(t))− ˆγ(t)(z(t), θ∗)− ε(z(t))

= θ̃(t)Tψ(z(t))− ε(z(t)), (19)

式中

γ̂(z(t), θ(t)) = θT(t)ψ(z(t))

= [γ̂1(z(t), θ1(t)), γ̂2(z(t), θ2(t)), · · · ,

γ̂n(z(t), θn(t))]
T,

θ(t) = [θT
1 (t), · · · , θT

n (t)]
T.

根据上面的讨论, 同步控制器u(t)可设计为

u(t) = A
[
Ke(t) + θT(t)ψ(z(t))

+Hsign(e(t))
]
, (20)

其中K = diag[k1, · · · , kn] ∈ Rn×n, k1, · · · , kn > 0

为设计参数, H = diag[ϵ̂∗1(t), · · · , ϵ̂∗n(t)], ϵ̂∗i (t),
i = 1, 2, · · · , n为未知常数 ϵ∗i 的估计值. 为了
实现同步目标, 对模糊系统参数 θi(t)以及模糊最优

逼近误差上界的估计值, 本文设计如下的分数阶参
数自适应规则:

C
0 D

α
t θi(t) = µiei(t)ψi(x(t)), (21)

C
0 D

α
t ϵ̂

∗
i (t) = σi|ei(t)|, (22)

其中µi, σi > 0, i = 1, 2, · · · , n为设计参数.
注2 本文设计了两组分数阶自适应律来更

新系统的可调参数, 这两组自适应律可看做一种特
殊的积分自适应律, 比如 (21)等价于下面的方程

θi(t) = θi(0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

µi(t− τ)α−1

× ei(τ)ψi(x(τ))dτ. (23)

事实上, 上面的自适应律能保证两组参数的有界
性, 对于这个问题的说明见定理1.

注3 在控制器 (20)及参数自适应律 (21)和
(22)中, 设计参数ki主要用来控制同步误差的收敛

速度, ki越大, 同步误差收敛速度越快; µi, σi主要
用来调节系统参数逼近最优值的速度, 参数越大逼
近速度越快. 然而, 如果这些参数过大会使控制量
增加, 增加控制器的负担. 所以, 需要根据实际情
况设计合理的调节参数.

下面给出有关系统稳定性分析的一些结果.
首先进一步讨论比引理 2形式更一般的Lyapunov
函数xT(t)Fx(t) (其中F为正定矩阵)的性质 (参见
文献 [37]).

引理4 设x(t) ∈ Rn具有连续的一阶导

数, 则
1

2
C
0 D

α
t x

T(t)Fx(t) 6 xT(t)FC
0 D

α
t x(t), (24)

其中F为任意的n阶正定矩阵.
证明1 因为F为正定矩阵, 所以存在n阶

非奇异的对称矩阵Q = QT使得F = QTQ. 由
引理 2得

1

2
C
0 D

α
t x

T(t)Fx(t)

=
1

2
C
0 D

α
t (Qx(t))

TQx(t)

6xT(t)QTQC
0 D

α
t x(t)

= xT(t)FC
0 D

α
t x(t). (25)

在整数阶导数中, 如果一个函数的导数非负则
此函数单调增加, 若导数非正则单调减少. 下面的
引理说明这个结论对于分数阶导数仍然是成立的.

引理5 (分数阶单调性原理) 若C
0 D

α
t y(t) 6

0, 则 y(t)在 [0,+∞)上单调减少; 若C
0 D

α
t y(t) > 0,

则 y(t)在 [0,+∞) 上单调增加.
证明2 因为C

0 D
α
t y(t) 6 0, 所以存在非负函

数h(t)使得

C
0 D

α
t y(t) + h(t) = 0. (26)

对 (26)式取Laplace变换有

Y (s) =
y(0)

s
− H(s)

sα
, (27)

其中Y (s)和H(s)分别为 y(t)和h(t)的Laplace变
换. 对 (27)式取Laplace逆变换可得

y(t) = y(0)− C
0 D

−α
t h(t). (28)

所以当0 6 t1 < t2时有

y(t1)− y(t2) =
C
t1D

−α
t2 h(t) > 0,

这就证明了 y(t)在 [0,+∞)上单调减少. 用同样的
方法可以证明定理的后半部分.

引理6 设V1(t) =
1
2y

2
1(t)+

1
2y

2
2(t),其中y1(t)

和 y2(t) ∈ R 具有连续的一阶导数. 若存在常数
k > 0使得

C
0 D

α
t V1(t) 6 −ky21(t), (29)

则∥y1(t)∥和∥y2(t)∥有界且

y21(t) 6 2V1(0)Eα,1(−2ktα). (30)

证明3 由C
0 D

α
t V1(t) 6 −ky21(t) 6 0和引理

5知 ∥y1(t)∥ 6
√
2V1(0) 和 ∥y2(t)∥ 6

√
2V1(0). 对

(29)取α阶积分得

V1(t)− V1(0) 6 −kC0 D−α
t y21(t). (31)
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进一步有

y21(t) 6 2V1(0)− 2kC0 D
−α
t y21(t). (32)

于是存在非负的函数m(t)使得

y21(t) +m(t) = 2V1(0)− 2kC0 D
−α
t y21(t). (33)

对 (33)式取Laplace变换可得

Y1(s) = 2V1(0)
sα−1

sα + 2k
− 2

sα

sα + 2k
M(s), (34)

其中, Y1(s)为 y21(t)的Laplace变换.根据性质 (5),
(34)式的解为

y21(t) = 2V1(0)Eα,0(−2ktα)− 2m(t)

∗ [t−1Eα,0(−2ktα)], (35)

其中 *为卷积. 注意到 t−1和Eα,0(−2ktα)都是非

负函数, 根据 (35)式可知 (30)式成立.
注 4 若 y21(t) 6 2V1(0)Eα(−2ktα),则

由文献 [2]可知 y1(t)是Mittag-Leffler稳定的且
lim
t→∞

∥y1(t)∥ = 0.
采用证明引理 4的方法,可以将引理 6推广

如下:
引理7 设

V2(t) =
1

2
yT
3 (t)Q1y3(t) +

1

2
yT
4 (t)Q2y4(t),

其中 y1(t) 和 y2(t) ∈ Rn具有连续的一阶导数, Q1,
Q2 ∈ Rn×n为两个正定矩阵.若存在正定矩阵Q3

和常数h0 > 0使得

C
0 D

α
t V2(t) 6 −h0yT

3 (t)Q3y3(t), (36)

则 ∥y3(t)∥和 ∥y4(t)∥有界且 y3(t)渐近趋于 0(即
lim
t→∞

∥y3(t)∥ = 0).
本文的主要结果如下:
定理1 给定初始条件且设假设 1的条件成

立. 在自适应模糊控制器 (20)和分数阶自适应规
则 (21)和 (22)的作用下可实现驱动系统 (11)和响
应系统 (12)的同步, 并且闭环系统内所有的变量
有界.

证明4 注意到AA = In×n, 把同步控制器
(20)代入误差动态方程 (15)得

PC
0 D

α
t e(t) = −Ke(t) + γ(z(t))− θT(t)ψ(z(t))

−Hsign(e(t)). (37)

根据 (20)式进一步有

PC
0 D

α
t e(t) = −Ke(t)− θ̃T(t)ψ(z(t)) + ε(z(t))

−Hsign(e(t)). (38)

令模糊系统逼近误差上界 ϵ∗i 的估计误差为 ϵ̃∗i =

ϵ̂∗i − ϵ∗i , i = 1, 2, · · · , n, 把方程 (38)两边同时乘以
eT(t)得

eT(t)PC
0 D

α
t e(t)

= − eT(t)Ke(t)− eT(t)θ̃T(t)ψ(z(t))

+ eT(t)ε(z(t))− eT(t)Hsign(e(t))

6− eT(t)Ke(t)−
n∑

i=1

ei(t)θ̃
T
i (t)ψi(z(t))

+

n∑
i=1

|ei(t)|ε∗i −
n∑

i=1

ϵ̂∗i (t)|ei(t)|

= − eT(t)Ke(t)−
n∑

i=1

ei(t)θ̃
T
i (t)ψi(z(t))

−
n∑

i=1

ϵ̃∗i (t)|ei(t)|. (39)

构造Lyapunov函数如下:

V (t) =
1

2
eT(t)Pe(t) +

1

2

n∑
i=1

1

µi
θ̃T
i (t)θ̃i(t)

+
1

2

n∑
i=1

1

σi
ϵ̃∗Ti (t)ϵ̃∗i (t). (40)

因 为 常 数 的 α阶Caputo导 数 为 0, 所 以 有
C
0 D

α
t θ̃i(t) = C

0 D
α
t θi(t), C

0 D
α
t ϵ̃

∗
i (t) = C

0 D
α
t ϵ̂

∗
i (t),

i = 1, 2, · · · , n.根据引理 2和引理 4, 对V (t)取

α阶导数得

C
0 D

α
t V (t) 6eT(t)PC

0 D
α
t e(t) +

n∑
i=1

1

µi
θ̃T
i (t)

C
0 D

α
t θi(t)

+
n∑

i=1

1

σi
ϵ̃∗Ti (t)C0 D

α
t ϵ̂

∗
i (t). (41)

把 (39)式和自适应律 (21)、(22)代入 (41)式, 经过
一些简单的推导可得

C
0 D

α
t V (t) 6− eT(t)Ke(t)

6− k0
λmax

eT(t)Pe(t), (42)

其中k0 = min{k1, k2, · · · , kn}, λmax为正定矩阵P

的最大特征值. 由 (42)式和引理 7可知同步误差
e(t)渐近趋于0, 即

lim
t→∞

∥e(t)∥ = 0. (43)

由引理 5可知 θ̃i(t), ϵ̃∗i (t)有界, 进一步 θi(t), ϵ̂∗i (t)
有界. 由于驱动系统 (11)是混沌系统, 所以x(t)有

界, 又 e(t)有界, 所以 y(t)有界.由同步控制器 (20)
可知u(t)有界. 所以, 闭环系统所有信号都是有界
的.定理1证毕.
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注5 本文应用自适应模糊控制实现了未知

分数阶混沌系统的同步, 并对系统的稳定性给出了
严格的证明. 需要指出的是, 在一些相关文献中运
用模糊控制方法控制分数阶系统的时候存在一些

问题, 本文列举如下:
1)在文献 [35]中 (32)式 (pp. 551)中作者定义

Lyapunov函数的一项 1

2
eT(t)Pe(t), 在 (33)式的运

算中给出其分数阶导数为
1

2
(C0 D

q
t e(t))

TPe(t) +

1

2
e(t)P (C0 D

q
t e(t)), q 为分数阶导数, 是不正确的.

事实上, 平方Lyapunov函数的分数阶导数是个复
杂的无穷级数:

C
0 D

α
t 2x

T(t)x(t)

= (C0 D
α
t x(t))

Tx(t) + xT(t)C0 D
α
t x(t)

+ 2

∞∑
k=1

Γ (1 + α)

Γ (1 + k)Γ (1− k + α)

× C
0 D

k
t x(t)

C
0 D

α−k
t x(t),

这也是文献 [33, 34]指出分数阶系统的稳定性分
析中利用平方Lyapunov函数是非常困难的主要原
因. 但是本文利用的相关引理避开了处理这个复杂
无穷级数.

2)文献 [36]利用自适应模糊滑模控制研究了
分数阶混沌系统的同步, 在稳定性分析中用的是整
数阶Lyapunov方法. 论文中用的分数阶定义为R-
L定义, (21)式 (pp. 793)中 ṡ(t) = R

0 D
1−q
t

R
0 D

q
t s(t)

也是不正确的, 此公式对R-L分数阶导数来说只有
当系统的初值为0时才成立.

注6 类似于整数阶系统的稳定性分析, 在定
理 1的证明中主要利用了平方Lyapunov函数. 在
文献 [2]和 [34]中, 讨论形式上非常简单的分数阶
非线性系统C

0 D
α
t x(t) = −ax3(t) (其中 0 < α < 1,

x(t) ∈ R, a > 0)的稳定性时也用了很长的篇幅.
事实上, 构造Lyapunov函数V (t) =

1

2
x2(t), 利用

引理 2很容易就能得出系统C
0 D

α
t x(t) = −ax3(t)是

渐近稳定的. 根据本文的方法, 很多适用于整数阶
系统的控制方法可以推广到分数阶系统中来.

4 数值仿真

仿真中驱动系统取为分数阶推广的Lotka-
Volterra系统 [39], 响应系统设为Lü系统 [40, 41]. 对
应的非线性函数分别为

f(x(t))

=


x1(t)− x1(t)x2(t) + 2x21(t)− 2.7x3(t)x

2
1(t)

−x2(t) + x1(t)x2(t)

−3x3(t) + 2.7x3(t)x
2
1(t)

 ,

g(y(t)) =


−36y1(t) + 36y2(t)

20y2(t)− y1(t)y3(t)

−3y3(t) + y1(t)y2(t)

 .

取控制增益矩阵

G =


3 −0.4 1

−0.5 2 −0.6

0.2 0.5 1.5

 .

可以看出G是非对称矩阵且G的各阶顺序主子

式分别为 3, 6.2, 8.9880 (满足假设 1 的条件). 所
以根据引理 3, A = diag[1, 1, 1]. 驱动系统和响
应系统的初值条件分别设为 x(0) = [1, 1.4, 1]T,
y(0) = [−1,−2, 3.5]T. 当u(t) ≡ 0时两系统当阶数

α = 0.95时表现出混沌现象 (见图 1 ).

0.5 1.0 1.5 2.0
1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

x1(t) y1(t)   

x
2
(t
↽

y
2
(t
↽

(a)

-40 -20 0 20 40
-30

-20

-10

0

10

20

30
(b)

图 1 混沌系统 (a)推广的分数阶Lotka-Volerra系统; (b) 分数阶Lü系统
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图 2 (网刊彩色) 同步结果 (a) x1(t)(实线)和 y1(t)(虚线); (b) x2(t)(实线)和 y2(t)(虚线); (c) x3(t)(实线)和
y3(t)(虚线); (d) 同步误差 e1(t) (虚线), e2(t) (点划线)和 e3(t) (实线)
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图 3 控制量和模糊系统参数 (a) u1(t); (b) u2(t); (c) u3(t); (d) ∥θ1(t)∥ (虚线), ∥θ2(t)∥ (点划线)和 ∥θ3(t)∥
(实线)

模糊系统的输入变量为x(t), y(t), u(t). 为了
减少模糊系统的运算, 在仿真中我们用 e(t)代替

x(t)和 y(t). 对于 e1(t), e2(t)和 e3(t), 本文各选取
了 4个均匀分布在区间 [−3, 3]上的高斯型模糊隶

属函数 (即它们的数学期望分别为−3, −1, 1, 3),
它们的参数为 {[1.2], [−3,−1, 1, 3]}. 对于控制量

u1(t) (reap., u2(t), u3(t)), 我们定义了 4个均匀分
布在区间 [−5, 15] (reap., [−5, 15], [−5, 5])上的高
斯型模糊隶属函数,它们的第一个参数为2.5, u1(t),
u2(t)对应的隶属函数第二个参数为 [−4, 2, 8, 14],
u3(t)对应的隶属函数第二个参数为 [−4,−1, 2, 5].
于是在模糊系统参与逼近运算的模糊规则数为
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46 = 4096. 模糊系统参数的初值 θ1(0), θ2(0)和
θ3(0)均选为 4096维的随机向量. 这里给出系统的
模型是为了仿真的需要, 在控制器的设计中不需要
用到系统的模型.

控制器其他的参数为 ki = 5, σi = 0.8,
µi = 700, i = 1, 2, 3. 模糊系统逼近误差的估
计值初值为 ϵ̂∗1(0) = ϵ̂∗2(0) = 1, ϵ̂∗3(0) = 1.5.

仿真结果见图 2和图 3 . 正如注3所述, 对控制
器设计参数的选取应尽可能使收敛速度快, 同时控
制量不宜过大. 参数µi选的比较大是为了让模糊

逻辑系统快速调整; 参数ki, σi选的比较小, 但从
图 2可看出同步误差收敛速度较快, 说明设计的模
糊系统具有良好的逼近性能. 图 3给出了控制输入
及模糊系统参数参数的变化情况. 由于控制器 (20)
中含有符号函数, 所以仿真结果产生抖动现象, 但
是三个控制量振幅较小, 并快速收敛到 0的某个小
邻域. 图 3 (d)给出的是模糊系统参数的变化情况,
虽然参数µi选的比较大, 但是 ∥θi(t)∥值振幅不大,
变化平稳. 从仿真结果可看出本文控制方法取得了
较好的同步效果.

5 结 论

基于分数阶Lyapunov稳定性理论设计自适应
模糊同步控制器和分数阶参数自适应律, 实现了带
有非对称控制增益的未知混沌系统的同步. 本文的
方法不需要知道被控对象的精确模型, 有较强的抗
干扰能力. 成功的利用平方Lyapunov函数的分数
阶导数讨论了系统的稳定性并分析了一些文献在

利用模糊控制实现分数阶混沌系统控制的过程中

存在的一些问题. 利用本文的方法, 很多整数阶混
沌系统控制和同步的方法可以推广到分数阶系统

中来. 需要指出的是因为在控制器中存在符号函
数, 控制有抖动现象. 如何消除抖动以及在更严格
控制输入条件下 (如饱和、死区等)实现分数阶混沌
系统的自适应模糊控制是尚需进一步研究.
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fractional-order chaotic systems with unknown
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Abstract
In this paper the synchronization problem for the uncertain fractional-order chaotic systems with unknown non-

symmetrical control gain matrices is investigated by means of adaptive fuzzy control. Fuzzy logic systems are employed
to approximate the unknown nonlinear functions. We decompose the control gain matrix into a positive definite matrix,
a unity upper triangular matrix, and a diagonal matrix with diagonal entries +1 or −1. The positive matrix is used to
construct the Lyapunov function; the diagonal matrix is employed to design the controller. Based on the fractional Lya-
punov stability theorem, an adaptive fuzzy controller, which is accompanied by fractional adaptation laws, is established.
The proposed methods can guarantee the boundedness of the involved signals as well as the asymptotical convergence
of the synchronization errors. It should be pointed out that the methods for using quadratic Lyapunov function in the
stability analysis of the fractional-order chaotic systems are developed in this paper. Based on the results of this paper,
many control methods which are valid for integer-order nonlinear systems can be extended to control fractional-order
nonlinear systems. Finally, the effectiveness of the proposed methods is shown by simulation studies.

Keywords: fractional chaotic system, adaptive fuzzy control, fractional adaptation law
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