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具有双重时滞的时变耦合复杂网络的

牵制外同步研究∗

韩敏† 张雅美 张檬

(大连理工大学, 电子信息与电气工程学部, 大连 116024)

( 2014年 9月 11日收到; 2014年 11月 11日收到修改稿 )

针对同时具有节点时滞和耦合时滞的时变耦合复杂网络的外同步问题, 提出一种简单有效的自适应牵
制控制方法. 首先构建一种贴近实际的驱动 -响应复杂网络模型, 在模型中引入双重时滞和时变不对称外部
耦合矩阵. 进一步设计易于实现的自适应牵制控制器, 对网络中的一部分关键节点进行控制. 构造适当的
Lyapunov泛函, 利用 LaSalle不变集原理和线性矩阵不等式, 给出两个复杂网络实现外同步的充分条件. 最
后, 仿真结果表明所提同步方法的有效性, 同时揭示耦合时滞对同步收敛速度的影响.
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1 引 言

复杂网络广泛存在于自然界和日常生活中, 如
生物网络、交通网络等 [1]. 同步是复杂网络中较为
显著的动力学行为 [2], 通常指通过系统自身耦合或
施加外力等策略使两个或者多个动力系统共享相

同的动态行为, 如极限环、混沌现象 [3]等. 由于其
在工程方面如保密通信、信号处理、机器人列队、

化学反应等存在重大的应用潜力, 受到人们的广泛
关注. 早期, 复杂网络同步的研究主要集中于网络
内部各个节点之间的同步研究, 这种同步被称为内
同步 [4], 已取得了很多有意义的研究成果 [5,6]. 然
而, 在真实世界中, 存在不同群体的相互制约, 在
进行群体间的复杂网络动力学行为研究时, 进行
两个或者多个网络之间的同步控制, 也就是所谓的
外同步 [7,8], 显得更为重要. 2007年, Li等 [9]通过

open-plus-closed-loop控制技术实现了两个单向耦
合复杂网络间的外同步. Tang等 [10]通过设计自适

应控制器, 研究了两个异结构复杂网络的同步. Wu
等 [11]研究了两个节点不同且具有未知参数的复杂

网络, 给出了一定条件下外同步的结论.
另一方面, 建立各种能够准确反映实际网络系

统特性的网络模型是研究复杂网络的基础. 为了
使所研究的复杂网络模型更加贴近实际, 研究人员
先后研究了具有噪声 [12]、扰动 [13]和时滞 [14]等影

响因素的复杂网络的同步. 其中, 时滞是自然界普
遍存在的一种现象, 通常由有限的信号传输和记忆
效应所引起. 复杂网络中的时滞通常包括节点时
滞 [15]和耦合时滞 [16]两种, 由于两种时滞的引入会
给问题的分析和综合带来很大的困难, 因此同时考
虑节点时滞和耦合时滞的研究并不多见 [17]. 此外,
现有文献中多假设网络的外部耦合矩阵是非时变

的, 不能够满足生活中真实网络结构演化的这一特
性. 因此, 具有双重时滞的时变耦合复杂网络的外
同步具有一定的研究意义.

目前, 为解决上述复杂网络同步问题, 研究人
员多使用全局控制的方法, 对网络中的所有节点
加入控制器 [12−17]. 这种方法的思想简单, 但应用
到节点数目繁多的复杂网络上, 不仅不易实现, 还
会大大增加控制的难度和经济花销. 2004年, Li
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等 [18]提出将牵制控制的思想用于复杂网络的同

步. 牵制控制是减少控制器的有效手段, 通过选取
网络中部分节点施加控制, 利用关键节点与其他节
点的连接关系来实现网络的同步, 可以有效地减少
计算负荷和设备资源. 随后, Chen等 [19]设计了单

一的牵制控制器, 实现了复杂网络的内同步. Guo
等 [20]研究了基于牵制控制的时滞耦合网络的广义

同步问题. Lu等 [21]提出了有效的牵制脉冲控制策

略实现了非线性随机网络的同步, 随后Lu等 [22]通

过设计单一的脉冲控制器实现了动态网络的全局

指数同步. 上述工作均将牵制控制成功地用于实现
复杂网络的内同步 [23]. 但是, 目前应用牵制控制实
现网络外同步的工作并不多见, 且研究的复杂网络
模型较为保守. Fan等 [24]通过设计状态观测器, 首
先将牵制控制用于两个简单的复杂网络的外同步.
Zheng等 [25]研究了两个具有耦合时滞的复杂网络

的牵制外同步问题, 并给出了同步的充分条件.
基于上述讨论, 本文针对同时具有耦合时滞和

节点时滞的复杂网络, 建立具有双重时滞的时变耦
合驱动 -响应复杂网络模型, 设计适当的自适应牵
制控制器, 基于一定的牵制控制策略, 给出保守性
小, 易于实现的牵制外同步控制准则. 最后用两个
数值仿真验证所提方法的有效性.

2 网络模型与预备条件

考虑由N个节点构成的具有节点时滞和耦合

时滞的复杂动态网络, 其模型如下:

ẋi(t) = f(xi(t),xi(t− τ1)) + c1

N∑
j=1

aij(t)xj(t)

+ c2

N∑
j=1

bij(t)xj(t− τ2),

i = 1, 2, · · · , N, (1)

其中, xi(t) = (xi1(t), xi2(t), · · · , xin(t))
T ∈ Rn

为第 i个节点的状态向量; f : Rn → Rn是一

个非线性光滑函数; c1 > 0, c2 > 0分别是无

时滞和有时滞边耦合强度; τ1 > 0为节点时滞,
τ2 > 0为耦合时滞; A(t) = (aij(t)) ∈ RN×N 和

B(t) = (bij(t)) ∈ RN×N分别是网络无时滞部分和

有时滞部分对应的时变外部耦合矩阵, 表示网络的
拓扑结构, 满足如下条件: 如果节点 i和 j存在无时

滞耦合边 (i ̸= j), 则aij(t) > 0, 否则aij(t) = 0; 如
果节点 i和 j存在时滞耦合边 (i ̸= j), 则 bij(t) > 0,

否则 bij(t) = 0. 另外, 假设A(t)和B(t)均满足耗

散条件

aii(t) = −
N∑

j=1,j ̸=i

aij(t), i = 1, 2, · · · , N,

bii(t) = −
N∑

j=1,j ̸=i

bij(t), i = 1, 2, · · · , N, (2)

基于混沌同步中驱动 -响应的概念, 将网络 (1)
视为驱动网络, 下面给出对应的响应网络模型:

ẏi(t) = f(yi(t),yi(t− τ1)) + c1

N∑
j=1

aij(t)yj(t)

+ c2

N∑
j=1

bij(t)yj(t− τ2) + ui(t),

i = 1, 2, · · · , N, (3)

其中, yi(t) = (yi1(t), yi2(t), · · · , yin(t))T ∈ Rn为

第 i个节点的状态向量; ui(t)是所需要设计的牵制

控制器.
注1 从驱动 -响应网络的模型可以看出本文

所研究的两个网络具有如下特点: 1)同时考虑了节
点时滞和耦合时滞的影响, 复杂网络模型更具一般
性; 2)两个网络的外部耦合矩阵是时变的且不要求
是对称的; 3)加入自适应牵制控制器, 对网络的关
键节点进行控制.

为了研究问题方便, 给出相关的假设和引理:
假设1 [26] 对于任意的x,y ∈ Rn和 t > 0, 存

在一个正定对角矩阵P = diag(p1, p2, · · · , pn)和
正数 γ > 0, η > 0, 使得向量函数 f有下列不等

式成立

(xi(t)− yi(t))
TP (f(xi(t),xi(t− τ))

− f(yi(t),yi(t− τ)))

6γ(xi(t)− yi(t))
T(xi(t)− yi(t))

+ η(xi(t− τ)− yi(t− τ))T

× (xi(t− τ)− yi(t− τ)).

假设2 [14] 对于时变外部耦合矩阵A(t),
B(t), 假设存在常数a, b使得

∥aij(t)∥ 6 a 且 ∥bij(t)∥ 6 b, a, b > 0,

即耦合矩阵的元素有界.
注2 假设 2限制了正常情况下实际网络拓扑

结构的演化特征. 尽管外部耦合矩阵可能是时变
的, 但是网络的耦合强度是有限的, 也就是说耦合
矩阵的元素是有界的.
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引理1 [23] 假设Q和R都是对称矩阵, 矩阵
S取适当维数, 如果满足Q S

ST R

 < 0,

当且仅当R < 0和Q− SR−1ST < 0.

3 控制器设计与同步分析

首先, 定义两个网络节点状态变量之间的误差

ei(t) = yi(t)− xi(t), (4)

则误差随时间的演化关系为

ėi(t) = ẏi(t)− ẋi(t)

=f(yi(t),yi(t− τ1))− f(xi(t),xi(t− τ1))

+ c1

N∑
j=1

aij(t)ej(t)

+ c2

N∑
j=1

bij(t)ej(t− τ2) + ui(t). (5)

针对第 2部分建立的驱动 -响应网络模型, 下
面设计合适的牵制自适应控制器, 利用LaSalle不
变集原理 [27]和线性矩阵不等式, 得到驱动网络 (1)
和响应网络 (3)的同步条件. 主要结果由如下的定
理给出.

定理1 如果假设 1、假设 2成立, 取如下控制
器形式, 选择前 l个节点进行控制:

ui(t) =

−Di(t)ei(t), 1 6 i 6 l,

0, 1 + l 6 i 6 N,

Ḋi(t) = δie
T
i (t)Pei(t), (6)

其中Di(t)为控制器增益, δi为控制器增益参数取
正常数, P = diag(p1, p2, · · · , pn)为正定对角矩阵,
若满足下面的条件:

αIN + ac1K +Q−D

+
b2c22KQ−1KT

4
< 0, (7)

其中

α =
γ + η + ε

min(pi)
, ε > 0,

K =


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

... . . . ...

1 1 · · · 1


N×N

,

D = diag(d̄1, · · · d̄l,︸ ︷︷ ︸
l

0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
N−l

),

Q是恰当维数的正定矩阵, 则驱动网络 (1)和响应
网络 (3)可实现同步.

注3 根据文献 [28, 29], 对于有向网络, 选
取对网络中出度大于入度的节点进行控制的牵

制策略. 此处, 若假设外部耦合矩阵为G, 则第

i个节点的出度 =

N∑
j=1,j ̸=i

gji, 第 i个节点的入度

= −gii =
N∑

j=1,j ̸=i

gij .

证明 选取如下的Lyapunov函数:

V (t) =
1

2

N∑
i=1

eT
i (t)Pei(t)

+ η
N∑
i=1

∫ t

t−τ1

eT
i (θ)ei(θ)dθ

+

n∑
i=1

pi

∫ t

t−τ2

ẽT
i (θ)Qẽi(θ)dθ

+
1

2

N∑
i=1

1

δi
(Di(t)− d̄i)

2, (8)

其中 d̄i是一待定的充分大的正常数,

ei(t) = (ei1(t), ei2(t), · · · , ein(t))T,

ẽi(t) = (e1i(t), e2i(t), · · · , eNi(t))
T.

将V (t)沿误差系统 (5)求导得

V̇ (t) =

N∑
i=1

eT
i (t)P ėi(t) + η

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

− η

N∑
i=1

eT
i (t− τ1)ei(t− τ1)

+
n∑

i=1

piẽ
T
i (t)Qẽi(t)

−
n∑

i=1

piẽ
T
i (t− τ2)Qẽi(t− τ2)

+
1

δi

N∑
i=1

(Di(t)− d̄i)Ḋi(t). (9)

代入 (5)式、(6)式整理得

V̇ (t) =

N∑
i=1

eT
i (t)P (f(yi(t),yi(t− τ1))

− f(xi(t),xi(t− τ1)) + c1

N∑
j=1

aij(t)ej(t)
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+ c2

N∑
j=1

bij(t)ej(t− τ2)) + η

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

− η
N∑
i=1

eT
i (t− τ1)ei(t− τ1)

+

n∑
i=1

piẽ
T
i (t)Qẽi(t)

−
n∑

i=1

piẽ
T
i (t− τ2)Qẽi(t− τ2)

−
l∑

i=1

d̄ie
T
i (t)Pei(t). (10)

根据假设1和假设2有

V̇ (t) 6(γ + η)
N∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

+ c1

N∑
i=1

N∑
j=1

aij(t)e
T
i (t)Pej(t)

+ c2

N∑
i=1

N∑
j=1

bij(t)e
T
i (t)Pej(t− τ2)

+

n∑
i=1

piẽ
T
i (t)Qẽi(t)

−
n∑

i=1

piẽ
T
i (t− τ2)Qẽi(t− τ2)

−
l∑

i=1

d̄ie
T
i (t)Pei(t)

6− ε
N∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

+
γ + η + ε

min(pi)

N∑
i=1

eT
i (t)Pei(t)

+ ac1

N∑
i=1

N∑
j=1

eT
i (t)Pej(t)

+ bc2

N∑
i=1

N∑
j=1

eT
i (t)Pej(t− τ2)

+

n∑
i=1

piẽ
T
i (t)Qẽi(t)

−
n∑

i=1

piẽ
T
i (t− τ2)Qẽi(t− τ2)

−
n∑

i=1

piẽ
T
i (t)Dẽi(t). (11)

将 (11)式进行整理并写成线性矩阵不等式的形
式得到

V̇ (t) 6− ε

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t) + α

n∑
i=1

piẽ
T
i (t)ẽi(t)

+ ac1

n∑
i=1

piẽ
T
i (t)Kẽi(t)

+ bc2

n∑
i=1

piẽ
T
i (t)Kẽi(t− τ2)

+

n∑
i=1

piẽ
T
i (t)Qẽi(t)

−
n∑

i=1

piẽ
T
i (t− τ2)Qẽi(t− τ2)

−
n∑

i=1

piẽ
T
i (t)Dẽi(t)

= − ε

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

+

n∑
i=1

pi(ẽ
T
i (t), ẽ

T
i (t− τ2))

×

αIN + ac1K +Q−D
bc2K

2

bc2K
T

2
−Q


×

 ẽT
i (t)

ẽT
i (t− τ2)

 . (12)

由 (7)式,

αIN + ac1K +Q−D +
b2c22KQ−1KT

4
< 0,

又由引理1得到αIN + ac1K +Q−D
bc2K

2

bc2K
T

2
−Q

 < 0. (13)

则有 V̇ (t) 6 −ε
N∑
i=1

eT
i (t)ei(t).

可 以 得 到, 包 含 在E = {V̇ (t) =

0} = {ei(t) = 0}中最大的不变集合是M ={
ei(t) = 0, Di(t) = d̄i, 1 6 i 6 N

}
. 根据Lasalle不

变原理, (5)式的始于任意初值的轨线都将全局渐
进收敛于集合M , 特别的, 当 t → ∞时, ei(t) → 0,
Di(t) → d̄i, 其中 d̄i是正常数. 这就意味着驱动网
络 (1)和响应网络 (3)实现了外同步.

070506-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 7 (2015) 070506

4 数值仿真

为了验证定理 1的有效性, 在MATLAB2013
环境下, 分别给出网络节点数为 10, 系统维数为 1
和网络节点数为 5, 系统维数为 3的两组同步误差
演化趋势数值仿真.

仿真1
考虑物理中光学双稳 ikeda系统, 运动方程为

ẋ(t) = −ax(t) + b sin(x(t− τ)). (14)

取参量值a = 1.0, b = 4.0, τ = 2时, 系统满足耗散
性, 取初值为 0.5, 得到系统的相图如图 1 . 从图中
可看出系统进入混沌状态, 且该系统的吸引子是有
界的, 因此同步理论的条件是满足的. 仿真实验时,
取状态方程 (13)作为目标网络和响应网络的节点.

假设驱动网络和响应网络含有 10个节点, 即
N = 10, 其第 i个节点是光学双稳 ikeda系统. 根据
所构建的驱动网络 (1)和响应网络 (3)的形式, 基于
网络拆分的思想, 如图 2所示, 将复杂网络按照有
无耦合时滞拆分为耦合时滞为0的星形网络部分和
耦合时滞为0.5的环形网络部分.

分别选择星形网络和环形网络所对应的时变

不对称外部耦合矩阵如下:

-2 -1 0 1 2 3 4 5
-2

-1

0

1

2

3

4

5

y(t-2)

y
(t
)

图 1 Ikeda混沌吸引子相图

τ=0

τ=0.5

图 2 复杂网络拆分

A =



−9 sin t sin t sin t sin t sin t sin t sin t sin t sin t sin t

1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 −1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 −1



,

B =



−2 sin t sin t 0 0 0 0 0 0 0 sin t

1 − sin t− 1 sin t 0 0 0 0 0 0 0

0 sin t −2 sin t sin t 0 0 0 0 0 0

0 0 sin t −2 sin t sin t 0 0 0 0 0

0 0 0 sin t −2 sin t sin t 0 0 0 0

0 0 0 0 sin t −2 sin t sin t 0 0 0

0 0 0 0 0 sin t −2 sin t sin t 0 0

0 0 0 0 0 0 sin t −2 sin t sin t 0

0 0 0 0 0 0 0 sin t −2 sin t sin t

1 0 0 0 0 0 0 0 sin t − sin t− 1



.
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表 1 10节点复杂网络的度分布

节点 i 1 2 3 4 5

出度 (星形/环形) 9/2 sin t/2 sin t sin t/2 sin t sin t/2 sin t sin t/2 sin t

入度 (星形/环形) 9 sin t/2 sin t 1/1 + sin t 1/2 sin t 1/2 sin t 1/2 sin t

节点 i 6 7 8 9 10

出度 (星形/环形) sin t/2 sin t sin t/2 sin t sin t/2 sin t sin t/2 sin t sin t/2 sin t

入度 (星形/环形) 1/2 sin t 1/2 sin t 1/2 sin t 1/2 sin t 1/1 + sin t

假定耦合强度 c1 = 0.8, c2 = 0.4; 增益参数
δi = 8; 耦合时滞量 τ2 = 0.5. 选择初始条件x(0),
y(0)为 [0, 1]之间的随机数. 依据外部耦合矩阵
A(t)和B(t), 得到复杂网络的度分布如表 1所示.
从表 1 可看出, 该网络结构中的第一个节点的出度
大于入度, 根据注3, 选择响应网络中的第一个节点
进行牵制控制, 取控制器增益的初值为D1(0) = 1.
图 3为数值仿真同步误差曲线. 从图 3、图 4可以看
出, 经过短暂的时间后, 两个网络的同步得以实现,
仿真表明了同步判据的有效性.

0 5 10 15 20 25 30 35 40
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

t/s

e
i↼
t↽

图 3 (网刊彩色) 复杂网络同步误差曲线 (i = 1, 2, · · · , 10)

定义平均误差:

E(t) =

√√√√( N∑
i=1

|yi(t)− xi(t)|2/N
)
, (15)

此处N = 10.
在牵制控制下, 选择不同的耦合时滞 τ进行仿

真, 其他条件同上. 图 5显示了不同耦合时滞下同
步的平均误差响应曲线, 为了显示清楚, 又截取了
27 s到35 s之间的曲线进行放大, 从图中可以看出,
当 τ为 0.5或 2时, 平均误差很快趋于零, 但当 τ为

10或 14时, 平均误差的波动较大且趋于零的速度
明显变慢. 也就是说, 复杂网络的耦合时滞越大,

两个网络达到同步的收敛速度越小, 同步变的越来
越困难.

t/s

E
↼t
↽

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

图 4 同步平均误差随时间的演化曲线

t/s

t/s

E
↼t
↽

E
↼t
↽

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

0 10 20 30 40 50 60 70

27 28 29 30 31 32 33 34 35
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

τ=0.5
τ=2
τ=10
τ=14

图 5 (网刊彩色) 不同耦合时滞的平均误差曲线

仿真2
假设复杂网络含有 5个节点, 其第 i个节点是

时滞Lorenz系统, 系统描述如下:

ẋi1 =− axi1 + axi2,

ẋi2 = cxi1 + (k − 1)xi2 − xi1xi3 + kxi2(t− τ),

ẋi3 =− bxi3 + xi1xi2. (16)
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取参量值a = 10, b = 8/3, c = 28, k = 5, τ = 0.1

时系统进入混沌状态. 同仿真 1, 将复杂网络拆分
为耦合时滞为 0的星形网络部分和耦合时滞为 0.5
的环形网络部分, 分别选择时变不对称耦合矩阵
如下:

A =



−4 sin t sin t sin t sin t sin t

2 −2 0 0 0

2 0 −2 0 0

2 0 0 −2 0

2 0 0 0 −2


,

B =

−2 sin t sin t 0 0 sin t

2 − sin t−2 sin t 0 0

0 sin t −2 sin t sin t 0

0 0 sin t −2 sin t sin t

2 0 0 sin t − sin t−2


.

假定耦合强度 c1 = 0.01, c2 = 0.01; 增益参数
δi = 8; 耦合时滞量 τ2 = 0.5. 选择初始条件x(0),
y(0)为 [0, 2]之间的随机数. 从表 2可以看出, 该网
络结构中的第一个节点的出度大于入度. 根据注 3,
选择响应网络中的第一个节点进行牵制控制, 取控
制器增益的初值为D1(0) = 1. 图 6为两个复杂网
络同步的误差曲线, 从图中可以看出, 在网络响应
的初期, 由于两个网络各节点状态变量所取的初值
不同, 误差随时间演化的差异十分明显. 但经过一
段时间后, 两个网络相对应的节点间的误差随时间

演化均趋于零, 两个网络实现了混沌同步. 图 7描
述了牵制控制器增益随时间的演化曲线. 结果表
明, 控制器增益会根据同步误差自动地调整为适当
的常数.

t/s

t/s

t/s

e
i
↼t
↽

e
i
↼t
↽

e
i
↼t
↽

0 50 100 150
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-5

0
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15

20

0 50 100 150
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50
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-40

-30
-20
-10
0

10
20

30
40
50

(a)

(b)

0 50 100 150

(c)

图 6 (网刊彩色) 复杂网络同步误差曲线 (i = 1, 2, · · · , 5)
(a)误差 ei1(t); (b)误差 ei2(t); (c)误差 ei3(t)

表 2 5节点复杂网络的度分布

节点 i 1 2 3 4 5
出度 (星形/环形) 8/4 sin t/2 sin t sin t/2 sin t sin t/2 sin t sin t/2 sin t

入度 (星形/环形) 4 sin t/2 sin t 2/2 + sin t 2/2 sin t 2/2 sin t 2/2 + sin t

t/s

D
i↼
t↽

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

图 7 牵制控制器增益随时间的演化曲线

5 结 论

鉴于节点时滞和耦合时滞在复杂网络中的客

观存在, 本文通过构建双重时滞作用下的具有时变
不对称外部耦合矩阵的驱动 -响应复杂网络模型,
研究了两个复杂网络在牵制控制作用下的外同步.
所研究的网络模型涵盖了许多现有模型, 更具有一
般性和实用性. 利用有效的牵制控制策略, 在复杂
网络的关键节点上加入牵制自适应控制器, 通过构
造适当的Lyapunov泛函, 基于LaSalle不变集原理

070506-7

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 7 (2015) 070506

和线性矩阵不等式, 得到了两个复杂网络实现同步
的充分条件. 数值仿真在不同的网络节点个数和
节点系统维数的情况下, 分别证实了所提方法的有
效性.
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Outer synchronization analysis of two time-varying
networks with double delays based on pinning control∗
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Abstract
It is well known that time delay is universal in complex networks. However, in most existing researches outer

synchronization is realized between two networks with time delay by adding controllers to all nodes which may bring great
economic costs and increase the difficulties in control in practice. In this paper, in order to deal with the problem of outer
synchronization between two time-varying coupling networks with node delay and coupling delay, an adaptive pinning
control scheme is proposed. First, a more realistic drive-response complex network model is constructed by introducing
double delays and asymmetric coupling configuration matrices. Then, we design an adaptive pinning controller which
is easy to implement, and choose an effective pinning strategy to control a crucial part of the nodes in the response
network. Based on LaSalle’ invariance principle and the linear matrix inequality, we may rigorously prove that the
outer synchronization between the proposed drive-response networks can be achieved, and meanwhile some sufficient
conditions are derived by adopting an appropriate Lyapunov-Krasovskii energy function. Finally, numerical simulation
experiments are employed to verify the correctness and the effectiveness of the proposed method. Results indicate that the
drive-response networks with double delays can indeed achieve outer synchronization by pinning control. Moreover, the
synchronization is independent of coupling delay. And the remarkable influences of coupling delays on the synchronization
speed are also revealed.

Keywords: delays, time-varying coupling, pinning control, outer synchronization
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