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路径约束条件下车辆行为的时空演化模型∗

潘登† 郑应平

(同济大学电子与信息工程学院, 上海 201804)

( 2014年 8月 28日收到; 2014年 11月 6日收到修改稿 )

复杂地理环境下车辆运行线路具有空间三维特征, 它对车辆行为的约束是显然的, 非一维空间和二
维空间所能描述. 将复杂地理环境下车辆运行线路抽象为空间曲线, 引入微分几何理论, 利用弧长、曲率
和挠率等几何不变量参数建立沿空间曲线运动的 Serret-Frenet活动标架; 然后, 对空间曲线上任意一点处
Serret-Frenet标架具有时变属性的动态行为进行数学描述, 进而建立路径约束条件下车辆行为的时空演化模
型, 并在数学上严格证明了所建时空演化模型适用于车辆 (Serret-Frenet标架)直线运行和做匀速圆周运动的
特殊情形. 为后续复杂地理环境中交通线路上的车辆跟驰、变道等微观行为和交通流宏观行为研究, 奠定了理
论基础.

关键词: 车辆行为, 时空演化, 路径约束, Serret-Frenet活动标架
PACS: 89.40.–a, 45.50.Dd, 02.40.–k DOI: 10.7498/aps.64.078902

1 引 言

车辆微观行为的研究, 主要集中于车辆跟驰
运行和跟驰运行过程中的变道行为两个方面; 宏
观研究则主要关注车辆微观行为对交通流的影响.
目前, 微观行为的研究多聚焦于车辆跟驰和变道
两个方面 [1−23], 文献 [19—22]研究了弯路固定曲
率和变化曲率条件下的车辆变道行为, 建立了相
应的车辆换道轨迹模型, 文献 [23]提出一个纵向运
行过程中发生横向偏移的车辆行为模型, 以研究
了瓶颈处车辆横纵向行为规律及其对交通流的影

响. 交通流虽属宏观研究范畴, 因需要研究微观行
为对交通流稳定性、相变和阻塞情况等诸多方面

的宏观影响, 譬如车辆跟驰过中的突然停车或变
道行为对交通流的影响, 在研究内容上一般微、宏
观行为兼而有之 [3−18]. 随着对车辆行为规律性的
研究不断深入, 所取得的丰硕成果有力地推动了
车辆行为自动化的研究不断取得新的进展, 从研
究的侧重点来看, 可归为车辆驾驶辅助系统 [24,25]、

无人驾驶 [26—30]、跟驰控制 [31−34]和车辆巡航系

统 [35−39]四个方面, 其中无人驾驶、跟驰控制和车
辆巡航系统是车辆行为自动化研究领域的热点问

题, 三者之间相互渗透, 并无明显界限, 呈现出相互
借鉴、相互交融的研究态势. 其中, 路径跟踪和车辆
跟驰也属于车辆无人驾驶和巡航系统研究的范畴.
上述文献主要针对一维和二维空间内的车辆行为

开展相关研究, 取得了异常丰富的研究成果, 然而
大量的复杂地理环境下的车辆运行线路, 并非一维
和二维空间所能描述, 尽管文献 [26—30]使用了地
理参考标架 [26]或Serret-Frenet标架 [27−30]来描述

路径和车辆 (舰船)行为, 但将三维标架的次法向量
确定为恒定不变的向量, 反而限制了复杂 (地理)环
境下路径的空间属性的精确或准确描述, 车辆 (舰
船)行为控制的效果也必然会受到一定程度的影响.

复杂地理环境下车辆运行线路 (简称车辆路
径)不仅存在单纯的弯道、坡道, 而且有的路段弯道
和坡道交融在一起的情形也是特别常见的. 显然,
二维平面无法准确描述复杂地理环境下车辆路径

的形状特征, 因而无法洞悉路径约束条件下的车辆
行为规律, 并对其施加正确的控制. 有鉴于此, 本
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文拟引入微分几何的相关理论, 对路径约束条件下
的车辆行为进行研究, 力求建立路径约束条件下车
辆行为的时空演化模型, 为后续复杂地理环境中路
径约束条件下的车辆跟驰、变道, 以及交通流等方
面的研究奠定基础.

2 路径在三维空间的数学描述

复杂地理环境下的车辆运行线路, 可以抽
象为一个点随时间变化在三维欧氏空间 (Three-
dimensional Euclidean Space, E3)运动时所描述
的空间曲线. 这类空间曲线由于具有弯曲和扭转
的特点, 使得平面坐标系难以刻画曲线的形状, 有
效的办法是引入微分几何理论中Serret-Frenet活
动标架来进行描述. 在E3中, 一般以弧长、曲率和
挠率三个与坐标系无关的几何不变量来刻画曲线

形状, 并构成一个正交标架, 即Serret-Frenet标架,
其中曲率和挠率取为弧长的函数 [40,41]; 空间曲线
上每个点依附了一个Serret-Frenet标架, 当点在空
间曲线上运动时, 这个正交标架也随之运动 [40,41],
故Serret-Frenet标架也称之为Serret-Frenet活动
标架.

定理1 设向量函数 r = r(s)(s为弧长参数,
a 6 s 6 b)描述了E3中的一条正则空间曲线, 则
Serret-Frenet标架沿该曲线运动的公式 (通常称之
为Serret-Frenet公式或Frenet公式)为

α′(s)

β′(s)

γ′(s)

 =


0 κ 0

κ(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0

 ·


α(s)

β(s)

γ(s)

 , (1)

其中, α(s)为曲线 r(s)在 s处的单位切向量, β(s)

为曲线 r(s)在 s处的单位主法向量, γ(s)为曲线

r(s)在 s处的单位次法向量, α′(s), β′(s)和γ′(s)分

别为α(s)、β(s)和γ(s)关于弧长参数 s的导数, 并
满足下列条件:

α(s) = r(s), (2)

β(s) =
α′(s)

|α′(s)|
, (3)

γ(s) = α(s)× β(s). (4)

κ(s)为曲线 r(s)在 s处的曲率, τ(s)为曲线 r(s)在

s处的挠率, 且

κ(s) = |α′(s)|, (5)

τ(s) = −γ′(s) · β(s). (6)

上述定理亦称为Serret-Frenet定理. 显然, 由于
(1)—(6)式中 s为弧长参数, 用于曲线长度的空间
度量, 故该定理只能描述空间曲线的空间形状, 无
法刻画出点运动于空间曲线具有时变属性的行为

动态细节. 也就是说, 空间曲线的形状特征可由
其弧长、曲率和挠率等不变量来描述, 对Serret-
Frenet标架的运动给定了路径约束条件, 而Serret-
Frenet标架运动过程中在路径约束作用下速度、加
速度等物理参数的动态演化, 则需在Serret-Frenet
定理的基础上进一步研究.

3 路径约束条件下车辆动态行为的数
学描述

车辆运行于复杂地理环境下的线路之上,
可以抽象为Serret-Frenet标架在空间曲线上运
动的情形. 将空间曲线作任意分割, 图 1描述
了 Serret-Frenet标架在第 k个时刻从点Pk沿空

间曲线上开始运动, 于第 k + 1个时刻到达点

Pk+1的情形, 其中 0 6 k 6 n (n为大于 0的整
数), Pk, Pk+1分别表示为曲线上的第 k和 k + 1

个点, sk, sk+1分别为曲线在Pk, Pk+1两点的

弧长, {r(sk);α(sk), β(sk), γ(sk)}为曲线在点Pk

的Serret-Frenet标架, {r(sk+1); α(sk+1), β(sk+1),
γ(sk+1)}为曲线在点Pk+1的Serret-Frenet标架.

Pk⇁

Pk

x

y

z

o

γ↼sk↽ α↼sk↽

β↼sk↽

Dr↼sk↽

r↼sk↽
r↼sk⇁)

β↼sk⇁)

α↼sk⇁)

γ↼sk⇁)

图 1 Serret-Frenet标架在空间曲线上的运动情形

令 t为时间参数, Serret-Frenet标架于 t = tk

时运动至点Pk, 于 t = tk+1时运动到点Pk+1,
∆tk = tk+1 − tk为Serret-Frenet标架从点Pk沿

空间曲线上运动到点Pk+1的时间, ∆sk为Serret-
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Frenet标架在∆t时间内从点Pk沿空间曲线上运

动到点Pk+1的弧长. 则Serret-Frenet标架在第 k

个时刻从点Pk向前运动的速度 v(tk)为

v(tk) = lim
∆tk→0

r(sk+1)− r(sk)

∆tk

= lim
∆tk→0

∆r(sk)

∆tk

= lim
∆tk→0

∆sk
∆tk

· ∆r(sk)

∆sk
, (7)

因为∆tk → 0时必有∆sk → 0, 故

v(tk) =
dsk
dtk

· dr(sk)
dsk

=
dsk
dtk

· α(sk). (8)

显然, dsk
dtk
是一个标量, 表示Serret-Frenet标架在

点Pk处沿空间曲线运行的速度, 而α(sk)表示速度

v(sk)的方向, 即点Pk的切线方向.
由 (8)式和 (3), (5)式可得到Serret-Frenet标

架在第k个时刻从点Pk向前运动的加速度a(tk)为

a(tk) =
d2sk
dt2k

· α(sk) +
( dsk

dtk

)2

· α′(sk)

=
d2sk
dt2k

· α(sk) +
( dsk

dtk

)2

· κ(sk)β(sk), (9)

式中, 第一项 d2sk
dt2k

· α(sk)为 Serret-Frenet标架

在点Pk处切线方向αk(s)上的加速度, 第二项( dsk
dtk

)2

· κ(sk)β(sk)则与空间曲线在点Pk处的速

度和曲率有关.
从 (8)式和 (9)式可以看出, 使用空间曲线上

Serret-Frenet标架的速度和加速度来描述车辆在
路径约束下的行为演化, 其数学与物理上的意义是
明确的:

1)首先, 我们将视野完全聚焦于任意时刻
Serret-Frenet标架在空间曲线上的某一位置点Pk

的动态行为, 从静止的观点来看,
i)在任意时刻或任意位置点, 速度的方向为空

间曲线的切线方向, 可使用空间曲线在该点的单位
切向量α(sk)表示.

ii)在任意时刻或任意位置点, 加速度方向的描
述与空间曲线的切向量α(sk)和主法线向量β(sk)

有关 (见 (9)式所示). 也就是说, 当该时刻或该位
置的速度在一维空间内以向量α(sk)进行描述时,
加速度必须在二维空间内使用向量α(sk)和β(sk)

才能加以准确描述, 向量α(sk)和β(sk)张成一个

平面.

2)然后, 我们将视野扩大到空间曲线上相邻的
两个点Pk与Pk+1, 从动态的观点来看,

i) Serret-Frenet标架运动于点Pk时, 从其速
度和加速度的数学描述不难看出, 速度方向由于
运动的惯性和产生加速度的合力方向不同, 二者
在Serret-Frenet标架运动至点Pk这一时刻张成一

个平面空间. 实际上, Serret-Frenet标架在任意时
刻运动至空间曲线的任意一点处, 速度方向和加速
度方向均张成一个平面空间, 如果没有空间曲线对
Serret-Frenet标架运动行为约束, 仅就空间曲线上
的任意一点而言, Serret-Frenet标架仍将运动于速
度和加速度张成的平面空间中, 呈现出在平面空间
运动的时变行为属性.

ii) Serret-Frenet标架继续向前运动过程中,
受到路径空间属性的条件约束 (见 (1)式所示),
Serret-Frenet标架脱离点Pk时运动至空间曲线上

新的一点 (可记为点Pk+1)时, 其速度和加速度张
成的平面与原先在点Pk处张成的平面相比, 除点
Pk与Pk+1在各自邻域内的空间曲线为平行关系的

特殊情形, 一般为非平行的两个平面. 正是由于路
径的空间属性, 切向量α(sk)和主法向量β(sk)在

空间曲线上任意一点所张成的描述Serret-Frenet
标架速度和加速度的平面空间, 在Serret-Frenet
标架沿空间曲线运动的过程中, 将会因为α(sk)和

β(sk)按照 (1)式发生空间姿态的动态变化而产生
整体旋转和扭动的现象, 从而使得Serret-Frenet标
架的时变行为呈现出在三维空间运动的特征.

4 空间曲线上车辆行为的时空演化
模型

由于点Pk为空间曲线上任意一点, 去掉 (8)
式和 (9)式中的下标 k, 即可得到具有一般性的
Serret-Frenet标架沿空间曲线运动的速度和加速
度计算公式, 即

v(t) =
ds
dt · α(s),

a(t) =
d2s

dt2 · α(s) + (
ds
dt )

2 · κ(s)β(s), (10)

式中 s = s(t), 表示Serret-Frenet标架沿空间曲线
运动于 t时刻到达曲线弧长为 s的点处.

由于加速度等于驱动车辆运行的单位合力, 车
辆行为调整必然受到自身性能和路面情况等因素
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的约束, 限于篇幅和本文研究的焦点所在, 不再对
此展开讨论.

联立 (1)式所示的描述曲线空间性状的Serret-
Frenet公式, 就可以得到路径约束条件下车辆行为
的时空演化模型. Serret-Frenet公式定量描述了
已知路径在任意一点的弧长、曲率和挠率等参数

的空间分布情况; (10)式则刻画了车辆 (与Serret-
Frenet标架等价)沿该路径运动在任意时刻具有时
变属性的动态行为特征, 从 (10)式可以看出, 由于
单位切向量、主法向量和曲率等参数的存在且随着

Serret-Frenet标架沿空间曲线运动而变化, 见 (1)
式所示. 显而易见, 这种时变动态行为呈现出受到
空间曲线约束的明显特点.

定理2 当空间曲线表现为直线或圆时, (10)
式可以用来描述Serret-Frenet标架的直线运动和
匀速圆周运动.

证明 在证明之前, 我们首先了解一下空间
曲线的弧长计算公式 [40,41].

设E3中一条空间曲线的参数方程为 r = r(t),
t为时间参数且 t0 6 t 6 tn, 在区间 [t0, tn]的任意
一个分割 t0 < t1 < · · · < tk < tk+1 < · · · < tn−1 <

tn, 见图 2所示.

t

t

t

tk tk⇁

tn֓

tn

..
.

...

图 2 空间曲线的弧长计算

令λ = max{|∆tk|; k = 0, 1, · · ·n − 1}, 曲线
从 t0至 tn的弧线长度为

s(tn) = lim
λ→0

n−1∑
k=0

|r(tk+1)− r(tk)|

= lim
λ→0

n−1∑
k=0

∣∣∣∣r(tk+1)− r(tk)

∆tk

∣∣∣∣ ·∆tk

=

∫ tn

t0

|r′(t)|dt. (11)

用 t替换 tn就可以得到Serret-Frenet标架沿空间

曲线从初始时刻 t0至任意时刻 t的弧线长度

s(t) =

∫ t

t0

|r′(t)|dt. (12)

1)当Serret-Frenet标架沿直线运动时
i)由 (10)式可知, Serret-Frenet标架在任意时

刻 t的速度为 v(t) =
ds
dt · α(s) = |r′(t)| · α(s), 即速

度值为 |r′(t)|, 恒定单位向量α(s)为其运动方向.
ii)由于直线的曲率为 0, 即κ = 0, Serret-

Frenet标架在任意时刻 t的加速度为a(t) =
d2s

dt2 ·

α(s), 其中 d2s

dt2 =
d|r′(t)|

dt 为标量加速度值, 其方

向与速度方向相同, 可由恒定单位向量α(s)表示.
因此, 当Serret-Frenet标架沿直线运动时, 方

程组 (10)式对Serret-Frenet标架的运动行为描述
与传统的直线牛顿运动公式完全等价.

2)当Serret-Frenet标架作匀速圆周运动时
i)在 dt时间内Serret-Frenet标架旋转的弧长

为 ds = ωR · dt, 即 ds
dt = ωR. 其中ω为匀速

运动的角速度, R为圆周半径. 由 (10)式可得
v(t) = ωR · α(s), 其中α(s)为圆周的单位切向量.

ii)由于Serret-Frenet标架作匀速圆周运动,
ds
dt = |r(t)| = ωR为恒值, 方程组 (10)式中第二

式的第一项
d2s

dt2 · α(s) =
d
dt |r

′(t)| · α(s) = 0. 方

程组 (10)式中第二式的第二项
( ds

dt

)2

· κ(s)β(s) =

ω2R2 · κ(s)β(s), 由于圆周任意一点的曲率κ(s) =

1/R,可得
( ds

dt

)2

·κ(s)β(s) = ω2R ·β(s),即Serret-

Frenet 标架的加速度为a(t) = ω2R · β(s). 因为
β(s)为圆周切线的单位法向量, 故Serret-Frenet标
架的加速度为向心加速度.

因此, Serret-Frenet标架作匀速圆周运动时,
方程组 (10)式所作的数学描述与传统的平面圆周
运动公式同样也是完全等价的.

证毕.

5 结 论

本文针对具有空间曲线弯曲和扭转特征的一

般性路径, 建立了路径约束条件下车辆行为的时空
演化模型, 将有助于深刻认识车辆运行于复杂地理
环境下的行为特征和行为规律, 为研究复杂地理环
境中不同路况条件和不同交通情境下的车辆自适
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应行为控制提供了前提条件. 车辆向前运行过程中
变道而发生横向位移的情形, 本文并没有给出相应
的数学描述, 可考虑把复杂地理环境下的车辆运行
线路的路面抽象为一般性的空间曲面, 进而研究车
辆在空间曲面的行为演化问题, 这将是课题组未来
研究的主要内容之一, 同时也是一个循序渐进的过
程. 对于列车运行过程中无横向变道行为的轨道交
通而言, 特别是我国铁路列车运行行为及控制的研
究, 本文的研究可能具有巨大的现实意义. 公路交
通领域车辆行为的研究, 则多聚焦于跟驰过程中的
直线运行、横向变道, 以及它们对交通流的影响, 无
人驾驶车辆对路径的跟踪行为往往也被简化为二

维平面问题加以处理. 路径约束条件下的车辆跟驰
行为及其控制也可在此基础上向复杂地理环境下

三维空间拓展, 以更加深入地研究. 鉴于复杂地理
环境下车辆交通行为的复杂性, 以及以其为研究对
象对于我国这样一个幅员辽阔、地形复杂, 交通运
输发达并发展迅速的巨型国家所具有的深远意义,
研究的必要性和研究过程的艰巨性、长期性不言而

喻, 研究过程也必然呈现出阶段性特征, 同时需要
广大研究者共同参与研究, 期待并相信有更多的研
究成果.
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Abstract
The path of vehicle movement in a complex geographical environment has the 3D space feature, which is evidently

the constraint for vehicular movement behaviors and cannot be described in one-dimensional or two-dimensional space.
But the path of vehicle movement in a complex geographical environment can be abstracted into a space curve. By
introducing theories in differential geometry, we can build a Serret-Frenet frame moving along this space curve with
the geometric invariants of arc length, curvature, and torsion. And then, we can give a mathematical description to
the dynamic behavior of the Serret-Frenet frame with the time-varying property at an arbitrary point of space curve.
Finally, the spatiotemporal evolution model of the vehicle movement behaviors under the path constraint conditions is
established and is rigidly proven in mathematics to be suitable for the longitudinal movement and uniform circular motion
of a vehicle (in Serret-Frenet frame). It will lay the theoretical foundation for the future study of vehicular movement
behaviors on the transport line in a complex geographical environment, including vehicular microscopic behaviors such
as the vehicle following operation, lane changing, as well as the vehicular macroscopic behavior in traffic flows.

Keywords: vehicular movement behavior, spatiotemporal evolution, path constraint, Serret-Frenet
moving frame
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