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球坐标中三维各向同性谐振子的类经典态∗

李兴华† 杨亚天

(福建师范大学物理与能源学院, 福州 350007)

( 2014年 10月 4日收到; 2014年 11月 19日收到修改稿 )

把坐标平均值随时间的变化和在宏观条件下与经典解相同的量子态定义为类经典态 (NCS), 并求解球坐
标中三维各向同性谐振子的NCS问题, 有助于从波动力学角度理解量子到经典过渡的问题. 选与经典态相应
的大量子数附近的矩形波包作为NCS, 得到与经典解一致的结果, 但NCS不是惟一的. 一个经典态可以有很
多NCS与之对应, 就像一个热力学态可以有无数力学态与之对应一样, 从量子到经典的描述是一个粗粒化和
信息丢失的过程.

关键词: 量子经典对应, 类经典态, 三维谐振子
PACS: 03.65.Aa, 03.65.Fd, 03.65.Sq DOI: 10.7498/aps.64.080301

1 引 言

在一定条件下 [1−5], 量子力学可以过渡到经典
力学, 问题是什么样的波函数可以给出经典轨道?
Schrödinger曾认为经典态是对应于坐标平均值随
时间的变化与经典解相同的量子波包, 人们把这样
的态称为Schrödinger相干态 [6,7]. 但是, 除了谐振
子外, 不可能严格地找到这样的相干态 [8]. 人们曾
试图给出氢原子的相干态, 虽取得了相当大的进
展, 但都未能奏效 [9]. 这样就使人们从波动力学的
角度理解量子到经典的过渡产生了困难.

无可否认, 物理学家们从路径积分和相干态出
发在理解量子和经典的关系方面都取得了巨大的

进展 [10−17]. 但路径积分处理的是量子体系, 它侧
重于研究哪些路径可以给出该系统的主要量子特

征, 并未着眼于回答什么样的波函数可以给出经典
轨道. 以相干态作为连续基出发, 在经典过渡方面,
人们企图找出谐振子以外的严格的相干态, 但这基
本上是行不通的 [8].

我们认为相似于相对论力学中的任何解都和

牛顿解不同, 只有略去 v/c及其高次项后才和牛顿

解相同, 同样, 量子力学的解也和经典解不同, 只有
在一定条件下, 略去某些项目后才能给出经典的结
果. 否则, 有些态的坐标平均值和经典解相同 (它
意味着在微观条件下也可以看到类似于经典运动

的轨道), 有些态却不同, 这更令人费解. 我们在文
献 [8]中定义了量子力学中类经典态 (NCS): 即在
宏观条件下坐标平均值随时间的演化与经典解相

同的状态. 并给出了一维无限高方势阱和一维谐振
子的NCS作为例子. 本文将给出三维各向同性谐
振子 (3 DIHO)的球坐标NCS.

2 球坐标中三维各向同性谐振子的
经典解

3DIHO的哈密顿量为

H =
p2

2µ
+

1

2
µω2r2, (1)

其中, µ和p分别是粒子的质量和动量; r是粒子的
位置坐标, r ≡ |r|; ω是振动频率. 粒子的角动量为

L = r × p. (2)

中心力场中能量和角动量都是守恒量, 选择角
动量L的方向为 z轴的正向, 则粒子在x-y平面上
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运动. 用球坐标来解由 (1)式所表达的哈密顿量的
正则方程. 在球坐标中r用 (r, θ, ϕ)表示, 哈密顿
量可具体写为

H =
1

2µ

(
p2r +

p2θ
r2

+
p2ϕ

r2 sin2 θ

)
+

1

2
µω2r2

= T + V, (1a)

其中,

pr = µ
dr
dt ,

pθ = µr2
dθ
dt ,

pϕ = µr2 sin2 θ
dϕ
dt . (3)

由于角动量的方向选为 z轴的正向, 因而,
θ = π/2, dθ

dt = 0, 这导致 pθ = 0. 中心力场中

角动量是守恒的, 所以 |L|是一个常数:

|L| = µr2
dϕ
dt = pϕ = Lcl. (4)

另外H也是守恒量, 它对应于粒子的总能Ecl:

Ecl =
1

2µ

[
µ2

(
dr
dt

)2

+
L2

cl
r2

]
+

1

2
µω2r2. (5)

由 (4)和 (5)式得
dr√

2Ecl
µ

− L2
cl

µ2r2
− ω2r2

= dt. (6)

对 (6)式积分得

r2 = ξ = ξ0(1 + λ cos(2ωt)), (7)

其中,

λ ≡
√
1−

ω2L2
cl

E2
, ξ0 ≡ Ecl

µω2
. (8)

由 (4)式得
dϕ
dt =

Lcl
µr2

=
Lcl

µξ0(1 + λ cos(2ωt)) , (9)

其解为

ϕ = arctg
(√

1− λ

1 + λ
tg(ωt)

)
,

即

tgϕ =

√
1− λ

1 + λ
tg(ωt). (10)

消去 t, 我们得到球坐标下粒子运动的轨迹为

r2 =
ξ0(1− λ2)

1− λ cos(2ϕ) = � ξ0(1� − λ)

1− 2λ

1 + λ
cos2 ϕ

. (7a)

对比椭圆

x = a cos(ωt)

y = b sin(ωt)
的极坐标方程

r2 =
a2(1− ε2)

1− ε2 cos2 ϕ, (7b)

其中, ε ≡
√
1− b2

a2
, ε是椭圆的偏心率, a是半长

轴, b是半短轴. 则由 (7a)式可知

a =
√
ξ0(1 + λ), b =

√
ξ0(1− λ). (11)

比较 (7a)和 (7b)式, 并考虑到 (2)和 (8)式, 可
知

ε2 =
2λ

1 + λ
= 1− b2

a2
,

Ecl = µω2ξ0 =
1

2
µω2(a2 + b2), (12)

以及

a2b2 = ξ0(1− λ2) = ξ0
ω2L2

cl
E2

,

Lcl =
Ecl

ω
√
ξ0
ab. (13)

由此可见, 总能量Ecl和角动量Lcl决定了粒子的

轨迹.

0 6 L2
cl 6 E2

cl/ω
2, (14)

Lcl = 0时粒子的轨迹是直线; Lcl = Ecl/ω时粒子

的轨迹是圆; 其他情况下粒子的轨迹是椭圆.
(7)和 (10)式可由a和 b写为

r2 = b2 + (a2 − b2) cos2(ωt)

=
a2 + b2

2
+
a2 − b2

2
cos(2ωt) · · · , (7c)

tgϕ =
b

a
tg(ωt). (10a)

(7)和 (10)式可由 Ecl和Lcl写为

r2 =
Ecl
µω2

(
1 +

√
1−

ω2L2
cl

E2
cl

cos(2ωt)
)
, (7d)

tgϕ =
Ecl
ωLcl

[
1−

√
1−

(ωLcl
Ecl

)2
]

× tg(ωt). (10b)

3 球坐标中三维各向同性谐振子的
Schrödinger相干态

球坐标中谐振子的能量本征解为 [18]

ψ2nr+l,l,m(r, ϑ, φ)

=Nnrlmr
lF(−nr, l + 3/2, r2)Ylm(ϑ, φ), (15)
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其中, F是合流超几何函数, Y是球函数, N是归
一化常数, nr是径向量子数, l是角动量量子数, m
是角动量在 z轴投影的量子数. 引入无量纲的量
ρ =

√
µω

~
r =

r

λ0
以代替 r, 其中, λ0 ≡

√
~
µω

,

ξ = ρ sinϑ cosϕ, η = ρ sinϑ sinϕ, ζ = ρ cosϑ;

∂

∂ξ
= sinϑ cosφ ∂

∂ρ
+

1

ρ
cosϑ cosφ ∂

∂ϑ

− 1

ρ

sinφ
sinϑ

∂

∂φ
, (16a)

∂

∂η
= sinϑ sinφ ∂

∂ρ
+

1

ρ
cosϑ sinφ ∂

∂ϑ

+
1

ρ

cosφ
sinϑ

∂

∂φ
, (16b)

∂

∂ζ
= cosϑ ∂

∂ρ
− 1

ρ
sinϑ ∂

∂ϑ
. (16c)

令玻色算子

a+±1 = ∓ 1√
2
(b+1 ± ib+2 ), a+0 = b+3 ; (17a)

a±1 = ∓ 1√
2
(b1 ∓ ib2), a0 = b3. (17b)

其中,

bi =
1√
2
(ξi + ip̂ξi) =

1√
2

(
ξi +

∂

∂ξi

)
,

b+i =
1√
2
(ξi − ip̂ξi) =

1√
2

(
ξi −

∂

∂ξi

)
,

ξi = �
√
µω

~
xi =

xi
λ0
, i = 1, 2, 3,

(x1, x2, x3) ≡ (x, y, z);

p̂ξi ≡
1√
µω~

p̂xi = −i ∂
∂ξi

, i = 1, 2, 3.

[ai, a
+
j ] = δij , [a+i , a

+
j ] = [ai, aj ] = 0. (18)

定义

n̂i = a+i ai, i = 0,±1. (19)

可知:

n̂ = n̂1 + n̂2 + n̂3 =
∑

i=0,±1

n̂i. (20)

令

L̂1 =
1√
2
(L̂x + iL̂y) = a+0 a−1 + a1a0, (21a)

L̂0 = n̂1 − n̂−1 = i(b+y bx − b+x by)

= − i ∂
∂ϕ

= Lz, (21b)

L̂−1 = a+0 a1 + a+−1a0 =
1√
2
(L̂x − iL̂y), (21c)

其中 L̂x, L̂y, L̂z是角动量在坐标轴上各分量的

算符.
在文献 [19]中我们给出了 3DIHO的能量本征

函数为

|nlm⟩ = Nnlm(P+
0 )nr(L̂−1)

l−m(a++1)
l|0⟩, (22)

其中, 主量子数n = 2nr + l;

P+
0 = (a+2

0 − 2a+1 a
+
−1)

= (b+2
1 + b+2

2 + b+2
3 ), (23a)

P0 = (P+
0 )+ = a20 − 2a1a−1; (23b)

归一化常数为

Nnlm =

√
2l−m(2l + 1)(l +m)!(nr + l)!

(l!)2(2l)!nr!(2nr + 2l + 1)!(l −m)!
;

(23c)

能量本征值为

En =

(
n+

3

2

)
~ω, n = 2nr + l.

球坐标中谐振子的Schrödinger相干态为

|α⟩ ≡|α1, α−1, α0⟩ = exp
(
− 1

2

∑
i=±1,0

|αi|2
)

× exp
( ∑

i=±1,0

αia
+
i

)
|0⟩, (24a)

它也满足

ai |α⟩ = αi |α⟩ (i = ±1, 0); α0 = 0.

其时间演化态为

|α, t⟩ = exp
(
− 1

2

∑
i=±1

|αi|2
)

× exp
( ∑

i=±1

αi e−iωta+i

)
× exp

[
− iωt

∑
i=±1,0

(
n̂i +

1

2

)]
|0⟩

= exp
(
− i 3

2
ωt

)
|α1 e−iωt, α−1 e−iωt, 0⟩.

(24b)

下面计算

x =
1

2
λ0(a−1 + a+−1 − a1 − a+1 ),

x̄ = ⟨α|x|α⟩

= λ0(|α−1| cos(ϕ−1 − ωt)

− |α1| cos(ϕ1 − ωt)); (25a)
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y =
i
2
λ0(−a−1 + a+−1 − a1 + a+1 ),

ȳ = ⟨α|y|α⟩ = λ0(|α−1| sin(φ−1 − ωt)

+ |α1| sin(φ1 − ωt)). (26a)

若选初始条件为 t = 0, x̄ = rmax = a, ȳ = 0, 则有

ϕ−1 = 0, ϕ1 = π. (27)

此时

x̄ = λ0(|α1|+ |α−1|) cos(ωt), (25b)

ȳ = λ0(|α1| − |α−1|) sin(ωt). (26b)

令

r̄2 ≡x̄2 + ȳ2 + z̄2

= λ20(|α1|2 + |α−1|2

+ 2 |α1| |α−1| cos(2ωt)) (28)

和经典解相符. 另一方面

r2 =
λ20
2

(
P0 + P+

0 + 2
∑

i=±1,0

ni + 3

)
,

得

r2 =
λ20
2
[−2α−1α1 e−2iωt − 2α∗

−1α
∗
1 e2iωt

+ 2(|α−1|2 + |α1|2) + 3]

= λ20[2 |α−1| |α1| cos(2ωt) + (|α−1|2

+ |α1|2) + 3]. (29a)

(28)和 (29a)式相差 3λ20, 在宏观条件下 |α−1| 和
|α1| ≫ 1, 3λ20可忽略不计.

ȳ

x̄
=
r sin θ sinϕ
r sin θ cosϕ

≡ tgϕcl =
λ0(|α1| − |α−1|) sin(ωt)
λ0(|α1|+ |α−1|) cos(ωt)

=
b

a
tg(ωt) (30a)

也和经典解符合.

4 球坐标中三维各向同性谐振子的
NCS

取球坐标中3DIHO的一般相干态为

|CS⟩ =
∑
nlm

cnlm |nlm⟩ exp(−inωt), (31a)

要求它满足

Ē ≡ ⟨CS|H |CS⟩ = Ecl. (32a)

∣∣∣L̂2
∣∣∣ = L2

cl, (32b)

L̂z = |Lcl| , L̂x = L̂y = 0; (32c)

r2 = D1 +D2 cos2(ωt); (29b)

tgϕ = C tg(ωt); (30b)

z̄ = r cos θ = 0及 z2在宏观尺度下可忽略. 若取

|CS⟩ =
∑
nl

cnl |nll⟩ e−inωt

=
∑
nrl

cnrl |2nr + l, l, l⟩ e−inωt, (31b)

|nll⟩ =Nnll(P
+
0 )nr(a++1)

l|0⟩, (33a)

其中

Nnll =

√
(2l + 1)!(nr + l)!

(l!)2nr!(2nr + 2l + 1)!
. (33b)

若 c∗n+2,llcnll为实数, 则

r2 =A cos 2(ωt) +B, (29c)

A =λ20
∑
nrl

√
2(nr + 1)(2nr + 2l + 3)

× c∗nr+1,llcnrll, (34a)

B =λ20
∑
nrl

(2nr + l + 3/2)c∗nrllcnrll. (35a)

和 (7c)式比较, 得

a2 = B +A,

b2 = B −A.

且

z ≡⟨CS| z |CS⟩ = 0, (36)

x = ⟨CS| 1
2
λ0(a−1 + a+−1 − a1 − a+1 ) |CS⟩

= − (A′ +B′) cos(ωt), (25c)

ȳ = ⟨CS| i
2
λ0(−a−1 + a+−1 − a1 + a+1 ) |CS⟩

=(A′ −B′) sin(ωt), (26c)

其中,

A′ = λ0
∑
nl

c∗nr−1,l+1,l+1cnrll

√
nr(2l + 2)

(2l + 3)
, (37a)

B′ = λ0
∑
nrl

c∗nr,l+1,l+1cnrll

×

√
(2nr + 2l + 3)(2nr + 2l + 2)(l + 1)2

(nr + l + 1)(2l + 3)(2l + 2)
.

(38a)
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若取 c∗nrl
cnr−1,l为实数,

z2 ≡ ⟨CS| z2 |CS⟩ = C ′ cos(2ωt) +D′, (39)

其中,

C ′ =
λ20
2

∑
nrl

c∗nr−1,lcnrlNnr−1,lNnrl

× 2nr!(2nr + 2l + 1)!(l + 1)!l!

(nr + l)!(2l + 3)!
, (40a)

D′ =
λ20
2

∑
nrl

|cnrl|
2

[
2
(2nr + 2l + 3)

(nr + l)(2l + 3)

− (nr + l)!(2l + 1)!

nr!(2nr + 2l + 1)!(l)!2

]
. (41a)

故在球坐标中3DIHO的NCS为

|NCS⟩ =
N+∆N∑

n=N−∆N

lM+∆lM∑
l=lM−∆lM

cnl |nll⟩

=
∑
nrl

cnrl |2nr + l, l, l⟩. (42)

选取

cnl =
1

2∆N + 1

1

2∆lM + 1
, (43)

这里∆N/N ≪ 1, ∆lM/lM ≪ 1. N , lM分别由下
式确定:

a) N的确定
基于 Ē ≡ ⟨NCS|H |NCS⟩ = Ecl,

Ē =

(
N +

3

2

)
~ω ≈ N~ω,

N =

[
Ecl
~ω

]
,

其中 [x]表示x的整数部分;
b) lM的确定

|L2| = L2
cl,

|L2| ≈ lM (lM + 1)~2 ≈ l2M~2,

lM = [Lcl/~].

r2 = Ao cos(2ωt) +Bo, (29d)

其中,

Ao = λ20
∑
nrl

√
2(nr + 1)(2nr + 2l + 3)c∗nr+1,llcnrll

=λ20
∑
nl

√
(n− l + 2)(n+ l + 3)c∗n+1,llcnll

≈λ20N
√
1−

l2M
N2

=
Ecl
µω2

√
1−

ω2L2
cl

E2
cl
, (34b)

Bo = λ20
∑
nl

(n+ 3/2)c∗nrllcnrll ≈ λ20N

=
~
µω

Ecl
~ω

=
Ecl
µω2

. (35b)

和经典解 (7d)式一致:

n = 2nr + l, λ0 ≡

√
~
µω

,

r2 =
Ecl
µω2

(
1 +

√
1−

ω2L2
cl

E2
cl

cos(2ωt)
)
. (7d)

定义 tgϕ = ȳ/x̄, 由 (25c)—(38a)式, 得

tgϕ =− A′ −B′

A′ +B′ tg(ωt),

其中,

A′ = λ0
∑
nl

c∗nr−1,l+1,l+1cnrll

√
nr(2l + 2)

(2l + 3)

≈ λ0√
2

√
N − lM ,

B′ =λ0
∑
nrl

c∗nr,l+1,l+1cnrll

×

√
(2nr + 2l + 3)(2nr + 2l + 2)(l + 1)2

(nr + l + 1)(2l + 3)(2l + 2)

≈ λ0√
2

√
N + lM ;

tgϕ =− A′ −B′

A′ +B′ tg(ωt)

=
N

lM

(
1−

√
1−

l2M
N2

)
tg(ωt).

考虑到 N =

[
Ecl
~ω

]
及 lM = [Lcl/~], 有

tgϕ =
Ecl
ωlcl

[
1−

√
1−

(ωLcl
Ecl

)2
]

tg(ωt), (10b)

也和经典解一致.

5 结 论

本文把量子态中坐标平均值随时间的变化与

宏观经典运动有相同解的态定义为NCS, 并求解球
坐标中三维各向同性谐振子的NCS问题, 有助于
从波动力学角度理解量子到经典过渡的问题. 从本
文结果来看, NCS 有如下特点:

1) NCS是这样一簇态 |ψn⟩的叠加: n ∈ (N −
∆N,N +∆N), ∆N/N ≪ 1, ⟨ψn|H |ψn⟩ ∼= Ecl;

2) ∆x/x̄ ≪ 1, 在宏观分辨率下, 可认为质点
具有确定的位置;
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3) 运动周期取决于 (Em − En)/~, m,n ∈
(N −∆N,N +∆N)中之最小者;

4) 和一个确定的宏观态相对应的NCS不止
一个.

例如, 我们取质量为µ的 3 DIHO的经典态为
x = a cos(ωt), y = b sin(ωt), 取NCS为

⟨x1 = x, x2 = y, x3 = z/NCS⟩ =
3∏

i=1

ψi(xi, t),

ψi(xi, t) =

Ni+∆Ni∑
n=Ni−∆Ni

cnψn(xi) e−inωt,

cn =
1√

2∆Ni + 1
, i = 1, 2,

ψ3(x3, t) =

N3∑
n=0

cnψn(x3) e−inωt, cn =
1√
N3

,

其中, a =
√
2λ0

√
Nx, b =

√
2λ0

√
Ny, N3 ≡ Nz =

∆Nx = ∆Ny ≪ Ny可重现此经典态.
若取NCS为

|NCS⟩ =
N+∆N∑

n=N−∆N

L+∆L∑
l=L−∆L

cnl |nll⟩

=
∑
nrl

cnrl |2nr + l, l, l⟩,

cnl =
1

2∆N + 1

1

2∆L+ 1
,

其中N , L由下式确定

N =

[
Ecl
~ω

]
, Ecl =

1

2
µω2(a2 + b2);

lM = [Lcl/~], Lcl = µωab.

这样的NCS也能重现经典轨道, 而且由于∆N和

∆lM有一定任意性, 所以, 即使N和 lM确定了, 上
述的NCS也很多. 这里NCL系数的选取用了矩形
波包, 也可用高斯波包. 由此可见, 就像一个宏观
热力学态对应很多个微观力学态一样, 一个经典力
学态, 也对应很多量子NCS. 从力学态到热力学态
的描述是信息流失的过程. 同样从量子到经典的描
述也是信息丢失的过程. 就像统计力学中的粗粒化
描述一样, 经典态是量子态的粗粒描述.

研究NCS的意义在于可以对波动力学有一个
更全面的了解. 一方面是微观世界需用量子力学计

算, 另一方面是宏观世界可用经典力学处理. 从波
动力学来看, 经典轨道只不过是NCS在宏观分辨
率下的表现而已. 夹在中间的介观层次, 若用NCS
处理, 就不能做宏观分辨率下的近似, 需进行更精
确一些的计算. 这有点类似于在路径积分中考虑稳
相近似, 或更高阶的量子修正.
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Abstract
One can easily understand the transition from special relativity to Newton mechanics under the condition of v/c ≪ 1.

But it is not so easy to understand the transition from quantum representation to classical representation from the point
of view of wave mechanics. We define such a quantum state as near classical state (NCS), in which the mean value
of coordinates equals the classical solution on a macroscopic scale. We take the NCS for three-dimensional isotropic
harmonic oscillator in a spherical coordinate system for example. We take

|NCS⟩ =
N+∆N∑

n=N−∆N

lM+∆lM∑
l=lM−∆lM

cnl |nll⟩ =
∑
nrl

cnrl |2nr + l, l, l⟩,

and choose
cnl =

1

2∆N + 1

1

2∆lM + 1
.

The mean values of coordinates are

r2 =
Ecl

µω2

(
1 +

√
1− ω2L2

cl
E2

cl
cos(2ωt)

)
and

tgϕ =
Ecl

ωlcl

[
1−

√
1−

(
ωLcl

Ecl

)2
]

tg(ωt)

in this NCS, which are in agreement with the classical solution on a macroscopic scale, where ∆N/N ≪ 1, ∆lM/lM ≪ 1.

N and lM are determined by the macroscopic state. N =

[
Ecl

~ω

]
, Ecl =

1

2
µω2(a2 + b2), lM = [Lcl/~], and Lcl = µωab.

Here µ, Ecl and Lcl respectively denote the mass, the energy and the angular momentum of harmonic oscillator. And
the bracket [c] means taking the integer part of the number c, for example [2.78] = 2. It is also emphasized that for a
definite macro state, there are many NCS corresponding to a macro state; just like the case in statistical physics, many
micro dynamical states correspond to a macro thermodynamic state. Thus the transition from quantum representation
to classical representation is a coarse-graining process and also an information losing process.

Keywords: quantum-classical correspondence, near classical states, three dimensional isotropic harmonic
oscillator
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