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Dzyaloshinskii-Moriya相互作用和内禀消相干对
基于两量子比特Heisenberg自旋系统的量子密集

编码的影响∗

邹琴 胡小勉 刘金明†

(华东师范大学, 精密光谱科学与技术国家重点实验室, 上海 200062)

( 2014年 10月 20日收到; 2014年 11月 15日收到修改稿 )

通过求解Milburn方程, 研究了内禀消相干条件下包含Dzyaloshinskii-Moriya (DM) 相互作用的两量子
比特Heisenberg自旋系统实现的量子密集编码最佳传输容量的演化特性, 分析了不同方向DM相互作用、
不同初态、各向异性以及内禀消相干因子等参数对最佳编码容量的影响. 研究表明: 初态的选择对系统密
集编码最佳传输容量的影响很大, 不同类型初态下密集编码容量的依赖参数不完全相同; 当系统初态处于
c |01⟩ + d |10⟩形式的非最大纠缠时, 引入较弱的DM相互作用 z分量可提高最佳编码容量; 相位消相干可抑
制最佳编码容量的涨落并使其在长时间演化下趋于稳定. 研究还发现: 内禀消相干下, 通过选取合适的最大
纠缠初态, 系统密集编码的最佳传输容量能够保持理想极大值 2; 而且无论引入哪个方向的DM相互作用, 基
于两量子比特Heisenberg自旋系统的最佳编码容量总可优于经典通信的传输容量.

关键词: Heisenberg模型, Dzyaloshinskii-Moriya相互作用, 内禀消相干, 最佳编码容量
PACS: 03.65.Ud, 03.67.Mn, 42.50.Lc DOI: 10.7498/aps.64.080302

1 引 言

量子纠缠作为量子计算和量子信息的基础资

源在量子密钥分发 [1]、量子隐形传态 [2]、量子密

集编码 (QDC)等 [3]量子信息处理过程中扮演着非

常重要的角色. 自1992年Bennett和Wiesner [3]首
先提出利用Einstein-Podolsky-Rosen对进行QDC
以来, 基于各种纠缠态作为量子通道来实现QDC
已成为量子通信的一个重要研究分支, 取得了长
足的进展 [4−18]. 理论上, Barenco和Ekert [4]研究
了采用部分纠缠态的标准密集编码方案, 并证明
了Bell测量可最大化发送者和接收者间的相互
信息. Hao等 [5]提出了利用三粒子Greenberger-
Horne-Zeilinger态作为量子通道的可控密集编码

方案, 该方案随后被推广到自由传输光场的连续变
量可控密集编码情形 [6]. Liu等 [7]将密集编码策略

从两方拓展到了多方, 同时量子态的希尔伯特空间
维数也从二维拓展到了高维. 通常真实的量子系统
将不可避免地与它们周围的环境发生相互作用, 导
致系统相干性的损失. 为此, 文献 [12—14]研究了
各种类型环境噪声影响下的密集编码过程. Quek
等 [12]分析了非对易噪声下Bell态的纠缠突然死亡
及其QDC的能力. Metwally [14]描述了采用Bloch
通道进行密集编码的动力学过程, 研究发现最大纠
缠态比部分纠缠态在克服Bloch噪声方面更具有鲁
棒性. 另一方面, 实验上人们已在光学系统 [15−17]

和核磁共振体系 [18]中相继演示了量子态的密集编

码传输过程.
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近年来, 固态量子系统因具有良好的可操控
性和可扩展性已成为量子信息处理的主要发展方

向之一, 而作为其中较简单的Heisenberg自旋链
模型因其广泛的应用前景更成为了人们关注的焦

点 [19−22]. 大量研究表明 [23−29], 除了Heisenberg
自旋链中的各向异性会对系统的量子纠缠产生

影响以外, 温度、磁场以及消相干效应也是影响
纠缠大小的重要因素, 因此可通过操控这些参量
以便获得有效的纠缠资源. 注意到, 基于Heisen-
berg自旋链系统的量子态传输和QDC已受到一
些研究者的关注. 例如: Qiu等 [30]研究了采用两

比特Heisenberg XXX型热纠缠系统作为量子信
道实施的QDC过程, 探讨了温度、Dzyaloshinskii-
Moriya (DM)相互作用和耦合系数对密集编码的
影响. Cai等 [31]讨论了引入外磁场情况下利用两

比特Heisenberg XXZ自旋链实现的QDC,研究表
明外磁场会削弱系统的密集编码能力, 且反铁磁性
物质在密集编码过程中要优于铁磁性物质. Huang
和Sun [32]研究了两量子比特Heisenberg XX自旋
链系统中的热纠缠和相应的密集编码, 分析了外磁
场的大小和方向对体系纠缠度及其密集编码容量

的影响.
据我们所知, 利用Heisenberg自旋系统进行

QDC的研究大多是系统处于热平衡态, 所引入的
自旋与轨道耦合相互作用常取 z方向的分量, 而且
多选取最大纠缠态作为系统的初始态, 考虑到自
旋与轨道耦合相互作用的各向异性以及初态的选

择等对系统的纠缠特性有较大影响, 继而将直接
影响QDC的效果. 在此基础上, 本文研究在内禀
消相干、不同方向的DM相互作用以及部分纠缠
初态下基于两量子比特Heisenberg XY Z模型实
现的QDC过程, 探讨Heisenberg系统的各个参数
对密集编码传输容量的影响. 结果表明: 初始态
和DM相互作用对密集编码最佳传输容量随时间
的演化有重要的影响; 不同类型初态下, 影响最佳
密集编码传输容量的参数也不尽相同; 在形式为
c |01⟩ + d |10⟩的非最大纠缠初态下, 较弱的DM相
互作用可提高系统密集编码的最佳传输容量. 而
且, 选取合适的最大纠缠初态能够使得系统最佳编
码容量保持理想的传输容量值. 此外, 在不同方向
DM相互作用和内禀消相干影响下, 利用两量子比
特Heisenberg自旋系统实现的QDC的最佳传输容
量总优于经典通信的传输容量.

2 物理模型

当考虑 z方向的DM相互作用时, 两量子比特
Heisenberg XY Z系统的哈密顿量可写为

H =
1

2
[Jxσ

1
xσ

2
x + Jyσ

1
yσ

2
y + Jzσ

1
zσ

2
z

+Dz(σ
1
xσ

2
y − σ1

yσ
2
x)], (1)

其中, σj
α (j = 1, 2; α = x, y, z)表示量子比特

j的泡利矩阵; Jα表示自旋相互作用的耦合系数,
Jα > 0代表系统呈现反铁磁性, Jα < 0代表系统

呈现铁磁性; Dz表示DM相互作用沿 z方向的分

量, 它源于自旋与轨道之间的耦合 [33,34]. 在基矢
{|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩}下, 容易求得哈密顿量H的

本征值和相应的本征态为

E1 =
1

2
(Jz +∆),

|ϕ1⟩ =
1√
2
(|00⟩+ |11⟩),

E2 =
1

2
(Jz −∆),

|ϕ2⟩ =
1√
2
(|00⟩ − |11⟩),

E3 =
1

2
(−Jz + δ),

|ϕ3⟩ =
1√
2
(|01⟩+ eiω |10⟩),

E4 = − 1

2
(Jz + δ),

|ϕ4⟩ =
1√
2
(|01⟩ − eiω |10⟩), (2)

其中,

δ = 2
√
D2

z + J2,

ω = arctan Dz

J
,

J =
1

2
(Jx + Jy)

为系统在XY 平面的平均耦合系数, ∆ = Jx − Jy

为系统在XY 平面的各向异性.
类似地, 当考虑 y方向的DM相互作用时, 系

统的哈密顿量可写为

H ′ =
1

2
[Jxσ

1
xσ

2
x + Jyσ

1
yσ

2
y + Jzσ

1
zσ

2
z

+Dy(σ
1
zσ

2
x − σ1

xσ
2
z)], (3)

其中, Dy表示DM相互作用沿 y方向的分量, 其他
参数含义与 (1)式相同. 同样可求得哈密顿量H ′的
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本征值

λ1 =
1

2
(Jy +∆′), λ2 =

1

2
(Jy −∆′),

λ3 =
1

2
(−Jy − δ′), λ4 =

1

2
(−Jy + δ′) (4)

和相应的本征态为

|ψ1⟩ =
√
2

2
(|00⟩ − |11⟩), |ψ2⟩ =

√
2

2
(|01⟩+ |10⟩),

|ψ3⟩ =
1

2
(
√
1− cosω′ |00⟩+

√
1 + cosω′ |01⟩

−
√
1 + cosω′ |10⟩+

√
1− cosω′ |11⟩),

|ψ4⟩ =
1

2
(
√
1 + cosω′ |00⟩ −

√
1− cosω′ |01⟩

+
√
1− cosω′ |10⟩+

√
1 + cosω′ |11⟩),

(5)

其中, δ′ = 2
√
D2

y + J ′2, ω′ = arctan (Dy/J
′),

J ′ =
1

2
(Jz + Jx)表示系统在XZ平面的平均耦

合系数, ∆′ = Jz − Jx表示系统在XZ平面的各向

异性.
通常, 任何一个量子系统都不可避免地与外

界环境发生相互作用, 这将导致系统相干性的损
失 [35,36]. 1991年, Milburn [37]给出了一种描述开

放量子系统的内禀消相干特性的物理模型, 即仅考
虑纯相位退相干的影响时, 量子系统在马尔可夫近
似下随时间演化的动力学主方程可表示成如下形

式 [38]:
dρ(t)
dt = −i[H, ρ(t)]− γ

2
[H, [H, ρ(t)]], (6)

其中γ为内禀消相干因子. 上述主方程的一般解可
写成:

ρ(t) =
∞∑
k=0

(γt)k

k!
Mkρ(0)M+k, (7)

其中, ρ(0)为系统的初始密度矩阵, Mk定义为

Mk = Hk exp(−iHt) exp
(
− γt

2
H2

)
. (8)

因此, Milburn方程所描述的量子系统的密度矩阵
随时间的演化可表示为

ρ(t) =
∑
m,n

exp
[
− γt

2
(εm − εn)

2 − i(εm − εn)t

]
× ⟨ζm| ρ(0) |ζn⟩ |ζm⟩ ⟨ζn| , (9)

其中 εm,n和 |ζm,n⟩分别表示系统哈密顿量的本征
值和相应的本征态.

3 最佳编码容量

密集编码的最佳传输容量是衡量一个量子

通道执行密集编码好坏的参量, 即Alice发送单个
量子比特所能传输的最多经典信息. 本文采用
χ = S(ρ̄∗) − S(ρ)来度量最佳编码容量 [39,40], 其
中S(ρ) = −tr(ρ log2 ρ)表示密度矩阵ρ的冯诺依曼

熵, ρ̄∗表示密集编码后的信息平均态.

3.1 基 于 施 加z方 向DM相 互 作 用 的
Heisenberg模型的最佳编码容量

1) 假设系统初始处于纠缠态 |ψ1(0)⟩12 =

a |00⟩12 + b |11⟩12, 其中 a和 b是实参数且满足

a2 + b2 = 1, 粒子 1属于发送者Alice, 粒子 2属
于接收者Bob. 根据 (2)和 (9)式, 系统随时间演化
的密度矩阵可表示为

ρ1(t) = α+ |00⟩ ⟨00|+ η |00⟩ ⟨11|

+ η∗ |11⟩ ⟨00|+ α− |11⟩ ⟨11| , (10)

其中,

α± =
1

2

[
1± (a2 − b2) cos(∆t) exp

(
− γ∆2t

2

)]
,

η =ab+
i
2
(a2 − b2) sin(∆t)

× exp
(
− γ∆2t

2

)
. (11)

现采用与时间有关的混合纠缠态 ρ1(t)作为QDC
的传输信道, 发送者Alice首先对自己持有的量子
比特分别实施如下4个局域幺正变换:

U0 =

1 0

0 1

 , U1 =

0 1

1 0

 ,

U2 =

−1 0

0 1

 , U3 =

 0 1

−1 0

 , (12)

然后她把粒子 1通过经典通道传输给Bob. 在Al-
ice实施局域幺正变换后, 初始共享的纠缠态ρ1变

为以各自概率 pi(i = 0, 1, 2, 3)处于ρ1,i = [(Ui)1 ⊗
I2]ρ1[(U

+
i )1 ⊗ I2]的态, 其中 I表示单位矩阵. 此

时所有信息的平均态定义为 ρ̄∗1 =
3∑

i=0

piρ1,i. 利用

ρ1(t)作为QDC的量子通道, 在等概率 pi = 1/4情

形下, 系统所有信息的平均态可表示为
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ρ̄∗1 =
1

4

3∑
i=0

[(Ui)1 ⊗ I2]ρ1(t)[(U
+
i )1 ⊗ I2]

=

[
1

4
− 1

4
(a2 − b2) cos(∆t) exp

(
−γ∆2t

2

)]
× (|11⟩ ⟨11|+ |01⟩ ⟨01|)

+

[
1

4
+

1

4
(a2 − b2) cos(∆t) exp

(
−γ∆2t

2

)]
× (|10⟩ ⟨10|+ |00⟩ ⟨00|). (13)

则密集编码的最佳传输容量为

χ1 =S(ρ̄∗1)− S(ρ1)

= −
1− (a2 − b2) cos(∆t) exp

(
− γ∆2

2
t

)
2

× log2
1− (a2 − b2) cos(∆t) exp

(
− γ∆2

2
t

)
4

−
1 + (a2 − b2) cos(∆t) exp

(
− γ∆2

2
t

)
2

× log2
1 + (a2 − b2) cos(∆t) exp

(
− γ∆2

2
t

)
4

+
1 +

√
(a2 − b2)2 exp(−γ∆2t) + 4a2b2

2

× log2
1 +

√
(a2 − b2)2 exp(−γ∆2t) + 4a2b2

2

+
1−

√
(a2 − b2)2 exp(−γ∆2t) + 4a2b2

2

× log2
1−

√
(a2 − b2)2 exp(−γ∆2t) + 4a2b2

2
.

(14)

从 (14)式可知, χ1是与 a, b,∆, γ和 t有关的函数,
而与系统的DM相互作用分量Dz无关. 因此, 当
系统初态为 |ψ1(0)⟩ = a |00⟩ + b |11⟩形式时, 系统
的最佳传输容量不受 z方向上的自旋与轨道相互

作用的影响. 图 1给出了不同初态下最佳传输容量
χ1与∆和 t的关系. 由图 1 (a)可知, 当系统的初态
为最大纠缠态 (即a = b =

√
2/2)时, χ1 ≡ 2, 这也

可从 (14)式得以解析验证. 可见这种情形下, 基于
两量子比特Heisenberg XY Z模型的密集编码的最
佳传输容量不受内禀消相干因子γ和系统的各向

异性∆的影响, 总呈现标准密集编码信息容量的
极大值. 当初态为非最大纠缠态时, 下面分两种情
况讨论最佳编码容量随各参量的变化. 一方面, 当
∆ = 0时,

χ1 = 1− 2b2 log2 b− 2a2 log2 a,

它是一个仅与初态参数有关且不小于 1的函
数; 初态纠缠度越大, χ1越大. 因此, 初态为
|ψ1(0)⟩ = a |00⟩ + b |11⟩形式的各向同性Heisen-
berg系统的密集编码传输容量不受内禀消相干作
用的影响, 是一个与初态参量有关的函数, 而且
只要系统初态为纠缠态, 其编码容量就优于任何
经典方式的编码容量. 另一方面, 当∆ ̸= 0时, 从
图 1 (b)和图 1 (c)可看出, χ1随着∆和 t的变化出

现振幅涨落; 在∆确定的情况下, 最佳传输容量χ1

在短时间内从初始值迅速上升至峰值, 然后呈现振
幅衰减的振荡, 并最终趋于稳定. 因此, 通过调节
各向异性∆值和选择适当的相互作用时间可获得

较大的密集编码传输容量.
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∆
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χ
 1.5

1.0
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χ


图 1 (网刊彩色) 最佳编码容量 χ1随各向异性∆ 和时间 t的变化 (J = 1, γ = 0.1) (a) a = b =
√
2/2;

(b) a =
√
3/2, b = 1/2; (c) a = 1, b = 0

Fig. 1. (color online) Optimal coding capacity χ1 as a function of anisotropic coupling parameter ∆ and
time t with J = 1 and γ = 0.1 for different initial states: (a) a = b =

√
2/2; (b) a =

√
3/2, b = 1/2; (c) a = 1,

b = 0.
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2) 假设系统的初态处于 |ψ2(0)⟩ = c |01⟩ +
d |10⟩的形式, 其中 c和d为实数且 c2 + d2 = 1, 则
系统随时间演化的密度矩阵可写为

ρ2(t) = µ+ |01⟩ ⟨01|+ ς |01⟩ ⟨10|+ ς∗ |10⟩ ⟨01|

+ µ− |10⟩ ⟨10| , (15)

其中,

µ± =
1

2
{1± exp(−γδ2t/2)[(c2 − d2) cos(δt)

− 2cd sinω sin(δt)]},

ς =
exp(−iω)

2
{2cd cosω + i exp(−γδ2t/2)

× [(c2 − d2) sin(δt)

+ 2cd sinω cos(δt)]}. (16)

类似于 1)的方法, 利用 ρ2(t)作为QDC的量子信
道, 系统所有信息的平均态为

ρ̄∗2 =
1

4

3∑
i=0

[(Ui)1 ⊗ I2]ρ2(t)[(U
+
i )1 ⊗ I2]

=
1

4
{1 + exp(−γδ2t/2)[(c2 − d2) cos(δt)

− 2cd sinω sin(δt)]} × (|11⟩ ⟨11|+ |01⟩ ⟨01|)

+
1

4
{1− exp(−γδ2t/2)[(c2 − d2) cos(δt)

− 2cd sinω sin(δt)]}

× (|10⟩ ⟨10|+ |00⟩ ⟨00|). (17)

这种情况下, 密集编码的最佳传输容量可表示为

χ2 = S(ρ̄∗2)− S(ρ2)

=

(
1

2
+

1

2
{4c2d2 cos2 ω + exp(−γδ2t)

× [(c2 − d2)2 + 4c2d2 sin2 ω]}1/2
)

× log2
(
1

2
+

1

2
{4c2d2 cos2 ω + exp(−γδ2t)

× [(c2 − d2)2 + 4c2d2 sin2 ω]}1/2
)

+

(
1

2
− 1

2
{4c2d2 cos2 ω + exp(−γδ2t)

× [(c2 − d2)2 + 4c2d2 sin2 ω]}1/2
)

× log2
(
1

2
− 1

2
{4c2d2 cos2 ω + exp(−γδ2t)

× [(c2 − d2)2 + 4c2d2 sin2 ω]}1/2
)

−
{
1

2
− 1

2
exp

(
− γδ2

2
t

)
[(c2 − d2) cos(δt)

− 2cd sinω sin(δt)]
}

× log2
{
1

4
− 1

4
exp

(
− γδ2

2
t

)
× [(c2 − d2) cos(δt)− 2cd sinω sin(δt)]

}
−
{
1

2
+

1

2
exp

(
− γδ2

2
t

)
× [(c2 − d2) cos(δt)− 2cd sinω sin(δt)]

}
× log2

{
1

4
+

1

4
exp

(
− γδ2

2
t

)
× [(c2 − d2) cos(δt)

− 2cd sinω sin(δt)]
}
. (18)

由 (18)式可知, χ2是与 c, d, ω, δ, γ和 t有关的函数,
而与系统XY 平面内的各向异性∆无关. 图 2给
出了不同 c和d取值下, χ2与沿 z方向DM相互作
用分量Dz和时间 t的关系. 从图 2 (a)可知, 当系
统初始处于 |01⟩形式的可分态时, 虽然系统的最
初纠缠度为零, 但χ2 > 1, 表明无纠缠初态系统
的密集编码传输容量仍然优于经典通信的极限

传输容量 [12,13]. 从图 2 (b)可知, 当初态处于最大
纠缠且Dz = 0时, χ2 = 2, 而当引入DM相互作
用后, χ2开始随时间 t发生衰减, 并在长时间极
限下趋于稳定. 图 2 (c)与图 2 (b)变化趋势相似,
在Dz = 0 时, χ2随时间振荡; 当Dz增大时, χ2

的振荡幅度逐渐减小, 在长时间极限下χ2趋于稳

定. 值得注意的是, 从图 2 (c)可发现, 在Dz较小

情况下, 存在某些χ2的值大于其在Dz = 0时的值.
为清楚起见, 图 2 (d)给出了 3个Dz取值下图 2 (c)
的二维图. 显然, 对于同一时间χ2在Dz = 0.25

的值可大于其在Dz = 0时的值, 但随Dz继续增

大, 该现象消失. 通过更多的数值计算表明, 对于
|ψ2(0)⟩ = c |01⟩+ d |10⟩这种形式的非最大纠缠态,
较弱的DM相互作用可增加系统的密集编码传输
容量, 只是χ2极大值出现的时间范围不同. 因此可
选择适当的DM相互作用和合适的传输时间达到
最佳的密集编码效果.

图 3给出了不同初态下密集编码的最佳传输
容量在内禀消相干影响下的时间演化曲线. 可
以看出, 当初态形式为 |ψ1(0)⟩ = a |00⟩ + b |11⟩时
(图 3 (a)), 在系数a, b和各向异性参量∆给定的情

况下, 不论消相干因子γ多大, 最佳密集编码容量
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图 2 (网刊彩色) 最佳编码容量 χ2随沿 z方向的DM相互作用分量Dz 和时间 t的变化 (J = 1, γ = 0.1)
(a) c = 1, d = 0; (b) c = d =

√
2/2; (c) c =

√
3/2, d = 1/2; (d) 图 (c)在给定Dz时的二维图

Fig. 2. (color online) Optimal coding capacity χ2 versus z-component parameter of DM interaction Dz and
time t with J = 1 and γ = 0.1 for different initial states: (a) c = 1, d = 0; (b) c = d =

√
2/2; (c) c =

√
3/2,

d = 1/2; (d) the given two-dimensional figure of panel (c).
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图 3 (网刊彩色) 不同退相干因子下, 最佳编码容量随时

间 t的演化曲线 (a) 初态为 |ψ1(0)⟩ =
√
3

2
|00⟩+

1

2
|11⟩

(J = 1, ∆ = 0.7); (b) 初态为 |ψ2(0)⟩ =

√
3

2
|01⟩ +

1

2
|10⟩ (J = 1, Dz = 1)

Fig. 3. (color online) Optimal coding capacity as a
function of time t for different intrinsic decoherence
rates. (a) The initial state is |ψ1(0)⟩ =

√
3

2
|00⟩ +

1

2
|11⟩ with J = 1 and ∆ = 0.7; (b) the initial state is

|ψ2(0)⟩ =
√
3

2
|01⟩+

1

2
|10⟩ with J = 1 and Dz = 1.

χ1在长时间极限下都将达到相同的稳定值. 类似
地,当初态形式为 |ψ2(0)⟩ = c |01⟩+d |10⟩(图 3 (b)),
在系数 c, d和Dz确定的情况下, χ2随时间的增加

也将达到相同的稳定值. 因此, 对于这两种形式的
初态, 系统的最佳编码容量随时间逐渐振荡并最终
达到各自的稳定值, 相应的稳定值与内禀消相干因
子γ的大小无关; 且γ越小, 振荡的次数越多, 最佳
编码容量衰减到稳定值所需的时间越长.

3.2 基 于 施 加y方 向DM相 互 作 用 的
Heisenberg模型的最佳编码容量

下面研究采用施加 y方向DM相互作用的
Heisenberg自旋系统在两种不同类型初态时的
QDC的最佳传输容量.

1) 假设系统初态形式为 |ψ′
1(0)⟩ = a′ |00⟩ +

b′ |11⟩, 其中a′和 b′为实数且a′2 + b′2 = 1, 把 (4)
和 (5)式代入 (9)式可得系统随时间演化的密度
矩阵为
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ρ′1(t) =


ω+ β+ −β+ Ω

β∗
+ Λ −Λ β−

−β∗
+ −Λ Λ −β−

Ω∗ β∗
− −β∗

− ω−

 , (19)

式中,

ω± =
(a′ − b′)2

4
± a′2 − b′2

4
(1− cosω′) cos(ν+t)

× exp
(
−
γν2+
2
t

)
± a′2 − b′2

4
(1 + cosω′)

× cos(ν−t) exp
(
−
γν2−
2
t

)
+

(a′ + b′)2

8
(1 + cos2 ω′)

+
(a′ + b′)2

8
sin2 ω′ cos(δ′t) exp

(
− γδ′2

2
t

)
,

β± = ± a′2 − b′2

8
sinω′

[
exp

(
−
γν2+
2
t∓ iν+t

)
− exp

(
−
γν2−
2
t∓ iν−t

)]
− (a′ + b′)2

8
sinω′ cosω′ +

(a′ + b′)2

8

× sinω′
[
cosω′ cos(δ′t)∓ i sin(δ′t)

]
× exp

(
− γδ′2

2
t

)
,

Ω = − (a′ − b′)2

4
− i(a′2 − b′2)

4
(1− cosω′)

× sin(ν+t) exp
(
−
γν2+
2
t

)
− i(a′2 − b′2)

4
(1 + cosω′) sin(ν−t)

× exp
(
−
γν2−
2
t

)
+

(a′ + b′)2

8
(1 + cos2 ω′)

+
(a′ + b′)2

8
sin2 ω′ cos(δ′t) exp

(
− γδ′2

2
t

)
,

Λ =
(a′ + b′)2

8
sin2 ω′ − (a′ + b′)2

8
sin2 ω′ cos(δ′t)

× exp
(
− γδ′2

2
t

)
, (20)

其中 ν± =

(
Jy +

∆′

2
± δ′

2

)
, *表示复共轭. 由 (20)

式可知, ρ′1(t)是既依赖于沿 y方向的DM相互作用
分量Dy又依赖于系统的各向异性∆′的函数, 这不
同于 3.1节所描述的ρ1(t)和ρ2(t)仅与DM相互作
用的 z分量Dz 或各向异性∆有关. 为简单起见,
假设a′ = b′ =

√
2/2, 此时密集编码的最佳传输

容量为

χ′
1 = −

1 + sinω′ sin(δ′t) exp
(
− γδ′2

2
t

)
2

× log2
1 + sinω′ sin(δ′t) exp

(
− γδ′2

2
t

)
4

−
1− sinω′ sin(δ′t) exp

(
− γδ′2

2
t

)
2

× log2
1− sinω′ sin(δ′t) exp

(
− γδ′2

2
t

)
4

+
1 +

√
cos2 ω′ + sin2 ω′ exp(−γδ′2t)

2

× log2
1 +

√
cos2 ω′ + sin2 ω′ exp(−γδ′2t)

2

+
1−

√
cos2 ω′ + sin2 ω′ exp(−γδ′2t)

2

× log2
1−

√
cos2 ω′ + sin2 ω′ exp(−γδ′2t)

2
.

(21)

从 (21)式可看出, 在系统初态为最大纠缠的情形
下, χ′

1与系统的各向异性∆′无关. 图 4给出了初

态为 |ψ′
1(0)⟩ =

√
2

2
(|00⟩ + |11⟩)时, 密集编码的最

佳传输容量χ′
1随Dy和 t的变化. 从图 4可看出, 当

Dy = 0或 t = 0时, χ′
1恒为 2, 这也可从 (21)式加

以验证; 而且当存在Dy相互作用时, 随时间演化的

0
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4

6
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1.4

1.6

1.8

2.0

t
Dy

χ
∋

图 4 (网刊彩色) 最佳编码容量 χ′
1随沿 y方向的DM相

互作用分量Dy和时间 t的变化关系 (J ′ = 1, γ = 0.1)
Fig. 4. (color online) Optimal coding capacity χ′

1 ver-
sus y-component parameter of DM interaction Dy and
time t with J ′ = 1 and γ = 0.1.
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χ′
1将从最大值 2开始做振幅逐渐减小的振荡直至
趋于稳定. 观察发现, 图 4的变化趋势与图 2 (b)极
相似.

2) 假设系统的初态形式为 |ψ′
2(0)⟩ = c′ |01⟩ +

d′ |10⟩, 其中 c′和d′为实数且 c′2 + d′2 = 1, 同样可
求得系统随时间演化的密度矩阵为

ρ′2(t) =


Γ ξ+ ξ− Γ

ξ∗+ τ+ υ ξ∗+

ξ∗− υ∗ τ− ξ∗−

Γ ξ+ ξ− Γ

 , (22)

式中,

Γ =
(c′ − d′)2

8
sin2 ω′ − (c′ − d′)2

8
sin2 ω′ cos(δ′t)

× exp
(
− γδ′2

2
t

)
,

ξ± =
c′2 − d′2

8
sinω′

[
exp

(
−
γκ2+
2
t+ iκ+t

)
− exp

(
−
γκ2−
2
t+ iκ−t

)]
± (c′ − d′)2

8
sin′ ω′ cosω′ ± (c′ − d′)2

8
sinω′

× [i sin(δ′t)− cosω′ cos(δ′t)],

τ± =
(c′ + d′)2

4
± c′2 − d′2

4
(1 + cosω′) cos(κ+t)

× exp
(
−
γκ2+
2
t

)
± c′2 − d′2

4
(1− cosω′)

× cos(κ−t) exp
(
−
γκ2−
2
t

)
+

(c′ − d′)2

8
(1 + cos2 ω′)

+
(c′ − d′)2

8
sin2 ω′ cos(δ′t) exp

(
− γδ′2

2
t

)
,

υ =
(c′ + d′)2

4
+

i(c′2 − d′2)

4
(1 + cosω′) sin(κ+t)

× exp
(
−
γκ2+
2
t

)
+

i(c′2 − d′2)

4
(1− cosω′)

× sin(κ−t) exp
(
−
γκ2−
2
t

)
− (c′ − d′)2

8
(1 + cos2 ω′)

− (c′ − d′)2

8
sin2 ω′ cos(δ′t)

× exp
(
− γδ′2

2
t

)
, (23)

其中κ± =

(
Jy − ∆′

2
± δ′

2

)
. 从 (23)式可知, ρ′1(t)

也是既与沿 y方向的DM相互作用分量Dy又与各

向异性∆′有关的函数. 考虑系统初态为最大纠缠
态的情形, 即 c′ = d′ =

√
2/2, 此时密集编码的最佳

传输容量χ′
2恒为 2, 达到基于两量子比特Heisen-

berg模型实施QDC的传输容量的最大值, 不受沿
y方向的DM相互作用分量、内禀消相干以及各向
异性的影响. 这与施加 z方向的DM相互作用初态

为 |ψ1(0)⟩ =
√
2

2
(|00⟩+ |11⟩)的情形类似.

下面我们讨论内禀消相干对QDC的传输
容量的影响. 图 5给出了系统初态为 |ψ′

1(0)⟩ =√
2

2
(|00⟩ + |11⟩)时, 引入 y方向DM相互作用的

Heisenberg系统执行密集编码的最佳传输容量随
消相干因子和时间的变化. 从图 5可见, 当γ值很

小时, χ′
1随时间做振幅逐渐减小的周期性振荡, 经

过较长时间后将衰减为稳定值, 而当γ值逐渐增大

时, χ′
1的振幅减小、振荡次数减少, 其衰减到稳定

值的时间变短. 这种现象与施加Dz分量的DM相
互作用情形相似, 只是衰减后的稳定值不同. 尽管
整体上内禀消相干作用抑制了系统的密集编码的

最佳传输容量, 但长时间极限下的稳定值都比1大,
仍优于经典通信的极限传输容量 [12,13,15].
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6

图 5 (网刊彩色) 最佳编码容量 χ′
1随消相干因子 γ和时

间 t的变化 (J ′ = 1, Dy = 1)
Fig. 5. (color online) Optimal coding capacity χ′

1 ver-
sus intrinsic decoherence rate γ and time t with J ′ = 1

and Dy = 1.

此外, 我们还解析和数值计算了基于施加x

方向DM相互作用的两量子比特Heisenberg XY Z
系统的密集编码的最佳传输容量, 结果表明即使
在内禀消相干影响下, 当系统初态处于 |ψ′′

1 (0)⟩ =√
2

2
(|00⟩ + |11⟩)和 |ψ′′

2 (0)⟩ =
√
2

2
(|01⟩ + |10⟩)时分

别对应的最佳传输容量χ′′
1 和χ′′

2均恒为 2, 即达到
两量子比特密集编码传输容量的理想值.
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4 结 论

本文研究了内禀消相干影响下基于两量子比

特Heisenberg XY Z自旋系统的QDC, 讨论了不同
方向的DM相互作用、系统不同初态、各向异性及
消相干因子对最佳编码容量的影响. 研究表明: 不
同类型的初态下影响QDC传输容量的因素不尽相
同. 在Heisenberg自旋链受到沿 z方向的DM相互
作用下, 当初态形式为 |ψ1(0)⟩ = a |00⟩ + b |11⟩时,
密集编码最佳传输容量依赖于自旋链系统的各向

异性∆, 而与沿 z方向的DM相互作用分量Dz无

关. 因此通过调节各向异性值和选择恰当的时间可
以获得较好的密集编码效果; 特别是当初态为最大
纠缠态 (a = b =

√
2/2)时, 密集编码的最佳传输容

量将保持在理想极大值 2, 说明此情形下的密集编
码可有效抵御内禀消相干的影响, 这有助于构造合
适的密集编码物理实现方案. 另一方面, 当初态形
式为 |ψ2(0)⟩ = c |01⟩ + d |10⟩时, 密集编码的传输
容量与参数Dz有关, 而与各向异性∆无关. 有趣
的是: 在系统处于这种形式的非最大纠缠初态时,
较小的DM相互作用Dz可达到提高密集编码传输

容量的效果. 值得提及的是, 我们还讨论了施加 y

方向和x方向的DM相互作用、不同初态对密集编
码最佳传输容量的影响. 结果表明, 不论系统初始
处于哪种类型的最大纠缠态, 采用沿x方向DM相
互作用的两量子比特Heisenberg模型的密集编码
的传输容量在内禀消相干影响下总保持在理想的

传输容量值 2. 此外, 在非最大纠缠初态和内禀消
相干条件下, 系统密集编码的最佳传输容量随时间
做振幅减小的周期性振荡, 长时间极限下将趋于大
于1的稳定值, 仍优于经典通信的传输容量.
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Abstract
By solving the Milburn equation, we investigate the properties of optimal channel capacity for the quantum dense

coding via a two-qubit Heisenberg spin system with Dzyaloshinskii-Moriya (DM) interaction in the presence of intrinsic
decoherence. The influences of different DM interactions, different initial states, anisotropic coupling parameters, and
intrinsic decoherence on optimal coding capacity are analyzed in detail. It is found that the initial state of the system
affects optimal coding capacity greatly, whose dependent parameters are not identical for different types of initial states.
When the system is initially in the form of the nonmaximally entangled state c |01⟩ + d |10⟩, a weak z-component DM
interaction can enhance the value of optimal coding capacity as compared with the value without DM interaction, and
the phase decoherence effect can suppress the oscillation of optimal coding capacity and make the capacity decrease to
a stable value for the long-time evolution. It is also found that under the influence of intrinsic decoherence, the optimal
transmission capacity of dense coding can keep an ideal maximal value of 2 by choosing the proper initial maximally
entangled state. Moreover, no matter from which direction the DM interaction is introduced, the optimal coding capacity
via the two-qubit Heisenberg spin system is always larger than the transmission capacity of any classical communication.

Keywords: Heisenberg model, Dzyaloshinskii-Moriya interaction, intrinsic decoherence, optimal coding
capacity
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