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随机激励下双稳态压电俘能系统的相干共振及

实验验证∗

蓝春波 秦卫阳† 李海涛

(西北工业大学工程力学系, 西安 710072)

( 2014年 10月 9日收到; 2014年 11月 27日收到修改稿 )

随着压电晶体材料的迅速发展, 基于压电效应的能量采集系统是俘获环境中的宽带随机振动能量的一种
有效途径. 研究了有限宽带随机激励作用下, 磁斥力双稳态压电俘能系统的相干共振俘能机理, 并进行了实
验验证. 运用Euler-Maruyama方法求解了随机非线性压电振动耦合方程, 比较分析了相干共振发生前后系
统的动力学特性和俘能效率, 然后基于Kramers逃逸速率解释了相干共振. 最后的随机振动实验结果验证了
双稳态压电俘能系统的相干共振俘能机理. 并且观察到: 当相干共振发生时, 系统会在两个势能阱之间剧烈
运动, 此时宽带随机振动能量会被转化为大幅值窄带低频振动响应, 从而极大地提高了宽带随机振动能量的
俘获效率.

关键词: 双稳态系统, 能量俘获, 相干共振, 随机振动
PACS: 05.45.–a, 77.65.–j DOI: 10.7498/aps.64.080503

1 引 言

宽带随机振动能量广泛存在于人们的日常生

活和生产实际中, 环境中的这种振动能量通常表现
出频带很宽、能量较弱的特点. 伴随着微电子行业
的迅速发展, 对环境中广泛存在的这类宽带随机振
动能量的研究越来越多. 近些年的研究 [1]表明: 利
用压电片的压电效应是俘获环境中的宽带随机振

动能量的一种有效途径. 而在压电俘能领域, 常用
的俘能结构可以分为线性系统和非线性系统. 其
中非线性系统因其响应带宽更宽, 并且存在大幅运
动, 受到越来越多的重视. Erturk等 [2]研究了磁吸

力双稳态压电俘能器在简谐激励作用下的运动特

性, 观察到了大幅周期运动, 通过比较线性悬臂梁
的俘能效率, 发现双稳态压电俘能系统的大幅周期
运动的俘能效率远远高于线性系统的周期运动的

俘能效率. Cottone等 [3]研究了磁斥力双稳态系统

在宽带随机噪声下的俘能特性, 结果发现, 对于某

一确定的激励强度, 存在一个最佳的磁间距使得系
统的宽带俘能效率最强. 进一步的研究结果 [4−7]

表明, 该磁斥力双稳态模型可以简化为Duffing软
弹簧振子. 而后, 基于Duffing软弹簧振子, 出现了
很多新的压电俘能结构, 如磁吸力模型 [8], 两端受
压梁 [9]以及尖端带质量竖直梁 [10]等. 对于双稳态
系统, 人们很早就发现了随机共振现象. McInnes
等 [11]的研究结果表明, 随机共振是一种能够明显
提高俘能效率的有效途径. 文献 [12, 13]对双稳态
压电俘能系统的随机共振现象进行了实验研究, 实
验结果验证了随机共振的有效性. 然而, 随机共振
出现的三大必要条件之一就是需要一个微弱的简

谐信号, 而这一点在环境振动能量中通常并不是一
定存在的. 与此同时, Litak等 [14]通过仿真计算发

现, 双稳态压电俘能系统在随机激励下存在一个临
界强度, 当激励强度大于该临界值时, 系统的俘能
效率将大幅增加. 而后, 文献 [15, 16]利用等效线性
化法求解得到了这一临界值, 仿真计算结果验证了
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该方法的有效性.
事实上, 当双稳态系统仅仅受到随机激励作用

时, 在一定条件下会出现相干共振现象. Cyrill [17]

在含有快变和慢变参数的可激发系统中, 发现在小
幅噪声激励下, 可以出现相干共振现象, 又称自诱
发随机共振. Pikovsky和Kurths [18]在带有延迟反

馈的半导体激光研究中, 在Hopf分岔点附近, 发现
了由于随机激励作用而产生的相干共振. 在双稳
态压电俘能系统宽带随机俘能特性的研究中, 文
献 [14—16]通过仿真分析得到了临界强度. 然而,
当系统处于该临界强度时, 并没有发生完全意义上
的相干共振, 并且缺乏对双稳态压电俘能系统的相
干共振俘能机理和实验的研究.

基于此, 本文研究了双稳态压电俘能系统在宽
带随机激励下的相干共振俘能机理, 分析了相干共
振阈值前后系统的动力学特性及俘能特性. 运用
Kramers逃逸速率解释了相干共振阈值. 最后通过
磁斥力双稳态压电俘能系统的振动实验, 观察得到
了系统相干共振阈值和相干共振现象, 进一步分析
了相干共振俘能特性和能量转换机理.

2 双稳态压电俘能系统的动力学模型

压电俘能系统的基本原理是通过将压电片固

定在振动系统表面, 然后利用振动系统在环境激励
作用下所产生的大幅振动, 使得压电片产生变形,
最后利用压电片的压电效应产生电荷, 通过外载电
路实现能量的采集. 双稳态压电俘能系统是由双稳
态振子、压电片和外载电路共同组成的. 最为经典
的双稳态振子就是Duffing软弹簧振子, 其物理模
型非常广泛, 例如磁斥力悬臂梁、磁吸力悬臂梁以
及两端固支的轴向受压梁等. 本文主要研究了磁
斥力悬臂梁, 该模型主要由悬臂梁、两个相斥的磁
铁、外载电路以及压电薄膜组成 (图 1 ). 对于该振
动 -压电耦合系统, 需要同时考虑系统的动力学特
性和压电效应. 根据牛顿定律和基尔霍夫定律, 该
振动 -压电耦合系统的无量纲方程为

ẍ+ 2ξẋ− (1− αx2)x+ γv = f(t),

v̇ + λv − βẋ = 0, (1)

其中, α, β, γ, λ为常系数; f(t)为外部激励; ξ 为

黏滞阻尼比; x为无量纲位移; v为无量纲电压. 当
α > 0时, 系统为双稳态系统.

系统的势能函数为

U(x) = −1

2
x2 +

1

4
αx4. (2)

图 2为不同参数条件下系统势能的变化规律.
由图 2可知, 当α > 0.5 时, α越大, 系统的势能阱
越深, 两个稳定的平衡点离零点越远. 从势能函数
的双稳态特性可知, 系统有可能在单个势能阱中运
动, 也有可能从单个势能阱中跳跃到另一个势能阱
中. 对比这两种运动的幅值可知, 在两个稳定平衡
点之间跳跃时系统的响应幅值更大, 此时压电片的
变形更大, 因此这类跳跃运动产生的电荷更多, 输
出的电能更强.

NS

NS

NS

SN

图 1 磁斥力双稳态压电俘能系统模型

Fig. 1. The bistable piezoelectric energy harvester
with magnetic repulsive force.
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图 2 (网刊彩色)系统势能随参数α的变化

Fig. 2. (color online) The change law between α and
the system’s potential shape.

3 相干共振俘能特性

为了研究双稳态压电俘能系统的压电俘能特

性, 首先通过数值仿真分析相干共振俘能特性, 然
后运用双稳态系统中著名的Kramers逃逸速率, 解
释了相干共振阈值现象.

令 ξ = 0.01, α = 0.5, γ = 0.05, λ = 0.05,
β = 0.5, 运用Euler-Maruyama方法求解随机非线
性动力学方程, 仿真计算系统在不同强度随机激
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励下的动态响应. 对于Duffing软弹簧双稳态压电
俘能系统, 当随机激励强度不同时, 系统的动态响
应特性是不同的. 图 3为随机激励标准差σf不同

时,系统响应的标准差的变化规律. 从图 3 (a)可知,
当σf < 0.4时, 位移响应的标准差与随机激励标

准差的比值很小. 图 4 (a)和图 4 (b)为σf = 0.3时,
系统响应的时域图和相图, 可以看出, 此时系统的
运动只存在于单个势能阱中, 因此系统响应很小.
当σf略大于 0.4时, 位移响应的标准差与随机激励
标准差的比值开始急剧变大. 图 4 (c)和图 4 (d) 为

0.5 1.0 1.5 2.0
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

δf

δ
x
/
δ
f

δf

0 0.5 1.0 1.5 2.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8
(a) (b)

图 3 系统响应随标准差的变化 (a)位移标准差和激励标准差之比; (b) 平均输出功率
Fig. 3. The change law between the system’s response and the excitation’s standard deviation: (a) the ratio of the
displacement’s standard deviation to the excitation’s standard deviation; (b) the average output power.
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图 4 系统响应随激励标准差的变化. σf = 0.3 时, 系统响应的 (a)时域图和 (b)相图; σf = 0.5时, 系统响应的
(c)时域图和 (d)相图; σf = 1.0时, 系统响应的 (e)时域图和 (f)相图
Fig. 4. The system’s response versus different excitation’s standard deviations when σf = 0.3, (a) the time
history of the system’s displacement and (b) its phase diagram; when σf = 0.5, (c) the time history of
the system’s displacement and (d) its phase diagram; when σf = 1.0, (e) the time history of the system’s
displacement and (f) its phase diagram.
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σf = 0.5 时, 系统响应的时域图和相图. 从图 4 (c)
和图 4 (d)可知, 此时系统的运动开始从一个势能
阱随机跳跃到另一个势能阱中, 由于当系统在两个
势能阱之间运动时系统的响应明显高于在单个势

能阱内运动时的响应, 因此系统响应的标准差与
激励标准差的比值会迅速增加. 随着随机激励强
度继续增强, 从系统响应的时域图 (图 4 (e))和相图
(图 4 (f))可知, 系统在两个势能阱之间的跳跃更加
频繁, 系统响应标准差将继续增加. 由此可知, 双
稳态压电俘能系统在宽带随机激励作用下, 存在一
个临界值, 当激励强度小于此临界值时, 系统的运
动会被局限于单势能阱内, 而随机强度大于此临
界值时, 系统的响应将会出现两个势能阱之间的
随机跳跃现象. 并且随着随机强度的继续增加, 系
统发生跳跃的概率越来越大. 图 5给出了三种不
同随机强度下系统响应的频域特征. 从图 5可以
发现, 当σf = 0.3 时, 系统的响应主要集中于 0.22,
当σf = 0.5 时, 系统响应的低频分量明显增强; 而
当σf = 1.0 时, 系统的低频分量 (0—0.02)的幅值
将会超过 0.22分量的幅值. 也就是说, 当σf = 1.0

时, 双稳态系统将宽带随机振动能量集中为低频窄
带大幅值振动响应, 这种宽带随机振动能量通过非
线性系统转化为窄带大幅值振动能量的现象被称

为相干共振. 因此, 当系统在两个势能阱之间剧烈
运动时, 出现了相干共振现象. 对于双稳态系统而
言, 系统从单一势能阱运动变为双势能阱运动时的
随机激励临界强度, 被称为相干共振阈值. 虽然当
随机强度略大于相干共振阈值时, 系统的响应依然
主要集中于系统的固有频率附近, 然而此时已经有
一小部分能量被系统集中于窄带低频附近. 并且,
当随机强度小于和大于相干共振阈值时, 系统的运
动状态是完全不同的. 因此, 相干共振阈值也是随
机激励下非线性系统的响应特征发生根本变化的

临界值. 根据不同激励条件下系统的平均输出功率
(图 3 (b))可知, 当随机激励标准差低于相干共振阈
值时, 压电片的输出功率较低, 增幅缓慢; 而当激
励标准差高于相干共振阈值后, 系统输出功率的增
幅变快; 随着随机标准差的继续增加, 系统的输出
功率将大幅增加. 比较图 3 (a)和图 3 (b)可以发现,
输出功率的增速发生本质改变时的临界随机强度

与相干共振阈值之间存在一定的滞后现象. 出现这
种现象的原因是, 当系统的运动状态由单阱运动变
为双阱运动时, 对于响应标准差而言, 虽然跳跃的
次数很少, 但是由于跳跃的出现, 响应的均值却发

生了很大的改变, 这使得响应的标准差大幅增加;
而对于输出功率而言, 由于跳跃的次数很少, 压电
片的输出电压只在跳跃的时刻出现较大幅值, 输出
电压总体上的变化还是很小的, 所以虽然此时出现
了相干共振阈值, 但是输出功率并不高. 然而随着
随机激励标准差的继续增加, 双阱运动出现的次数
越来越多, 系统开始出现相干共振时, 输出电压总
体上会出现大幅增加, 所以当相干共振出现时, 系
统的俘能效率才会极大地增强.
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图 5 (网刊彩色)系统响应的频域随激励标准差的变化
Fig. 5. (color online) The frequency domain of the sys-
tem’s displacement response with different standard
deviations σf .

事实上, 对于具有对称势能阱的双稳态系统而
言, 相干共振的本质为随机共振的一类特殊情况.
根据双稳态系统的随机共振与相干共振的相关性

研究可知, 这两类共振现象的出现主要依赖于双势
能阱的特性. 当随机强度较弱时, 系统的响应会被
局限于单个势能阱中, 而当随机强度较强时, 系统
就有较大的概率从一个势能阱中逃逸到另一个势

能阱中, 从而产生大幅值振动. 这类由随机噪声引
起的从一个势能阱跳跃到另一个势能阱的现象, 可
以用噪声引起逃离势能阱的速率进行描述. 对于双
稳态系统而言, 这一逃离势能阱的速率就是著名的
Kramers逃逸速率 [13]:

rK =
ωsωu
4πξ

exp
(
− ∆U

D

)
. (3)

其中, ωs =
√
U ′′(xs), ωu =

√
U ′′(xu)分别为在稳

定平衡点和不稳定平衡点处的振动角频率; D为

Gauss白噪声激励的强度; ∆U为势能垒与势能

阱差的绝对值. Duffing类双稳压电俘能系统的
Kramers逃逸速率:

rK =
1

2
√
2πξ

exp
(
− 1

4αD

)
. (4)
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现在, 考虑不同参数条件下, 双稳态系统的
Kramers逃逸速率 rK的变化规律 (图 6 ). 可知对
于每一组参数而言, 都存在一个临界的随机强度,
当激励强度小于该临界强度时, Kramers 逃逸速
率很小, 趋于零. 这意味着在随机强度小于临界
强度时, 系统从一个势能阱跳跃到另一个势能阱
的概率非常低. 而当随机强度大于该临界强度时,
Kramers逃逸速率开始迅速增加, 这意味着系统在
随机噪声驱动下, 出现双阱之间跃迁运动的概率越
来越大. 而系统在随机噪声驱动下出现的双阱之
间的跃迁运动对应的就是相干共振现象. Kramers
逃逸速率的这一特性, 很好地解释了相干共振阈值
现象.

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲
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0.3

0.4

0.5

D

r
K

α=1.0

α=2.5

α=4.5

D1

D2

D3

图 6 (网刊彩色) Kramers逃逸率随激励强度D的变化

(ξ = 0.15)
Fig. 6. (color online) The change law between the ex-
citation intensity and Kramers rate (ξ = 0.15).

4 相干共振俘能实验

为了验证Duffing软弹簧双稳态压电俘能系统
的相干共振俘能特性, 现以磁斥力双稳态压电俘能
系统为研究对象, 研究该系统在宽带随机激励作用
下的动力学特性及相干共振俘能机理. 图 7为随机
实验中的磁斥力双稳态压电俘能装置. 该实验主
要由实验夹具、N48磁铁、振动台、悬臂梁、压电薄
膜 (PVDF)、应变片、外载电路、示波器以及动态应
变仪 (DH5922)组成. 实验中, 通过振动控制系统
控制振动台台面的载荷大小和频率, 通过测量梁根
部的动态应变确定系统的响应特性, 同时利用示波
器采集压电片的输出电压信号. 实验中, 梁的长度
L = 138 mm, 宽度 b = 16 mm, 厚度h = 0.61 mm,
弹性模量E = 2.06 GPa, 泊松比µ = 0.3, 压电
片的长度Lc = 50 mm, 宽度 bc = 8 mm, 厚度
hc = 30 µm, 压电常数为 (21 ± 1) pC/N, 电容
C = 1300 pf± 100 pf, 磁铁质量m0 = 20 g, 磁场强
度M = 46× 106 A/m.

在随机振动实验中, 振动台的基础激励的频带
为 12—200 Hz, 随机激励标准差由小到大分别为
0.003, 0.005, 0.007, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 动
态应变仪的采样频率 f s = 1000 Hz. 每组随机实验
的时间T = 200 s.

图 7 磁斥力双稳压电俘能装置

Fig. 7. The bistable piezoelectric energy harvester
with magnetic repulsive force used in the experiments.

图 8为当随机激励标准差取不同值时系统的
动态响应的变化. 由图 8 (a)可知, 当σf = 0.005

时, 梁的运动只是围绕着单个平衡位置运动, 并
不能穿过势能垒到达另一个稳定的平衡位置. 当
σf = 0.007时 (图 8 (b)), 梁分别在 t = 66.82, 67.19,
68.42, 74.45, 194.27, 194.57 s处, 从一个势能阱
跳跃到了另一个势能阱中. 而当σf = 0.03时

(图 8 (c)), 梁在两个势能阱之间的跳跃变得非常
频繁, 随着随机激励继续增强, 当σf = 0.05时

(图 8 (d)), 双势能阱之间的运动已经成为梁最主要
的运动状态. 结合相应的频域图 (图 11 )可知, 当
σf = 0.005时, 系统响应的主要分量位于梁的一阶
固有频率 (17.4 Hz)附近. 而当σf = 0.007时, 由于
梁开始出现双势能阱之间的随机跳跃运动, 这一运
动特性使得梁的响应中开始出现低频分量, 虽然这
些分量很弱. 比较单阱和双阱中的运动可以发现,
由于双阱运动的幅值更大, 完成一次跳跃的时间更
长, 所以双阱运动的频率往往很低, 并且频带很窄.
当σf = 0.03时, 梁的响应中出现了大量的跳跃现
象, 这就使得响应中的低频分量进一步增强, 其中,
对于频带 f = 0—1 Hz的幅值已经超过了固有频率
的分量. 当σf = 0.05时, 从频域中可以明显看出,
低频分量的幅值已经明显高于固有频率分量. 此
时, 原基础激励的宽带随机振动能量已经转化为大
幅值低频窄带振动能量, 由此可知, 此时系统出现
了相干共振.
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图 8 不同随机激励标准差时系统的动态应变响应 (a) σf = 0.005; (b) σf = 0.007; (c) σf = 0.03; (d) σf = 0.05

Fig. 8. The system’s dynamic strains with different excitation’s standard deviations: (a) σf = 0.005;
(b) σf = 0.007; (c) σf = 0.03; (d) σf = 0.05.
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图 9 系统响应随激励标准差的变化 (a)应变标准差; (b)应变标准差和激励标准差之比
Fig. 9. The change law between the excitation standard deviation and the system’s response: (a) the
dynamic strain’s standard deviation; (b) the ratio of the strain’s standard deviation to the excitation’s
standard deviation.
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系统响应的标准差和输出能量与随机噪声标

准差之间的关系如图 9所示. 由图 9 (a)可知, 随着
激励标准差的增加, 系统响应的标准差基本上是递
增的, 并且在σf = 0.007 时, 响应的标准差增幅最
快. 由图 9 (b)可知, 当σf = 0.007时, 响应标准差
与激励标准差之比达到最大值. 此时, 梁刚好开始
出现双势能阱之间的跳跃现象. 这一点很好地验证
了仿真计算中的相干共振阈值. 通过比较不同激励
标准差条件下系统的输出功率 (图 10 )发现, 当激
励标准差小于相干共振阈值时, 系统的输出功率很
低; 当激励标准差超过相干共振阈值后, 系统的输
出功率明显增强; 并且当系统在两个势能阱中出现
更加频繁地跳跃时, 系统会出现相干共振现象, 此
时系统的输出功率将继续增强.
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图 10 系统的输出功率随激励标准差的变化

Fig. 10. The change law between the output power
and the excitation’s standard deviation.
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图 11 (网刊彩色)系统动态应变响应的频域随激励标准
差的变化

Fig. 11. (color online) The frequency domain of the
system’s dynamic strains with different excitation’s
standard deviations.

5 结 论

本文研究了宽带随机激励作用下磁斥力双稳

态压电俘能系统的宽带俘能特性, 通过仿真计算得
到了相干共振阈值. 当随机强度小于相干共振阈值
时, 系统的运动将被局限于单个势能阱中; 而当随
机强度大于相干共振阈值时, 系统将出现两个势能

阱之间的随机跳跃现象. 当随机强度继续增强时,
系统将会出现相干共振现象. 以磁斥力双稳态压电
俘能系统为例, 进行了相干共振实验研究. 实验中
观察到了相干共振阈值和相干共振现象, 实验结果
验证了仿真计算和理论分析得到的结果. 结合相干
共振俘能结果, 得到以下结论: 1) 相干共振阈值是
双稳态压电俘能系统在宽带随机激励作用下动力

学特性发生本质变化的临界值; 2) 当随机强度超过
相干共振阈值并继续增加时, 系统将会出现相干共
振现象, 此时系统的主要运动状态由单阱运动变为
双阱之间的随机跳跃; 3) 宽带随机振动能量在相
干共振的作用下会被转化为大幅值窄带低频振动

能量, 此时系统的输出功率将大幅增加; 4) 从俘能
角度上看, 当系统处于相干共振阈值状态时, 其俘
能效率并没有发生显著变化; 而当系统越过相干共
振阈值并出现相干共振时, 系统的俘能效率将显著
提高.
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Abstract
Piezoelectric effect is an effective way of harvesting energy from the environmental broadband vibration. In this

paper, we investigate the coherence resonance of a piezoelectric bistable vibration energy harvester theoretically and
experimentally. The device is comprised of a cantilever beam with magnetic repulsive force. Firstly, the electromechanical
coupled equation is derived based on the Euler-Bernoulli beam theory. Then, analyzing the potential shapes, we learn
that when the system oscillates between the two potential wells, it will produce a large voltage generally. And the beam
dynamic response under the random excitation is simulated by Euler-Maruyama method. The results of simulations
and experiments show that there is a coherence resonance threshold in the Duffing type piezoelectric bistable energy
harvester. When the standard deviation of the random excitation is less than the threshold, the motion state of the
system will be trapped in a single potential well, which results in a low average output power. And when the excitation
standard deviation is larger than the threshold, the system stochastic stability will change. The dynamic displacement
and strain clearly show that the system can exhibit large oscillation between the two potential wells. Then, Kramers
rate is used to explain the coherence resonance threshold of the bistable system under the broadband random excitation.
The experimental results show that when the coherence resonance takes place, the beam will oscillate between the two
potential wells more frequently, and the broadband vibration energy can be transformed into large amplitude narrow
band low-frequency oscillation response, which can greatly improve the harvesting effectiveness of broadband vibration
energy.
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