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Grüneisen γ通用函数及完全物态方程∗

陈俊祥† 于继东 李平 贺红亮

(中国工程物理研究院流体物理研究所, 冲击波物理与爆轰物理国防科技重点实验室, 绵阳 621999)

( 2014年 7月 27日收到; 2014年 11月 11日收到修改稿 )

在分析Grüneisen γ近似函数的适用范围和热力学 γ高压演化特性的基础上, 根据Grüneisen γ系数的

物理性质和变化特点, 利用数学分析的方法建立了Grüneisen γ通用函数 γn(v). 将 γn(v)代入热力学函数

γ(v, T ), γ(v, T )即成为全压力区连续可导的函数, 并由 γ(v, T )直接导出了等熵温度函数TS(v); 再根据等熵
温度与Hügoniot 温度的函数关系获得了Hügoniot温度方程的解析函数TH(v), 从而使Hügoniot方程成为完
全物态方程. 对几种金属做了检验, 由等温方程推算Hügoniot方程, 或者由Hügoniot方程推算等温方程, 其
结果都与实验符合得很好.

关键词: Grüneisen γ, 热力学γ, 通用函数, 完全物态方程
PACS: 64.30.Ef, 05.70.Ce DOI: 10.7498/aps.64.086401

1 引 言

Grüneisen γ系数反映材料内能变化与势能变

化的规律性, 是表征物质特性的重要参量. 正确确
定Grüneisen γ的函数关系, 对物质在高温高压条
件下的晶格比热、热膨胀、热传导和体模量等热力

学特性以及高温高压物态方程的研究, 具有重要的
科学意义和应用价值 [1−5].

目前对Grüneisen γ演化特性研究所面临的问

题, 正如Anderson [1]在 2000年所指出的那样, 还
远未得到解决, 甚至对于函数的定性规律和物理图
像都存在着较大的分歧. 吴强 [2]于 2004 年提出了
一种沿Hügoniot线研究γ高压演化特性的方法, 用
实验Hügoniot方程和Birch-Murnaghan物态方程
计算了十余种金属的γ高压演化特性, 研究结果显
示: 1) γ具有低压剧变和高压渐变的特性; 2)从剧
变到渐变存在一个临界点; 3)剧变特性适用经验公
式γt = γ0(v/v0)

t描述, 渐变特性适用 “修正的自由
体积理论公式γmfv” 描述. 吴强的研究揭示了γ 在

不同压力区的变化特性, 明确了对不同压力范围应

选用不同的γ近似函数处理物态方程的计算. 此后
对γ函数的研究至今未见有新的进展.

由于没有全压力区通用的热力学函数γ(v, T ),
致使完全物态方程计算存在着很大困难, 主要表现
在不能直接应用 p(v, T )三项式物态方程, 不得不
采用Grüneisen方程做近似计算. 为了得到通用的
热力学函数γ(v, T ), 可以通过建立全压力区连续可
导的Grüneisen γ来实现, 因为Grüneisen γ是热力

学函数γ(v, T )的基本组成部分.
鉴于Grüneisen γ函数对完全物态方程的重

要性, 本文在吴强研究的基础上, 从 γ演化特性

的数学表征出发, 建立了全压力区连续可导的
Grüneisen γ通用函数, 并将其应用于热力学函数
γ(v, T ), 初步验证其对几种金属完全物态方程的计
算是成功的.

2 对γ函数的分析

2.1 热力学γ与Grüneisen γ

热力学 γ是物质热力学压强对内能的偏微

分关系式, γ(v, T ) = v(∂p/∂E)v. 根据热力学函数
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推导, γ(v, T ) 取值决定于等熵函数Ts(v)的导数:

γ(v, T ) = −d lnTs(v)

d lnv . (1)

Grüneisen γ仅是物质晶格谐振动压强对内能

的微分关系式, 用 γn(v) 表示, 下标n代表晶格贡
献. 三项式物态方程的热压分为晶格热压和电子
热压两项, 在德拜假设条件下电子热压可忽略, 只
需考虑晶格振动对热压的贡献. 按照德拜理论, 晶
格的定容比热Cvn = 3RD(v, T ), 其中, R是气体常
数; D(v, T )是德拜函数,

D(v, T ) =
3

x3

∫ x

0

y4ey
(ey − 1)2

dy, x =
Θ(v)

T
,

Θ(v)是物质的德拜温度. 根据热力学函数推导, γ
的第 i项分量γi与定容比热的第 i 项分量Cvi必须

满足如下关系:

γi =
1

Cvi

∫ T

0

v

T

(
∂Cvi

∂v

)
T

dT. (2)

将晶格的定容比热Cvn = 3RD(v, T )代入 (2)式积
分, 便得到

γn(v) = −d lnΘ(v)

d ln v
. (3)

(3)式表明Grüneisen γ值取决于德拜温度函数

Θ(v)的导数.

2.2 γn(v)与γ(v, T )的关系

由γCv的相容性可导出γiCvi的可加性:

γCv =

n∑
i=1

γiCvi. (4)

三项式物态方程热压仅考虑固体晶格和电

子两项: 晶格定容比热Cvn = 3RD(v, T ), 晶
格Grüneisen系数为 γn(v); 电子定容比热Cv e =

β(v)T ,下标 e代表电子, β(v) = β0K(v/v0K)
γ e , β0K

是零温零压时的理论电子比热系数, v0K是零温零

压时的比体积, γ e是电子Grüneisen系数. 固体定
容比热为两项之和, Cv(v, T ) = 3RD(v, T )+β(v)T ,
固体的热力学γ 则为

γ(v, T ) =
γn(v)Cvn(v, T ) + γeβ(v)T

Cv(v, T )
. (5)

2.3 γn(v)函数的性质

1) γn(v)是单调下降的小量值函数

根据 (3)式, γn(v) = − v

Θ(v)

dΘ(v)

dv , v = v0时,

γn = γ0; v → 0时, γn → 0. 文献 [2]中列举的所有
γn(v)函数都是单调下降的, γ0一般小于2.

用体应变 η = 1 − v/v0作变量, 用γn(v)/γ0归

一化, 令γn(η)/γ0 = f(η), 则 f(η)在 [0, 1]区间从 1
单调下降至0.

2) f(η)是 η的三次函数

文献 [2]揭示了γ函数的低压剧变特性和高压

渐变特性, 说明 f(η)的导数经由快到慢的变化过

程, 而 η一次函数的导数是常数, 二次函数的导数
是直线, 不符合γ的变化特性, 由快到慢的变化特
性需要η的三次函数才能描述.

设 f(η) = 1 + aη + bη2 + cη3, 由 f(1) = 0, 可
知1 + a+ b+ c = 0, 只需待定两个参数. 鉴于德拜
温度函数

Θ(η) = Θ0 exp
(∫ η

0

γn(η)

1− η
dη

)
, (6)

其中Θ0是 η = 0时的德拜温度. 若设 f(η) =

(1− η)
[
1 + 2mη + 3nη2

]
, 代入 (6)式积分, 便可解

出如下简单的德拜温度函数:

Θ(η) = Θ0exp
[
γ0

(
η +mη2 + nη3

)]
. (7)

3) f(η)的导数性质界定m, n的取值

df(η)
dη = (2m− 1) + 2(3n− 2m)η − 9nη2. (8)

由常温振动热压方程

pN =
γ

v
3RT0 = 3RT0

γ0
v0

f(η)

1− η
,(

dpN
dη

)
0

= 3RT0
γ0
v0

(
df(η)

dη + 1

)
0

> 0,

下标N表示一个谐振子有N个原子. 由此证明
f(η)零点斜率大于−1. 又由于 f(η)递减, 斜率必
须小于0. 故下式成立:

η = 0, − 1 < (2m− 1) < 0, 0 < m < 1/2. (9)

由−1 < f ′(η) < 0, 说明 f(η)在低应变区是图 1所
示的凸形线. 文献 [2]研究Hügoniot线与冷压线之
间的γ演化特性函数γHB =

pH − pc
EH − Ec

v, 其中, pH,
EH分别为Hügoniot压强和Hügoniot内能; pC, EC

分别为冷压和冷能. 研究揭示γHB 在低应变区的

剧变特性是对应于 f(η)这个凸形段的变化; 而γHB

高应变区的渐变特性则是对应于图 1中 f(η)由凸

变凹的过程, f(η)在拐点前后缓慢下降逼近对角

线通过末点, 因此可设 f(η)在 η = 1点的斜率趋于

−1. 故下式成立:

η = 1, − 1− 2m− 3n = −1, n = −2m/3. (10)
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图 1 归一化 γn函数及其变化率随体应变的变化

(a) f(η); (b) f ′(η)

Fig. 1. The dependence of (a) normalized function γn

and (b) its derivation on volume strain.

(10)式界定n = −2m/3, 与文献 [2]发现 γHB

函数从剧变到渐变存在一个临界点是相符的. 根据
文献 [2]的数据, 临界点约在 η = 1/3处; 若 f(η)在

η = 1/3处由凸向凹转变, f(η)的拐点必在 η = 2/3

处, f ′(2/3)为极小值, 见图 1 (b). 曲线拐点的二阶
导数为零, 则下式成立:

η = 2/3, 6n− 4m− 12n = 0, n = −2m/3. (11)

由于n = −2m/3, 故只需m一个参数. m

在 0—0.5之间取值, 图 1 (b)给出了m = 0.4, 0.3,

0.2时的 f ′(η), 从 η = 0.333前后的变化程度看,
m = 0.4时 f ′(η)前后变化都比较剧烈, m = 0.2时

f ′(η)前后变化都比较平缓, 只有m = 0.3时 f ′(η)

前段变化比较剧烈, 后段变化相对平缓. 由此可以
预见m约在 0.3, 在实验数据拟合时保留一位小数
则是0.3.

4) γn(η)为通用函数

以上关于 f(η)的分析都与材料无关, γ0作为

归一化系数在γn(η) 函数中的作用是相同的. 由此
确定γn(η)是通用函数, 不同材料仅是γ0不同而已.

5) γn(η)参数的实验确定

鉴于Fe的Θ(v)实验数据多, 压力范围宽, 因
此用Fe的数据确定Θ(η)的参数.

用η = 1−v/v0将表 1换成η-Θ数据,拟合得到
Θ曲线见图 2 . Θ0 = 421.6 K, γ0 = 1.71, m = 0.3,
完全符合本节分析的预见. 由此确定Grüneisen γ

通用函数为

γn(η) = γ0(1− η) [1 + 0.6η (1− η)] . (12)

η

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45

500

600

700

800

900
Θ0=421.61618 + 0.04368

γ0=1.71 + 0

m=0.3 + 0

Θ
/
K

图 2 Fe的德拜温度随体应变的变化
Fig. 2. Debye temperature of iron as a function of vol-
ume strain.

表 1 常温实验Fe的Θ(v)测量数据 (取自文献 [6])
Table 1. The experimental data of Debye temperature Θ(v) of Fe at normal temperature.

v/v0 0.877 0.862 0.847 0.832 0.817 0.802 0.788 0.773 0.758 0.743
Θ/K 524 539 554 569 585 602 618 636 654 673
v/v0 0.728 0.713 0.698 0.684 0.669 0.654 0.639 0.624 0.609 0.594
Θ/K 692 712 733 754 776 799 822 847 872 898
注: v0 = 6.73 cm3/mol.

3 热力学温度方程的解

3.1 等熵温度方程

Ts(η) = T0 exp
(∫ η

0

γ(η, T )

1− η
dη

)
. (13)

方程 (13)中T0是常态温度, γ(η, T )中的变量T就

是等熵温度Ts(η), 于是 γ(η, Ts(η))实际上只有一

个变量 η. 将 (13)式与 (6)式相比, 可见Ts(η)与

Θ(η)是相同的方程, 所求解的函数形式应该相
同. 令 (13)式的解为Tsj(η), 下标 j表示Tsj(η)函

数是Ts(η)方程的解. 仿照 (7)式可设Tsj(η) =

086401-3
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T0 exp
[
γs0

(
η +mη2 + nη3

)]
, γs0 = γ(0, T0)是

(v0, T0) 点的热力学 γ值. 将Tsj(η)代入 (13)式并
联立:

Tsj(η) = T0exp
[
γs0(η+mη2 + nη3)

]
,

Ts(η) = T0exp
(∫ η

0

γ(η, Tsj(η))

1− η
dη

)
.

(14)

由于Tsj(η)与Ts(η)在零点的一、二、三阶导数相等,
因此可确定m, n参数. 推导如下:

γs0 = γ(0, T0)

=
γn(0)Cvn(0, T0) + γeβ(0)T0

Cv(0, T0)
, (15)

式中Cv(η, T ), Cvn(η, T ), β(η), γn(η), γ e是已知

的, 所以γs0是已知的初始值.(
dTs(η)

dη

)
0

= T0γs0,(
dTsj(η)

dη

)
0

= T0γs0, (16)(
dγ (η, Tsj(η))

dη

)
0

=

(
∂γ (η, Tsj(η))

∂η

)
0

+

(
∂γ (η, Tsj(η))

∂T

)
0

(
dTsj(η)

dη

)
0

, (17)(
d2Ts(η)

dη2

)
0

= T0γs0

{
1 +

[
1 +

1

γs0

(
dγ(η, Tsj(η))

dη

)
0

]}
,

(18)(
d2Tsj(η)

dη2

)
0

= T0γs0 (1 + 2m) =

(
d2Ts(η)

dη2

)
0

, (19)

m =
1

2

[
1 +

1

γs0

( dγ(η, Tsj(η))

dη

)
0

]
. (20)

由m可算出

(
d2Tsj(η)

dη2

)
0

, 有了
(

d2Tsj(η)

dη2

)
0

便可

算出

(
d2γ(η, Tsj(η)

dη2

)
0

, 于是可得到三阶导数.

(
d3Tsj(η)

dη3

)
0

= T0γ
2
s0 (γs0 + 6m) + T0γs06n, (21)(

d3Ts(η)

dη3

)
0

= T0γ
2
s0 (γs0 + 6m)

+ T0γs0

[
4m+

1

γs0

(
d2γ(η, Tsj(η))

dη2

)
0

]
, (22)

(
d3Tsj(η)

dη3

)
0

=

(
d3Ts(η)

dη3

)
0

, (23)

n =
1

3

[
2m+

1

2γs0

( d2γ(η, Tsj(η))

dη2
)
0

]
. (24)

根据以上推导可知, 计算m只需 γs0, 计算n只需

γs0和m. 因此实际计算只需先给m, n 一个初值,
由 (20)式可算出m; 用算出的m改正m的初值, 由
(24)式可算出n.

以Cu为例, ρ0 = 8.93, γ0 = 1.97, Θ0 = 342 K,
γ e = 2/3, β(η) = 1.09× 10−8(1− η)γ e kJ/g. 按上
述方法解出Cu 的等熵温度函数:

Tsj(η) = 298 exp
[
1.958591961η(1 + 0.296862101η

− 0.201456651η2)
]
. (25)

(25)式中的参数γs0, m, n采用了 9位小数, 是为了
保证由此计算的Tsj(η)数据与Ts(η)数据之间的相

对误差小于2× 10−5, ∆T < 10−2 K, 说明Tsj(η)函

数可以做到很高的精度. 若实际无需这样高的精
度, 计算参数可少取几位.

3.2 Hügoniot温度方程

TH(η)

= exp
(∫ η

0

γ(η, T )

1− η
dη

)
{∫ η

0

[
0.5v0

Cv(η, T )

(
η

dpH(η)

dη − pH(η)

)
× exp

(
−
∫ η

0

γ(η, T )

1− η
dη

)]
dη + T0

}
. (26)

热力学函数证明TH(η)与Ts(η)在零点的一、二阶

导数相等, 三阶导数不等但有确定的关系式. 因
此可在Tsj(η)函数上再加高阶项作为TH(η)方程的

解. 设

THj(η) = Tsj(η) + aη3exp
(
bη + cη2 + dη3

)
, (27)

THj(η)函数是TH(η)方程的解, 其中所加高阶项因
式用aη3, 是为了当 η = 0时, 此项的一、二阶导数
为零, 三阶导数等于 6a. 这样可以保证THj(η)与

Tsj(η)在零点的一、二阶导数相等, 并能准确地求出
THj(η)零点的三阶导数. 将已知的压强函数 pH(η)

和设定的THj(η)代入 (26)式并联立:
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pH(η) =
P

1− η

exp(sη)− 1

1− qexp(sη) ,

THj(η) = Tsj(η) + aη3exp
(
bη + cη2 + dη3

)
,

TH(η) = exp
(∫ η

0

γ(η, THj(η))

1− η
dη

)
×
{∫ η

0

[
0.5v0

Cv(η, THj(η))

(
η

dpH(η)

dη − pH(η)

)
×exp

(
−
∫ η

0

γ(η, THj(η))

1− η
dη

)]
dη + T0

}
,

(28)

式中

a =
1

6

[(
d3THj(η)

dη3

)
0

−
(

d3Tsj(η)

dη3

)
0

]
,

预给 a, b, c, d一个初值, 即可算出 a. a确定后

THj(η)函数中尚有 b, c, d未定, 此后对TH(η)进行

迭代计算, 计算数据用THj(η) 函数式拟合, 直至拟
合 b, c, d的值不变为止. 以Cu为例:

pH(η) =
21.75521
1− η

exp(5.50137η)− 1

1− 0.01109exp(5.50137η)
(pH数据取自文献 [7]), (25)式已求出

Tsj(η) = 298 exp[1.958591961η(1 + 0.296862101η

− 0.201456651η2)],

根据方程 (28)按上述方法计算, 解出

THj(η) = Tsj(η) + 23205.103336761η3 exp(3.996η
+ 1.16943η2 + 0.21677η3). (29)

以上计算结果THj(η)数据与TH(η)数据之间的相

对误差小于10−3, ∆T < 1 K.

4 Hügoniot完全物态方程

根据Hügoniot压强函数 pH(v)和Hügoniot温
度函数TH(v), 便可推出Hügoniot等熵函数 s(v).
将Hügoniot内能方程

EH(v) = E0 + 0.5(v0 − v)pH(v)

代入热力学方程

dEH(v) = TH(v)ds− pH(v)dv, (30)

整理后得到

dsH(v) =
0.5

TH(v)

[
(v0 − v)

dpH(v)

dv + pH(v)

]
dv,

(31)

sH(v) = s0 +

∫ v

v0

0.5

TH(v)

×
[
(v0 − v)

dpH(v)

dv + pH(v)

]
dv. (32)

由此得出了冲击压缩的 p, v, T , s四个状态函数,
即解决了完全物态方程的计算问题. 如以 pH(v)和

TH(v)作参考代入三项式物态方程, 便可推演其他
热力学物态方程.

5 对γn(η)通用函数的检验

5.1 由三项式物态方程温度差计算压强差

由Hügoniot方程计算等温方程

pT(η) = pH(η)−
∫ TH(η)

T0

ρ0
γ(η, T )

1− η
Cv(η, T )dT,

(33)

计算得到的pT如与实验数据符合, 说明用γn(η)建

立的γ(η, T ), Ts(η)和TH(η)函数是正确的. 本文对
Cu和Al做了 pH(η)到 pT(η)的计算; 对Ag和W做
了 pT(η)到 pH(η)的计算; 对Cu和Ta还做了 pH(η)

到 pS(η)的计算, 结果符合得都很好. 其中Al和Ta
的数据最宽, 压缩度达到 0.45以上, 计算压强线与
实验数据 [8−10]对比见图 3 .
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图 3 (a) Al的等温压强和 (b) Ta的等熵压强计算结果
与实验数据的比较

Fig. 3. Comparison of the experimental data and the
calculation results for (a) the isotherm pressure of Al
and (b) the isentropic pressure of Ta.
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5.2 由三项式物态方程计算Hügoniot
温度

pH(η) = ps(η)+

∫ T

Ts(η)

ρ0
γ(η, T )

1− η
Cv(η, T )dT, (34)

EH(η) = Es(η) +

∫ T

Ts(η)

Cv(η, T )dT. (35)

(34)式中 pH(η)是已知函数, ps(η)是以 pH(η) 作

参考的导出函数. (35)式的EH(η)和Es(η)分别

由 (34)式的 pH(η)和 ps(η)计算得到. 方程 (34)用
γ(η, T )与Cv(η, T )计算T , 方程 (35)只用Cv(η, T )

计算T . 如果所用的γ函数与Cv函数相容性很好,
则两种方式计算的温度数据T应该相等; 如果不相
等则说明两者相容性不好.

表 2是以Cu的pH(η), Ts(η)和TH(η)为已知函

数, 分别用两种γ函数计算的温度数据. 表中

γn(η) = γ0(1− η) [1 + 0.6η (1− η)] ,

γ1(η) = γ0(1− η);

T34是 (34)式计算的温度, T35是 (35)式计算的温
度. 比较表 2所列数据可见, γn(η) 与Cv的相容性

很好, γ1(η)与Cv的相容性不好.
表 2 同一压强函数下, 采用不同 γ函数计算得到的温度

Table 2. Comparison of the temperatures calculated
by γn(η) and γ1(η), respectively.

η 0.1 0.2 0.3 0.36

γn(η)
T34/K 399.8 883.9 2880.6 6001.0

T35/K 399.8 883.9 2880.6 6000.9

γ1(η)
T34/K 396.4 865.9 2889.9 6218.3

T35/K 399.6 881.6 2875.3 6006.7

6 结 论

现有的Grüneisen γ系数表达式以及实验数据

拟合式, 只考虑了γ的数值拟合, 没有考虑它的变

化规律, 所以不能当作热力学函数应用. 本文在γ

的全定义域内, 根据其物理变化特性建立的γn(η)

函数具有三阶连续导数, 可作为 Grüneisen γ通用

函数应用.
Hügoniot物态的pH(v)和TH(v)的三阶导数与

等熵物态的ps(v) 和Ts(v)的三阶导数之间, 存在着
确定的与γ(v, T )三阶导数相关的热力学函数关系;
Grüneisen γ通用函数的性质也要求它必须具有三

阶连续的导数. 由此可见, 高温高压完全物态方程
计算中的压强函数 p(v)也需要有准确的三阶导数

才能与之相适应; 而目前的压强函数p(v)多是三参

数的, 它与物态方程仅有二阶相切的性质, 其三阶
导数不准确, 因此需要改进为四参数的p(v)函数.

本文建立的Grüneisen γ通用函数仅对几种金

属做了检验计算, 对固体材料是否普遍适用, 需要
进一步探讨, 有待改进和完善.
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Abstract
The existing Grüneisen coefficient γ expressions and the experimental data fitting relations consider only the γ data

fitting, rather than the change rule of γ. In this paper, the universal function of Grüneisen γ is established according
to the property of Grüneisen γ function and the high pressure characteristics of thermodynamic γ, such as γ changing
quickly at low pressure but slowly at high pressure. This universal function is substituted into the thermodynamic
function γ(v, T ) to obtain the isentropic temperature Ts(v), and then the Hügoniot temperature is deduced by using the
relationship between isentropic temperature and Hügoniot temperature, thus Hügoniot equation becomes the complete
equation of state. All the thermodynamic state variables can be calculated by the thermodynamic relations. The
universal function of Grüneisen γ is applied to several metals, such as Al, Ta and Cu, and the Hügoniot equation is
deduced according to the isothermal equation, or the isothermal equation is calculated by the Hügoniot equation. The
results are in good agreement with experimental data. There are good compatibility between the universal Grüneisen γ

and the heat capacity Cv. It is shown that the proposed universal function of Grüneisen γ can reasonably describe the
thermodynamic properties of many metals at high pressure and high temperature.
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