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太赫兹场和倾斜磁场对超晶格电子动力学

特性调控规律研究∗

王长† 曹俊诚

(中国科学院上海微系统与信息技术研究所, 中国科学院太赫兹固态技术重点实验室, 上海 200050)

( 2014年 11月 18日收到; 2014年 12月 10日收到修改稿 )

微带超晶格在磁场和太赫兹场调控下表现出丰富而复杂的动力学行为, 研究微带电子在外场作用下的输
运性质对于太赫兹器件设计与研制具有重要意义. 本文采用准经典的运动方程描述了超晶格微带电子在沿超
晶格生长方向 (z方向)的THz场和相对于 z轴倾斜的磁场共同作用下的非线性动力学特性. 研究表明, 在太
赫兹场和倾斜磁场共同作用下, 超晶格微带电子随时间的演化表现出周期和混沌等新奇的运动状态. 采用庞
加莱分支图详细研究了微带电子在磁场和太赫兹场调控下的运动规律, 给出了电子运行于周期和混沌运动状
态的参数区间. 在电场和磁场作用下, 微带电子将产生布洛赫振荡和回旋振荡, 形成复杂的协同耦合振荡. 太
赫兹场与这些协同振荡模式之间的相互作用是导致电子表现出周期态、混沌态以及倍周期分叉等现象的主要

原因.

关键词: 太赫兹, 超晶格, 混沌, 分支图
PACS: 05.45.–a, 72.30.+q, 73.61.Ey, 73.50.Fq DOI: 10.7498/aps.64.090502

1 引 言

近年来, 太赫兹场和磁场作用下半导体超晶
格微带电子的输运性质在理论上和实验上都引起

了人们的广泛关注 [1−11]. 由于太赫兹波的光子能
量与超晶格的特征能量 (如电子的费米能级、回
旋共振能量等)相比拟, 研究人员在太赫兹波作
用下的超晶格系统中观察到了许多有趣的物理现

象 [12−21], 如Shapiro台阶 [12]、太赫兹谐波产生 [13]、

多稳态现象 [14]、相干霍尔效应 [15]、斯塔克回旋共

振 [16]以及混沌 [17−21]等.
半导体超晶格中的混沌现象是由Bulashenko

等 [17]首先发现的. 他们在研究弱耦合超晶格的电
场畴以及电流自振荡现象时发现, 如果在电流周期
性振荡的超晶格上施加一个幅度较小的交流信号

时, 由于超晶格中周期性振荡的聚集电荷波与外加

交流信号的相互影响, 超晶格的电流振荡可能不再
是周期性的, 其电流振荡模式会出现周期、准周期
及混沌等不同的状态. Zhang等 [18]在实验上证实

了文献 [17]报道的时空混沌现象. Cao等 [19]考虑

量子点超晶格中各种散射机理, 详细研究了微带超
晶格的耗散混沌性质.

尽管人们在超晶格电子输运的研究中取得了

重要进展, 但是其中的一些关键问题, 如太赫兹场
和倾斜磁场对超晶格电子的非线性动力学特性调

控规律仍然知之甚少. 这里, 我们主要讨论外加太
赫兹场沿超晶格生长方向 (z轴)和磁场相对于 z轴

倾斜情况下, 超晶格微带电子的非线性输运性质.
由于太赫兹场和磁场的作用, 微带电子的运动将
变得非常复杂. 电子动量随时间的演化可以表现
为周期或者混沌等不同的运动性质. 与之前的研
究 [20,21]不同, 本文中我们考虑了施加太赫兹场时,
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不同磁场情况下超晶格微带电子的非线性输运性

质. 我们采用庞加莱分支图研究了倾斜磁场和太赫
兹场对电子动力学特性的调控规律, 在参数空间区
分了周期运动和混沌运动区域. 这些结果对于理解
超晶格电子的运动规律, 研制基于半导体超晶格的
太赫兹器件具有重要参考价值.

2 电场和倾斜磁场作用下超晶格电子
运动方程

我们考虑电子在GaAs/Al0.3Ga0.7As超晶格
最低微带内的运动, 忽略微带间的电子转移效应.
根据准经典理论, 当超晶格系统外加电场E (平
行于 z方向)和倾斜磁场B (与 z轴夹角为 θ)时, 电
子受到电场力和洛伦兹力的共同作用. 在外力作
用下, 超晶格微带电子的动量变化率 dp/dt可以
表示为

dp
dt = −e {E + [∇pε (p)×B]} , (1)

其中, e是电子电量, E = (0, 0,−E)是平行于 z轴

的外加电场, B = (0, B sin θ,B cos θ)是外加磁场,
ε (p)是电子能量色散关系. 在紧束缚近似下, 微带
电子的能量色散关系可以表示为

ε (p) =
p2x + p2y
2m∗ +

∆

2

[
1− cos

(
pzd

~

)]
. (2)

这里, p = (px, py, pz)是电子的动量, m∗是电子有

效质量, d 是超晶格周期, ∆是微带宽度, ~是普朗
克常数.

我们考虑外加时变电场

E(t) = E0 + E1 cos(2πfact),

其中E0为直流分量, E1 cos (2πfact)为交流分量,
交流分量的振幅为E1, 振荡频率 fac 处于太赫兹频

段. 我们将外加电场和电子能量色散关系代入方程
(1) 并化简, 可以得到电子动量的分部表达式

dpx
dt =

∆dm∗ωc
2~

sin
(
pzd
~

)
tan θ − ωcpy, (3)

dpy
dt = ωcpx, (4)

dpz
dt = e [E0 + E1 cos (2πfact)]− ωcpx tan θ. (5)

在以上表达式中, 回旋振荡频率ωc定义为ωc =

eB cos θ/m∗. 经过化简, 我们得到
d2py
dt2 + ω2

cpy

=Λ sin [Kpy − ωBt− Γ sin (ωact) + φ] , (6)

其中, Λ = −∆dm∗ω2
c tan θ/2~, K = d tan θ/~,

Γ = eE1d/~ωac, ωac = 2πfac, φ =

d[pz(0) + py(0) tan θ]/~, ωB = eE0d/~是微带电子
的布洛赫振荡频率. 由于电子在超晶格微带中运动
时会发生弹性和非弹性散射过程, 从而对电子的动
量变化产生影响. 我们在方程 (6)的左边引入一个

弛豫项γ
dpy
dt 来表征电子的散射效应. 这样, 方程

(6)变成
d2py
dt2 + γ

dpy
dt + ω2

cpy

=Λ sin [Kpy − ωBt− Γ sin (ωact) + φ] . (7)

由于在倾斜磁场作用下, 电子动量px, py和pz互相

耦合, 因此, 我们引入的弛豫项γ
dpy
dt 也影响了x和

z方向的电子动量 px和 pz. 方程 (7)就是描述在电
场和倾斜磁场共同作用下超晶格微带电子运动的

方程. 我们数值求解方程 (7)可以得到电子动量随
时间的演化关系.

3 微带超晶格电子的动力学特性

在外加电场和倾斜磁场共同作用下, 超晶格系
统形成了一个典型的非线性动力学系统. 在电场
作用下, 电子会产生布洛赫振荡, 同时, 由于磁场
的作用, 会发生回旋振荡. 当外加交流电场作用到
超晶格系统时, 电子的动力学行为将受制于由布洛
赫振荡、回旋振荡和交流场振荡形成的协同振荡模

式, 电子的动量 py随时间的变化将表现出复杂的

振荡形态. 我们将通过改变外加电场和磁场实现
对电子动量的调控. 在数值计算中, 超晶格的周期
为d = 10.6 nm, 微带宽度为∆ = 26.2 meV, 电子
有效质量为m∗ = 0.067m0 (m0为自由电子质量),
γ = 1012s−1.

为了对参数空间中电子动量随时间演化有一

个清晰的描述, 并且对周期态和混沌态进行区分,
我们采用庞加莱分支图进行分析. 庞加莱分支图的
定义方式如下. 对每一个交流场的振幅E1, 定义在
瞬态过程消失之后的电子动量pym = py (mTac)(其
中, m = 1, 2, 3, · · · , Tac = 1/fac)作为E1的函

数, 构成庞加莱分支图. 图 1给出了B = 1.6 T,
ωB = 2ωc, ωac = 0.8ωc, θ = 60◦时, 超晶格电子动
量 py的庞加莱分支图. 我们观察到, 对于某些交
流场强E1, 其对应的电子动量 pym为有限个数, 这
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时系统表现为周期态. 而对于另外一些交流场强
E1, 其对应很多个不同的电子动量 pym. 如果将m

的取值继续增大, 其对应的电子动量pym也将会继

续增多, 这时的系统表现为混沌态. 在实际计算中,
我们取m = 1, 2, 3, · · · , 300. 通过观察数据点的
密集程度可以直观的区分周期态区域和混沌态区

域, 而周期振荡区域又可以分成 4-周期、8-周期等
不同的区域. 从图 1看到, 当E1 < 1.47 kV/cm时,
每一个交流场强E1对应 4个电子动量pym, 系统为
4-周期态; 当E1 > 2.365 kV/cm时, 每一个交流场
强E1对应 8个电子动量 pym, 系统为 8-周期态. 当
1.47 6 E1 6 2.365 kV/cm时, 系统解的演化较复
杂, 周期解和混沌解交替出现. 这表明超晶格微带
电子的动力学行为对外加交流场的变化十分敏感,
交流场强E1的微小变化就有可能导致电子运动状

态在周期态与混沌态之间进行转换.
4
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0
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1.5 2.0 2.5
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/
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0
-

2
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/
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1.47 2.365

图 1 B = 1.6 T, ωB = 2ωc, ωac = 0.8ωc, θ = 60◦时,
超晶格电子动量 py的庞加莱分支图

Fig. 1. Poincaré bifurcation diagram of elelctron mo-
mentum py versus ac amplitude E1. In the calcula-
tion, the parameters are set as B = 1.6 T, ωB = 2ωc,
ωac = 0.8ωc, and θ = 60◦.

在图 2中, 我们描述了磁感应强度B = 2T时,
超晶格电子动量 py的庞加莱分支图. 其他参数保
持不变: ωB = 2ωc, ωac = 0.8ωc, θ = 60◦. 从图
中观察到, 当当E1 < 2.208 kV/cm和E1 > 2.792

kV/cm时,系统解为周期态;当2.208 6 E1 6 2.792

kV/cm时, 系统中发现了周期态和混沌态, 但是周
期态只在很小的参数范围内出现, 混沌态占据参数
空间的大部分区域. 值得注意的是, 在E1 < 2.208

kV/cm区域, 超晶格系统中出现了倍周期分叉现
象; 而在E1 > 2.792 kV/cm区域, 系统出现了周期
收敛的情况. 从图 1和图 2中可以看到超晶格电子
的运动状态对磁感应强度B也有很强的依赖性. 通
过研究发现, 外加交流场的振荡、电子的布洛赫振

荡以及磁场引起的电子回旋振荡相互耦合是导致

电子动量随时间的演化表现出周期态、混沌态、以

及周期分岔、周期收敛等新奇的现象的主要原因.
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图 2 B = 2T, ωB = 2ωc, ωac = 0.8ωc, θ = 60◦时, 超
晶格电子动量 py的庞加莱分支图

Fig. 2. Poincaré bifurcation diagram of elelctron mo-
mentum py versus ac amplitude E1 with parameters
B = 2T, ωB = 2ωc, ωac = 0.8ωc, and θ = 60◦.
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图 3 交流场强E1取值为 (a) 2.06, (b) 2.18, (c) 2.388
和 (d) 2.72 kV/cm时, 电子动量 py随时间的演化, 其他
参数取值与图 2中相同. (e)为 cos (ωact)随时间的演化

Fig. 3. Temporal evolution of electron momentum py

for different values of E1: (a) 2.06, (b) 2.18, (c) 2.388,
and (d) 2.72. The other parameters are the same as
those in Figure 2. (e) Time evolution of cos (ωact).

图 3给出了外加交流场强E1为 (a) 2.06,
(b)2.18, (c)2.388和 (d) 2.72 kV/cm时, 电子动量
py随时间的演化. 为了与外加交流场的振荡形态
相比较, 图 3 (e)表示了 cos (ωact)随时间的变化关

系. 从图中可以看到, 图 3 (a)和 (b)中电子动量随
时间演化会重复出现, 其振荡具有周期性. 这一特
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征与图 2中E1 = 2.06和 2.18 kV/cm时, 庞加莱分
支图对应 4-周期态和 8-周期态相符合. 图 3 (c)和
(d)中电子动量随时间的振荡不规则. 若将时间加
长, 我们会发现其振荡不具有周期性. 这一特征与
图 2中E1 = 2.388和2.72 kV/cm时,庞加莱分支图
对应很多个分布不均匀的点相符合, 其运动状态为
混沌态.

对图 3中电子动量的时间序列作傅里叶变换
得到的功率谱图如图 4所示. 根据图 4可以得到电
子动量函数的功率谱所包含的频率分量和相应的

能量分布. 从图 4 (a)和 (b)可以看出, 傅里叶变换
谱的峰值分别出现在 ifac/4和 ifac/8(i = 1, 2, 3,
· · · ), 对应于 4-周期态和 8-周期态. 而图 4 (c)和 (d)
的功率谱中, 其能量峰值分布比较复杂, 不仅在
ifac处发现了主要的能量峰分布, 而且在这些主要
的能量峰之间存在一些幅度较小的能量峰, 这是系
统出现混沌态的典型特征.
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图 4 交流场强E1取值为 (a) 2.06, (b) 2.18, (c) 2.388
和 (d) 2.72 kV/cm时, 电子动量 py(t)的功率谱图. 其他
参数取值与图 2中相同
Fig. 4. Power spectra of electron momentum py (t)

for four different values of E1: (a) 2.06, (b) 2.18, (c)
2.388, and (d) 2.72. The other parameters are same
as those in Figure 2.

4 结 论

本文从理论上研究了超晶格微带电子在太赫

兹场和倾斜磁场共同作用下的动力学过程. 我们发
现, 在外场作用下, 电子的动量呈现不同的运动状
态, 通过改变磁感应强度B和太赫兹场振幅E1可

以实现对微带电子运动状态的调控. 采用庞加莱分
支图, 在参数空间区分了周期区域和混沌区域. 然
后, 我们对电子动量的时间序列进行傅里叶变换,

得到了周期态和混沌态的功率谱图, 观察到了电子
呈现周期态和混沌态时的能量在不同频率下的分

布特征. 功率谱图也可以作为判别周期态和混沌态
的方法.

在本文的研究中, 我们主要讨论了布洛赫振荡
频率ωB和回旋振荡频率ωc满足ωB = iωc的情况.
这是因为当ωB ̸= iωc时, 在参数空间中电子动量随
时间演化主要表现出混沌运动状态, 只有在很少的
参数空间中发现了周期态. 而当ωB = iωc时, 系统
中的周期态与混沌态区域分布明显, 通过调节外场
参数, 周期态和混沌态的转换非常清晰.
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Abstract
Vertical electron transport in semiconductor superlattice has been the focus of science and technology during the

past two decades due to the potential application of superlattice in terahertz devices. When driven by electromagnetic
field, many novel phenomena have been found in superlattice. Here we study the chaotic electron transport in miniband
superlattice driven by dc+ac electric fields along the growth axis (z-axis) and a magnetic field tilted to z-axis using
semiclassical equations of motion in the presence of dissipation. We calculate the electron momentum by changing
the magnetic field or amplitude of the terahertz field. It is shown that the momentum py(t) of miniband electron
exhibits complicated oscillation modes while changing the control parameters. Poincaré bifurcation diagram and power
spectrum are adopted to analyze the nonlinear electron states. Poincaré bifurcation diagram is obtained by plotting
pym = py (mTac) (with m = 1, 2, 3, · · · and Tac the period of ac terahertz field) as functions of ac amplitude E1 after
the transients decay. The periodic and aperiodic regions can be distinguished from each other since there are a large
number of points in the chaotic regions. When the magnetic field is increased from 1.5 to 2 T, the Poincaré bifurcation
diagram changes dramatically due to the strong effect of magnetic field on electron motion. The oscillating state of
py (t) may be changed between periodic and chaotic syates. Power spectra of electron momentum py for different values
of E1(= 2.06, 2.18, 2.388, and 2.72) are calculated for a deep insight into the nonlinear oscillating mode. It is found
that the power spectra of n-periodic states show peaks at frequencies ifac/n (with i = 1, 2, 3, · · · ); the power spectra
of chaotic states are very irregular with a large number of peaks. We demonstrate that the dissipation and resonance
between Bloch oscillation frequency and cyclotron frequency play an important role in the electron transport process.
We attribute the emerging of periodic and chaotic states in a superlattice to the interaction between terahertz radiation
and internal cooperative oscillating mode related to Bloch oscillation and cyclotron oscillation. In the case of ωB ̸= iωc,
the time-dependent electron motion is chaotic in most regions of the parameter space. Results of the present paper are
useful for designing terahertz devices based on the semiconductor superlattices.
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