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用数值方法研究了拓扑绝缘体薄膜体系在外加垂直磁场作用下其边缘态的性质. 磁场的加入通过耦合
k+ eA, 即Peierls势替换关系和该作用导致的Zeeman交换场体现在哈密顿量中. 考虑窄条圆环状结构的二
维 InAs/GaSb/AlSb薄膜量子阱材料, 当其处于拓扑非平庸状态, 即量子自旋霍尔态时, 会出现受时间反演对
称性保护的两支简并边缘态, 而在垂直磁场的作用下, 时间反演对称性被破坏, 这时能带将形成一条条的朗道
能级, 原来简并的两支边缘态也会分开到朗道能级谱线的两侧, 从电子态密度的空间分布情况则可以看到边
缘态分别局域在材料的两个边界. 随着磁场的增大, 位于同一边界上的不同自旋极化的边缘态将出现分离:
一支仍然局域在边缘, 另一支则随外加磁场的增加而有逐渐演化到材料内部的趋势. 文中还计算了同一边界
上的两支边缘态之间的散射, 结果表明由于两个边缘态在空间发生分离, 相互之间的散射被很大的压制, 得到
了其散射随磁场增加没有明显变化的结论, 所以磁场并不会增强散射过程, 也没有破坏体拓扑材料的性质, 说
明了量子自旋霍尔态在没有时间反演对称的情况下也可以有较强的稳定性.
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1 引 言

量子霍尔效应 [1]是指二维电子气在低温强磁

场中电子能谱形成分立的朗道能级, 并且当电子费
米能处于朗道能级之间的能隙中时, 体系便会呈现
量子化整数霍尔电导率的现象, 这时在材料边缘也
会存在手征的边缘态: 电子在一个边的边缘只朝一
个方向运动. 手性边缘态提供了一个理想的导电通
道, 电子通过它的传播是无能量耗散的, 即不会产
生焦耳热. 另一方面, 体系的边缘态霍尔电导也直
接跟块体能带结构有关: 即块体如果存在一个绝缘
带隙, 且不改变块体的这种能带结构 (主要是指带
隙是否封闭或重新打开), 那么这种量子化的霍尔
电导将保持不变, 并且可以用拓扑量Chern数 (绕
数, 或TKNN量子数 [2]) 直接描述, 也可以说边缘
电流是由块体的拓扑性质保护的. 量子霍尔效应

并非只能在磁场下才能发生, 比如Haldane模型 [3]

就是一个定义在具有交错磁通和AB子格交错势

的二维六角格子的无自旋电子模型, 这个模型拥
有量子化的整数霍尔电导跟与之对应的拓扑量, 并
且也会在开边界形成手征边缘态, 但是没有外加磁
场, 因而首次实现了无朗道能级的量子霍尔效应,
也被称为量子反常霍尔效应.

最近, 一个新的研究方向: 拓扑绝缘体 [4,5], 引
起了人们越来越广泛的关注. 拓扑绝缘体是一种全
新的物质状态,从能带的图像上来理解, 拓扑绝缘
体是一种内部具有体能隙 (绝缘态), 而表面 (或边
缘)存在无能隙金属态的绝缘体材料. 其表面态 (边
缘态)是由自旋轨道耦合导致的受时间反演对称
性保护的金属态, 因此可以避免非磁性杂质散射,
非拓扑形变不会改变该性质, 其中二维情形下的
拓扑绝缘体, 也被称为量子自旋霍尔效应, 可以看
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做是量子霍尔效应的推广. 这一概念提出不久后,
Bernevig, Hughes和Zhang [6] 预言在HgTe量子阱
中可能观察到这种效应, 在随后的实验中 [7] 得到

证实. 与量子霍尔效应的手性边缘态不同, 量子自
旋霍尔态的边缘模式被称为螺旋边缘态, 对于边缘
态上的两种自旋, 具有相反的手征性. 也就是说,
自旋向上的电子和自旋向下的电子沿着相反的方

向传导, 且数目相等, 因此存在净的自旋流. 这个
重要特征是因为体系具有比较强的自旋 –轨道耦
合, 其作用类似于一个与自旋相关的磁通和电子轨
道动量之间的耦合. 理想的情况下, 即当电子自旋
守恒时, 一个量子自旋霍尔体系的两个自旋组分的
运动情况就像是两个独立的无朗道能级的量子霍

尔体系, 每个边界有两支携带不同自旋的边缘态相
向运动, 无序的存在也无法改变它的传播. 在一个
时间反演对称的量子自旋霍尔体系中, 同一边缘上
两个相向运动的边缘态自旋极化处处相反,因而任
何非磁杂质散射无法导致两个边缘态之间的背散

射, 确保了边缘态输运的无耗散特性, 这种拓扑保
护源自于材料的时间反演对称性, 只要保证体系的
时间反演对称性不被破坏并且体能带带隙依然存

在, 则自旋流可以无耗散地在量子自旋霍尔样品的
边缘上传导 [4,8]. 但是, 在这种情况下, 由于总霍尔
电导率为零, 不能用传统的第一陈数描写, 需要用
一种新的拓扑不变量, 即Z2拓扑数

[9−11]或者自旋

陈数 [12−15] 来刻划, Z2拓扑数表示了无能隙边缘

态的Kramers对的个数, 因而是受时间反演对称性
保护的, 在破坏时间反演对称性的情况下将无法适
用；自旋陈数也是一种描述拓扑性质的不变量, 可
由自旋依赖的边界相位计算得到, 之后Prodan [16]

重新了定义自旋陈数, 使得解析计算更为方便. 即
自旋陈数受体能隙和体的自旋谱隙保护而与对称

性无关, 所以在破坏时间反演对称性的系统中仍然
是适用的. 这些拓扑不变量将具有量子自旋霍尔效
应的绝缘体和普通的绝缘体区分开来.

近来有实验也表明当时间反演对称性被破坏

时, 量子自旋霍尔效应仍然可以是稳定的 [17], 该实
验中使用砷化铟/锑化镓 (InAs/GaSb/AlSb)量子
阱材料, 在加入时间反演对称性的垂直磁场并逐
渐增加到 8 T的过程中, 材料并没有发生相变, 表
明了量子自旋霍尔态存在的条件是可以更加广泛

的. 本文将选用砷化铟/锑化镓 (InAs/GaSb/AlSb)
量子阱作为研究对象, 该材料具有倒转能带结构,

通过调节材料的尺寸和其他一些参数, 该拓扑绝缘
体薄膜系统可以成为拓扑平庸或非平庸的绝缘体.
实验上, 通过增加其厚度达到一定值, 使系统发生
相变: 从能隙闭合的绝缘体态到半金属相, 同时经
过自旋耦合机理打开能隙, 实现量子自旋霍尔态.
本文将以此为基础, 加入破坏时间反演对称的磁场
项, 以此研究量子自旋霍尔态在时间反演对称破坏
的情况下其边缘态的相关性质.

2 BHZ模型

2.1 理论模型

二维 InAs/GaSb/AlSb薄膜量子阱的量子自
旋霍尔效应可以用一个比较简单的等效理论模型

来描述。从文献 [6]提出的BHZ模型出发, 其有效
哈密顿量是一个描述四能带结构的 4 × 4 矩阵, 由
三部分构成, 基矢为自旋和轨道直积空间的四个矢
量: | e, ↑⟩, | h, ↑⟩, | e, ↓⟩和 | h, ↓⟩. 我们对哈密顿量
在长波近似下, 在Γ附近对波矢k =

√
k2x + k2y展

开到k的二次形式可以得到

H = H0 +HBIA +HSIA. (1)

其中,

H0 = ϵ(k)I4×4

+


M(k) Ak+ 0 0

Ak− −M(k) 0 0

0 0 M(k) −Ak−
0 0 −Ak+ −M(k)

 , (2)

I4×4为4× 4单位矩阵, ϵ(k) = C0 + C2k
2, M(k) =

M0 −M2k
2是二阶展开的质量项, 上下能带间的能

隙为2M0 , 能带的曲率由M2描述, 当M0 ·M2 < 0

时, 材料为拓扑平庸状态: 当M0 ·M2 > 0 时, 材料
为拓扑非平庸状态, 而拓扑非平庸的能带结构会导
致材料边界上产生具有螺旋手征性的边缘态. 在考
虑到实际材料的厚度会对模型参数造成一定影响,
标记为体不对称BIA [18] 项, 表示为

HBIA =


0 0 ∆ ek+ −∆0

0 0 ∆0 ∆hk−

∆ ek− ∆0 0 0

−∆0 ∆hk+ 0 0

 . (3)
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其中k± = kx ± iky, 最后考虑结构反演不对称SIA
项 [19]为

HIA =


0 0 iξ ek− 0

0 0 0 0

−iξ∗ek+ 0 0 0

0 0 0 0

 . (4)

其中的∆h, ∆ e , ∆0, ξ e 参数皆依赖于材料的物理

性质.
为了更加清楚的描述这一模型在磁场下的性

质, 现在只考虑主要哈密顿量H0, 并解析求解此种
情况下的能谱以及加入磁场后朗道能级的性质, 而
具体带入材料参数, 并考虑哈密顿量HBIA跟HSIA

的情况将在后文的数值求解部分中详细给出. 模型
的主要哈密顿量H0可以被严格对角化, 并求得两
支简并的能带

E±
s (k) = ϵ(k) + s

√
M2(k) +A2k2, (5)

s = +1(1)标记了导带价带指标, 能量E上的

±则代表了自旋分量, 此时自旋处在简并状态.
若考虑外加磁场B, 加入矢势形式的轨道磁场
A = (−By, 0, 0), 则有

k → k − e

~c
A. (6)

定义梯子算符:

a†k =
1√
2

(y − y0
lB

− lB∂y

)
, (7)

ak =
1√
2

(y − y0
lB

+ lB∂y

)
. (8)

其中 y0 = l2Bkx, lB =

√
~c
eB

≃ 25√
B(T)

(nm)为磁

长度. 将梯子算符带入哈密顿量最后可得

H0(a, a
†) =


X11 ηa

† 0 0

ηa X22 0 0

0 0 X33 0

0 0 ηa† X44

 , (9)

X11 = (ω2 − ω1)
(
a†a+

1

2

)
−M0,

X22 = (ω2 + ω1)
(
a†a+

1

2

)
+M0,

X33 = (ω2 + ω1)
(
a†a+

1

2

)
+M0,

X44 = (ω2 − ω1)
(
a†a+

1

2

)
−M0.

此时哈密顿量对应的本征向量为

(φ1, φ2, φ3, φ4)

= (| e ↑, n− 1⟩, | h ↓, n− 1⟩, | h ↑, n⟩, | e ↓, n⟩)

相应的朗道能级表达式为

E±
n,s =

1

2

[
± ω1 + 2nω2

+ s
√
(ω2 ± 2(M0 + nω1))2 + 4nη2

]
,(10)

其中 η = −
√
2A/lB, ω1 = −2M2/lB和ω2 =

−2C2/lB. n为整数, 当磁场B为零时, 上式退化
为简并的能量表达式 (5)式, 而非零磁场会造成朗
道能级的劈裂, 后面的数值计算结果也会看到, 交
换场会使能带原来简并的自旋部分劈裂, 但体能隙
保持的非常完整, 当费米面处在体能隙中间时, 交
叉的边缘态谱线从体态中伸展出来跨越能隙与处

在能隙中的费米面相交, 分别贡献量子自旋霍尔电
导, 并且在较大范围磁场的情况下, 该性质也非常
稳定 [20−22].

2.2 讨 论

这部分我们将讨论能谱对磁场的依赖关系以

及相应边缘态的空间分布情况. 在长波极限下, 连
续模型的哈密顿量可以用格点标记的紧束缚模型

来描写, 两者在此种情况下是等价的. 下面我们
就用紧束缚格点模型来研究二维 InAs/GaSb/AlSb
薄膜量子阱. 考虑最近邻跃迁的紧束缚模型, 其实
空间格点模型的哈密顿量可以写作

H = H0 +HBIA +HSIA

=
∑
I,J

{
[(M0 − 4M2)τz1+ i∆0τyσy]c

†
I,JcI,J

+
[
− iA

2
τxσz +M2τz1− i∆e

4
(τz + 1)σx

− i∆h

4
(1− τz)σx − ξ∗e

4
(1− τz)σy

]
c†I+1,JcI,J

+
[
iA
2
τy1+M2τz1+

i∆e

4
(τz + 1)σy

− i∆h

4
(1− τz)σy +

ξe
4
(1− τz)σx

]
c†I,J+1cI,J

+ h.c.
}
. (11)

薛定谔方程满足Hψ(x, y) = Eψ(x, y), 其中 τ表示

轨道空间的泡利矩阵, 而σ表示自旋空间的指标, 1
表示单位矩阵, I, J分别是x , y 方向单位矢量. 考
虑 InAs/GaSb/AlSb薄膜量子阱量子阱的一个 y方
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向取有限格点, 宽度为Ly的条形样品, x方向做周
期性边界条件连接 (窄条圆环状结构, 这一条件可
以对应于傅里叶变换)

c†x,y = Σkx e ikxxc†kx,y
. (12)

则得到由x方向傅里叶变换得到的动量 px = ~kx
依然是好量子数, 对应的哈密顿量

H =
∑
kx,y

{
[(M0 − 4M2)τz1+ i∆0τyσy]c

†
kx,y

ckx,y

+
[
(Aτxσz +

∆ e

2
(τz + 1)σx

+
∆h

2
(1− τz)σx) sin kxa+

(
2M2τz1

− ξ∗e
2
(1− τz)σy

)
cos kxa

]
c†kx,y

ckx,y

+
[
iA
2
τy1+M2τz1+

i∆e

4
(τz + 1)σy

− i∆h

4
(1− τz)σy

+
ξe
4
(1− τz)σx

]
c†kx,y+1ckx,y + h.c.

}
. (13)

此时对应的波函数与实空间波函数有关系

ψ(x, y) = Σkx

e ikxx√
Ly

ϕ(kx, y),

且

Hψ(kx, y) = Eψ(kx, y),

方程 (13)即为材料的理论模型哈密顿量, a 标记
的格点间距, 其他参数与前文一致. 假定磁场在
条形样品 0 < y < L不为零, 且外加磁场B的效

果将包括两部分: 交换场 (塞曼场gτzσz)和矢势形
式的轨道磁场A = (−By, 0, 0), 则有交换场部分
g = g0µBB, g0 =

1

2
(Gh −G e). 2G e (2Gh) 分别是

电子 (空穴)的磁交换劈裂项 [19]. 将矢势取朗道规
范带入动量k, 可得

kx → kx +
eB

~c
y =

eB

~c

(
y +

~ckx
eB

)
, (14)

进一步简化得到

kx → kx +
eB

~c
y =

1

l2B
(y + l2Bkx) =

1

l2B
(y + y0).

(15)

这个形式表明了哈密顿量的主要形式可以是一个

以−y0 = l2Bkx为中心的动量的函数, 这个中心与
磁场大小成正比. 在以下数值计算中, 样品宽度取
Ly = 500a, 其中a = 0.5 nm为格点间距, 费米能
Ef = −0.01 eV, 材料各参数: M0 = −0.07 eV,

M2 = −0.4 eV·nm2, A = 0.03 eV·nm, ∆0 =

0.01 eV, ∆ e = 0.01 eV·nm, ∆h = 0.001 eV·nm,
ξ e = 0.001 eV·nm.
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图 1 (a) 能谱示意图; (b) 相应的电子态密度分布
ρ(kx, y) = |ϕ(kx, y)|2 (对应参数: 材料宽度L = 500a,
磁场B = 1 T, 其中实 (虚)线分别表示费米面上不同动量
kx对应的电子态密度. 红色虚线标记费米面)
Fig. 1. (a) Calculated energy spectrum and (b) corre-
sponding spatial state density distribution ρ(kx, y) =

|ϕ(kx, y)|2 of selected states for L = 500a and B =

1 T, where solid and dotted lines represent different
kx depends on the two states of the Fermi surface.

为了符合实际物理的参数范围, 磁长度

lB =

√
~c
eB

≃ 25√
B(T)

(nm)

远小于材料宽度L = 500a = 250 nm. 如果我们将
费米能选在带隙中, 那么对应一个给定的费米能,
会与能隙中交叉的边缘态有四个交点, 表明有四个
不同的边缘态, 这里统一从左向右依次标记为A,
B, C, D. 通过对波函数的空间分布分析, 我们发现
边缘态A和B局域在样品的一个边界, C 和D局域
在另一个边界. 拿A和B这两个态作为例子进行研
究, 从A和B点所在的色散曲线的斜率很容易看出
两个边缘态是反向传播的 (vk = ∂E(k)/∂k). 也就
是说在样品的一个边界上存在着两个反向传播的

具有相反自旋极化的边缘态, 所以这两支边缘态不
会导致净的电荷流, 但会贡献一个净自旋流, 费米
面与边缘态的交点也直接对应材料边缘上的电子

通道, 从而可以由这些电子的空间态密度分布看出
边缘态随磁场变化的趋势. 正如前面所提到的, 对
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于磁场B = 0的情况, 系统满足时间反演对称性.
是标准的量子自旋霍尔态, 在此不再赘述. 本文的
几幅图给出了B ̸= 0的几种情况下材料一个边界

上两支电子的空间波函数ϕa(kx, y) 和ϕb(kx, y)的

模平方, 即空间态密度分布随空间位置 y的变化:
随着磁场B 的增长, ρa(kx, y) = |ϕa(kx, y)|2 依然
处于边缘 y = 500a, 相反, ρb(kx, y) = |ϕb(kx, y)|2

的形状变矮变宽, 说明了它在空间上朝中心运动的
趋势.
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图 2 (a)能谱示意图 (黑点为边缘态与费米能的交点);
(b)相应的电子态密度分布 ρ(kx, y) = |ϕ(kx, y)|2 (对应
参数: 材料宽度L = 500a, 磁场 B = 5 T, 其中实 (虚)线
分别表示费米面上不同动量 kx对应的电子态密度. 红色
虚线标记了费米面的位置)
Fig. 2. (a) Calculated energy spectrum and (b) corre-
sponding spatial state density distribution ρ(kx, y) =

|ϕ(kx, y)|2 of selected states for L = 500a and B =

5 T, where solid and dotted lines represent different kx
depends on the two states of the Fermi surface. Red
point represents the intersection of band and Fermi
surface.

如图 1 (a)所示, 在非零磁场B = 1 T的情况
下, 系统的能谱形成了水平的朗道能级, 从 (15)式
也可知, 以−y0 = l2Bkx为动量中心的能谱发生了

整体朝−k 方向的移动, 朗道能级间距 (∝ lB)也随
之增大导致原来体带中轨道部分简并的能态发生

劈裂, 但因为此时磁场较小, 轨道部分的劈裂并不
是非常明显, 两个交叉的边缘态在能谱图上的距离
并不明显. 从图 1 (b)可以看出: 材料 y = 0边界上

两条自旋极化的边缘态空间部分的重合依然很大.

为了更加简单清楚, 各图 (a)部分都只画出部
分能谱, 对应于条形圆环状材料的一条边界. 对比
图 1 (a), 图 2 (b)可以看出, 增大的磁场 (B = 5 T)
导致了更加明显的朗道能级, 动量中心位置有了
很大移动, 朗道能级的间距也随之变大, 同时交换
场g ∝ |B|的作用, 导致两种不同自旋能级差变大:
一种自旋的电子能态升高, 而另一种降低, 从而在
能费米面Ef上两支自旋极化相反的电子会表现为:
其中一支自旋极化边缘态与费米面的交点向动量

中心移动, 更加靠近能带的中心, 另一支的交点几
乎不发生移动. 而从电子空间态密度分布可以看
出, 此时其中一支边缘态依然留在边界位置, 而另
一支自旋极化相反的边缘态已经朝中心移动.
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图 3 (a) 能谱示意图 (黑点为边缘态与费米能的交点); (b)
相应的电子态密度分布 ρ(kx, y) = |ϕ(kx, y)|2 (对应参数:
材料宽度L = 500a, 磁场 B = 8.8 T, 其中实 (虚)线分别表
示费米面上不同动量 kx对应的电子态密度)
Fig. 3. (a) Calculated energy spectrum and (b) cor-
responding spatial state density distribution ρ(kx, y) =

|ϕ(kx, y)|2 of selected states for L = 500a and B = 8.8 T,
where solid and dotted lines represent different kx de-
pends on the two states of the Fermi surface. Red point
represents the intersection of band and Fermi surface.

对比图 2 (a), 图 3 (b)所示: 随着磁场的增加,
朗道能级间距继续增大, 边缘态与费米面的交点
也说明了其中一支缓慢进入体能隙的趋势. 通常
情况下, 对有限大小的拓扑绝缘体外加磁场, 并增
大到某一临界值Bc, 系统才会发生相变, 并且这个
相变会导致能隙的关闭再打开, 同时伴随着边缘
态的消失. 而本文中的磁场处于 0 < B < Bc的范

围, 这由体能隙未发生闭合可以看出. 在这个磁场
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范围内, 量子自旋霍尔效应的演变是随磁场增加缓
慢进行的: 不同自旋极化的边缘态随外场分离, 其
中之一局域在原来的边界, 另一支则渐渐进入材料
的内部, 在这一过程中没有发生相变, 材料块体内
部依然是拓扑非平庸的, 边缘态的变化则反映了
材料边缘性质受外加场的影响. 当给定费米能量
Ef = −0.01 eV, 对于上述三个不同磁场, 费米面
上的边缘态在样品表面上的典型空间概率分如各

图 (b)所示. 对于磁场B = 1 T, 自旋向上和自旋
向下极化的两个边缘态都局域在 y = 0 附近, 在
空间上有显著的重叠, 对比较大磁场B = 5 T跟
B = 8.8 T,尽管自旋向下的边缘态依然在y = 0附

近, 可以明显看到自旋向上的边缘态已经从 y = 0

向材料中心移动.
在实际材料的应用当中, 磁场以及杂质的影

响几乎是不可避免的, 所以量子自旋霍尔效应在
磁场跟杂质影响下的稳定性至关重要, 我们的计
算结果和前面定性讨论所建立的物理图像非常一

致 [20−22], 说明了即使在较大范围磁场的作用下
(时间反演对称破坏的情况下)量子自旋霍尔效应
的稳定性依然很好, 这也为其在实际实验材料的可
行性提供了理论支持.

接下来我们将讨论系统在杂质散射 (考虑非磁
性掺杂, 如硅 (Si)的情形)作用下的情况. 假设Si
原子的位置是随机分布的, r是电子坐标算符, rα
是第α 个Si原子的位置, nSi表示原子面密度, 则
N = Ly × Ix × nSi是单位长度窄条状材料面积内

的杂质密度,即x方向单位长度×Ly面积内的Si原
子个数, 最后, 设杂质散射势的大小为V0, 于是得
到掺杂对系统的作用哈密顿量H ′表达式为

H ′ = − 1

π

N=Ly×nsi∑
α=0

V0δ(r − rα). (16)

边缘通道中出现的散射, 我们定义为不同边缘态之
间的弹性散射, 而发生该散射的概率可以定义为散
射动量弛豫时间的倒数, 由费米黄金规则的跃迁
概率求出, 于是有边缘上两支电子之间的散射可
以写为

Tr→r′ =
2π

~
|⟨ψ(x′, y′)|H ′|ψ(x, y)⟩|2 ρ(Ef), (17)

其中ψ(x, y) = Σkx

e ikxx√
Ly

ϕ(kx, y) 代表了实空间波

函数, ρ(Ef) = δ(E − Ef)为电子的费米分布, 在零
温近似下, 可以假设费米面之下的电子不参与散

射, 而只考虑费米面处电子间的散射, 此时, 固定费
米面E = Ef上两支边缘态的散射强度:

Tr→r′ =
2V 2

0

π~

∣∣∣∣ N∑
α=0

∑
kx,k′

x

1

Ly
e ik′

xx
′−ikxxδ(x− xα)

× δ(y − yα)⟨ϕ(k′x, y)|ϕ(k′x, y′)⟩
∣∣∣∣2

=
2V 2

0

π~

∣∣∣∣∣
N∑

α=0

1

Ly
⟨ϕ(k′x, y)|ϕ(kx, y)⟩

∣∣∣∣∣
2

=
2V 2

0

π~
|ns⟨ϕ(k′x, y)|ϕ(kx, y)⟩|

2

=
2V 2

0 n
2
s

π~
|⟨ϕ(k′x, y)|ϕ(kx, y)⟩|

2
. (18)

根据以上公式, 我们在图 4画出了不同费米面
大小情况下的散射强度, 为了使结果清晰明了, 图

中取散射强度的单位为
2V 2

0 n
2
s

π~
, 在费米能取值一定

的情况下, 散射强度的大小由杂质散射势V0与杂

质掺杂面密度ns 决定.
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图 4 不同边缘态之间的散射概率

Tr→r′ =
2V 2

0 n2
s

π~
∣∣⟨ϕ(k′x, y)|ϕ(kx, y)⟩∣∣2 ,

V0为杂质散射强度 (ns为单位长度窄条装材料面积内的

杂质密度, 磁场的变化用不同虚线表示)
Fig. 4. The scattering of the two edge states is defined
as the transition probability from the state

Tr→r′ =
2V 2

0 n2
s

π~
∣∣⟨ϕ(k′x, y)|ϕ(kx, y)⟩∣∣2 ,

V0. Scattering intensity of the impurity represented
as V0, ns is the area density of impurities per unit
length of material, different lines corresponding to the
different magnetic field situations.

如图 4所示, 这里的散射概率代表了在边缘区
域, 两支边缘态受杂质散射的散射程度, 我们考虑
了随机分布的点状杂质, 并假设只有费米面上的电
子参与这个散射过程, 所以在改变费米能 (即横轴
的数值),并保证费米面处于能隙之间的情况下, 会
看到不同磁场下的散射有以下区别: 1)费米能的
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取值范围, 磁场的大小会导致朗道能级间距的变
化, 也使得体能带间的能隙大小随磁场发生变化,
而为了清楚的看到边缘态的性质, 我们将费米面取
在体能隙之间, 不去讨论体电子的性质, 所以体能
隙的宽度对应了费米面的取值范围. 因此可以看
到, 图中三个不同磁场对应散射曲线其横轴的宽度
是不同的. 2)散射的位置, 交换场与外加磁场大小
成正比, 效果是会导致不同自旋的电子能带升高或
降低, 这个过程也表现为能谱上两只边缘态交点的
位置也变化, 由于两支边缘态之间的散射会受电子
耦合作用的影响, 因而两支边缘态交点的位置对应
的散射强度最大, 从图中可以看到, 磁场的变化改
变了散射峰值的位置, 这正是因为交换场的作用改
变了边缘态交点的位置, 所以会使得在不同大小磁
场的作用下, 散射强度的峰值随费米面位置变化发
生偏移. 同时, 对比三种不同磁场大小的散射曲线
可以看出, 散射强度的峰值并没有明显的变化, 说
明了磁场在一定范围内的变化, 并不会明显增加或
减小散射强度, 因此对材料的杂质散射没有太大
影响.

3 结 论

量子自旋霍尔边缘态在时间反演对称性或有

其他对称性的系统中存在, 在时间反演对称性系
统, 拓扑数保证了存在量子自旋霍尔的边缘态, 就
像整数霍尔效应用陈数来表征. 一旦破坏了系统的
时间反演对称性, 物理现象就会变得丰富起来. 我
们讨论了窄条圆环状结构的 InAs/GaSb/AlSb材
料在外加垂直磁场作用下其边缘态的的性质. 外加
磁场破坏了时间反演对称的要求, 通过磁场的变化
引起朗道能级的移动, 导致费米面上的边缘态电子
空间分布发生变化. 两个运动方向及自旋极化相反
的边缘态在空间上被分成了两个通道, 表现为相向
运动的两个量子自旋霍尔态的一支边缘态推向材

料内部, 而另一个边缘态仍然留在外边界, 并且它
们的自旋极化方向和运动方向均没有改变, 所以在
磁场比较小的情况下, 依然存在一个时间反演对称
性破缺的量子霍尔效应, 体能隙没有闭合也表明了
体能带的拓扑性并没有受到太大的影响, 外加磁场

对边缘态的扰动则是导致同边界两支边缘态发生

空间分离的原因. 我们还考虑了非磁性杂质的散射
作用对这一性质的影响, 发现增大磁场的过程没有
使散射强度 (弛豫时间的倒数)有明显变化, 说明了
边缘态受磁场作用而推移的过程并不会受到杂质

散射的影响. 综合以上, 证明了即使存在破坏时间
反演对称性的微扰, 量子自旋霍尔效应也具有一定
的稳定性.
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Abstract
The properties of the edge states in the topological insulator InAs/GaSb/AlSb quantum well in the presence of

a perpendicular magnetic field are studied numerically. The effect of the magnetic field is included in our model by
adding an on-site Zeeman term and a vector potential to the electron wave vector: k+ eA. When the material is in the
topologically nontrivial state, a pair of degenerate counter-propagating spin-polarized edge states exist in the bulk band
gap on each edge of the sample, which are gapless in the absence of the magnetic field due to the protection of the time
reversal symmetry.

Nonzero magnetic field breaks the time reversal symmetry, and leads to Landau levels in the electron energy
spectrum. However, one can still find a pair of counter-propagating spin-polarized edge states in the bulk energy gap
near each sample boundary.The edge states are gapped, and their distributions relative the sample edge depend on the
strength of the magnetic field. With the increase of the magnetic field, one edge state remains located near the sample
boundary, but the other tends to evolve into the bulk gradually. Furthermore, we study the scattering between the two
edge states caused by impurities. We show that the scattering rate is suppressed because of the spatial separation of two
edge states, and shows no significant enhancement when the magnetic field increases, which suggests that even though
the time reversal symmetry is broken, the quantum spin Hall state remains to be relatively robust.

Keywords: topological insulator, quantum spin hall effect, landau levels, edge state
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