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固体表面液滴铺展与润湿接触线的移动分析∗

焦云龙 刘小君 逄明华 刘焜†

(合肥工业大学摩擦学研究所, 合肥 230009)

( 2015年 4月 28日收到; 2015年 8月 25日收到修改稿 )

液滴在固体表面上的铺展行为与润湿特性对许多工业生产过程的研究具有重要意义. 根据液滴在光滑表
面上的受力情况, 建立了液滴平壁铺展的动力学模型. 应用润滑近似方法和二维Navier-Stokes方程, 建立了
液滴沿理想表面铺展的动量和连续性方程. 根据建立的方程, 应用数值解法求解并详细分析了液滴在铺展过
程中膜厚、接触线铺展半径以及铺展速度随时间的变化关系. 研究结果表明: 液滴的铺展过程可分为扩展和
收缩两个阶段, 铺展过程伴随着表面能、动能以及各种势能的相互转化, 液滴最终的铺展半径大小由固体基面
固有的润湿特性所决定; 液滴在铺展过程中出现的 “坍塌效应”与弯曲液面处的Laplace压力差有关; 铺展半
径随时间变化的标定律近似满足 “1/7”次方标度律.

关键词: 铺展行为, 润湿特性, 润滑近似, 标度律
PACS: 68.08.Bc, 47.55.np DOI: 10.7498/aps.65.016801

1 引 言

液滴平壁铺展现象在我们日常生活中随处可

见, 从最简单的变化过程如雨滴沿着窗户玻璃滑
落, 到很复杂的工业过程如半导体元器件的生产 [1]

等. 由于出现在很多工业生产所用到的物理过程
中, 液滴铺展动力学引来了来自物理、数学、工程等
领域的诸多研究 [2,3].

在文献 [4—6]分别建立了液滴在光滑表面和
粗糙表面上的润湿模型之后, 大量关于接触角模型
的研究也随之展开. Lafuma和Quéré [7]在前人的

基础之上, 推测液滴在粗糙表面上存在除Cassie和
Wenzel模型外的第三种状态,该状态下的液滴部分
浸入了粗糙表面的微槽内. 华中科技大学Mei等 [8]

基于Wenzel和Cassie-Baxter模型推导了一种粗糙
表面上的表观接触角模型, 模型预测的接触角大小
与实验数据具有较好的一致性. 上海同济大学王
宇翔课题组 [9]利用多体耗散粒子动力学方法研究

了不同粗糙结构下的液滴浸润特性, 并提出一种简

洁的数值方法来计算接触角, 研究结果对理解液滴
在超疏水表面的浸润状态与运动过程具有重要的

意义.
随着对表面润湿研究的深入, 研究学者发现

单纯地用一个静态接触角模型不能充分描述流体

在固体表面上的动态铺展特性, 于是研究热点集
中到了润湿接触线 [10]、液滴铺展动力学方程 [11]

以及前驱膜 [12]领域. 润湿接触线是指液滴沿固体
壁面铺展时在固 -液 -气三相接触界面上形成的一
条动态的接触线, 润湿接触线处复杂的受力问题
以及接触线的移动机理是润湿动力学中的核心问

题 [13,14]. 清华大学王晓东等 [15−18]以及中南大学

曹晓平和蒋亦民 [19]对粗糙表面下的润湿接触线附

近的力学问题进行了探索和研究, 分别提出了润湿
接触线处的滞后张力与静摩擦阻力模型. 周建臣
等 [20]观察液滴在超疏水表面的受迫振动时, 发现
在 80—200 Hz驱动范围内, 接触线出现了明显的
固着 -移动现象, 并指出液滴对外界驱动力的不同
响应与接触线的振荡行为密切相关. 为了更好地
理解润湿接触线的移动机理, 国内外学者结合液滴
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铺展的动力学方程, 对液滴的铺展和润湿过程进行
了定量描述. 陈石等 [21]通过数学建模从理论上得

到了液滴静态平壁铺展半径与液滴物性参数以及

接触角之间的数学表达式, 研究结果可用于分析
计算液滴在水平壁面上的静态铺展半径和静态高

度. Oron等 [11]建立了液滴在光滑平坦表面上铺展

的三维模型, 利用润滑近似 [22]的方法, 推导了液滴
在光滑平坦表面上铺展的二维Navier-Stokes方程.
Seong 等 [23]研究了液滴在超亲水固体表面上的铺

展特性, 他们用表面化学的方法对固体表面进行了
柱状阵列修饰, 结合实验所得的数据得到润湿接触
线位置随时间变化的 “1/4”次方定律. 中国科学院
力学研究所Yuan和Zhao [3,24]也对液滴铺展的标

定律展开了系统的研究, 通过实验观测与分子动力
学模拟, 采用多尺度相分析方法对液滴在亲水表面
的铺展特性进行探索和论证.

虽然有关于液滴铺展的动力学模型建立已久,
但是液滴在固体基面上的铺展过程并没有系统和

细致的分析, 润湿接触线的铺展半径随时间的变化
规律也没有统一的结论. 基于以上现状, 本文旨在
通过建立液滴平壁铺展的动力学模型, 利用数值方
法求解膜厚演化方程, 结合模拟结果详细描述液滴
在铺展过程中的能量、速度以及半径的变化情况,
为控制和理解液滴铺展方式的演化和发展提供一

定的理论基础.

2 液滴平壁铺展的动力学模型

考虑图 1所示的液滴平壁铺展运动问题. 液滴
的下表面为光滑的固体基底, 上表面为液气界面,
同时考虑重力作用以及自由界面处的表面张力作

用. 为了数学上的处理方便, 黏性液滴的铺展过程
一般采用润滑近似方法 [11], 该理论假定: 液滴在水
平方向上的特征尺度远远大于其在竖直方向上的

特征尺度; 液滴铺展由表面张力主导, 且为不可压
缩Newton流体等温运动. 针对以上假设, 同时考
虑到液滴在水平方向上铺展的各向同性特性, 二维
情况下液滴铺展的Navier-Stokes和连续性方程可
以写为

∂p

∂x
+ ρGx = µ

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂z2

)
, (1)

∂p

∂z
+ ρGz = µ

(
∂2w

∂x2
+

∂2w

∂z2

)
, (2)

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0, (3)

其中, u和w分别为x和 z方向上的速度分量, ρ是
液体密度, µ是液滴的运动黏度, p为压强, Gx 和

Gz分别是重力沿x和 z方向上的加速度.

G 
p 

z/h↼x֒ t↽ 

L

z

x

图 1 液滴铺展过程示意图

Fig. 1. A sketch of droplet spreading process.

3 边界条件的推导

3.1 固液界面处的边界条件

流体沿固体壁面流动时, 传统边界条件为无滑
移边界条件, 即在 z = 0处, w = 0, u = 0. 根据
Navier线性滑移模型图 2 [25], 无边界滑移条件对
应的边界滑移长度 b = 0. 由于滑移长度 b可表示

为uxη/τ ,其中ux为流体在x方向的速度, η为体相
黏度, τ为剪切应力, 当 b = 0时, 剪切应力 τ趋向

于无穷大, 导致了润湿接触线处的应力奇异性 [10].
为了真实地反映液滴在固 -液接触界面上的速度,
消除应力奇异性, 这里采用Navier线性滑移边界条
件, 在 z = 0处:

w = 0, (4)

u = b
∂u

∂z
. (5)

zz

u u

b/ b/

图 2 Navier线性滑移模型

Fig. 2. Navier linear sliding model.

3.2 液气界面处的边界条件

在液气界面 z = h(x, t)处, 液滴沿 z方向上的

速度为

w =
∂z

∂t
=

∂h(x, t)

∂t
= u

∂h

∂x
+

∂h

∂t
. (6)
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另外, 在液气界面 z = h(x, t)处, 由于认为空
气没有黏性, 则液气表面张力是连续的, 所以有

∂u

∂z

∣∣∣∣
z=h

= 0. (7)

最后考虑液气界面处的Laplace-Young边界条
件. 对于弯曲液面来说, 由于液气界面处表面张力
γlv的存在, 在靠近液面的两侧会形成压力差 p, 如
图 3所示. 根据Laplace压强公式, 液气界面处的
Laplace-Young边界条件为

p = −γlv · κ. (8)

z

p

γlv γlv 

O

κ

图 3 球冠状液滴表面的Laplace压力
Fig. 3. Laplace pressure at curved surface inner a
droplet.

4 方程简化及数值计算流程

4.1 方程的无量纲化

润滑近似理论 [11]中假定: 液滴在水平方向上
的特征尺度远远大于竖直方向上的特征尺度, 本文
定义如下特征变量: L为x方向上的特征长度, h0

为 z方向上的特征高度, U0为x方向上的特征速度,
W0为 z方向上的特征速度. 在此基础之上, 引入如
下无量纲量:

ε =
h0

L
≪ 1, Z =

z

h0
,

X =
x

L
=

xε

h0
, W =

w

εU0
,

U =
u

U0
, T =

εU0

h0
t, P =

εh0

µU0
p.

将以上无量纲量代入 (1)—(3)式, 根据润滑近
似理论中的薄膜运动特性, h0相对于L非常的小,
即 ε非常的小, 则在无量化后的控制方程中, 可以
将含有 ε的项舍去. 最后, 将无量纲量还原, 得到最
终结果:

∂p

∂x
= µ

∂2u

∂z2
, (9)

∂p

∂z
+ ρg = 0, (10)

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0, (11)

其中 g为重力加速度.

4.2 考虑弯曲液面曲率的膜厚演化方程

经过润滑近似下的无量纲化过程, 液滴在光
滑表面上铺展的动量控制方程和连续性方程已经

化为简单格式. 结合 2.1节和 2.2 节中所给出的边
界条件, 推导得到速度函数u(x, z, t)和压强函数

p(x, z, t)的数学表达式. 最后在连续性方程 (11)两
侧对 z从0到h积分,代入边值条件 (4)—(6)式以及
速度函数u(x, z, t), 得到考虑弯曲液面曲率的膜厚
演化方程:

µ
∂h

∂t
− ∂

∂x

[(
1

3
h3 + bh2

)
ρg

∂h

∂x

]
+

∂

∂x

[(
1

3
h3 + bh2

)
γlv

∂κ

∂x

]
= 0,

κ =

∂2h

∂x2[
1 +

(
∂h

∂x

)2]3/2 . (12)

4.3 数值计算流程

(12)式给出了考虑重力和表面张力以及边界
滑移影响下的膜厚演化方程, 本文在结合润湿性实
验的基础之上, 给出液滴铺展的初值以及边界条
件, 并对 (12)式进一步简化. 最后利用Matlab编写
膜厚方程求解程序得到方程的数值解, 数值计算流
程图如图 4所示.

4.3.1 初边值条件

规定 t = 0时为液滴铺展运动的初始时刻, 此
时液滴刚接触固体表面形成一球状液滴, 则有

h(x, 0) =
√
R2 − x2,

−R 6 x 6 R. (13)

结合润湿性试验, 数值模拟过程给定液滴体积为
1.5 µL, 利用球体积公式得到初始球状液滴半径
R = 0.7 mm. 在SL200KS接触角测量仪上, 测得
体积为1.5 µL的液滴实际铺展半径L0, 则有

h(x, t) = 0, x = ±L0. (14)
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: t=0 , h↼x֒ ↽= R2-x2, -R x R

n4

τ
r= , a=

6µ

-γlv
, |ra| 5.0? 

, :

x/+L0 , h↼x֒ t↽/

τ n

No

, 

τ n, 

Yes

h↼x֒ t↽

图 4 数值计算流程图

Fig. 4. Flow chart of numerical calculation.

4.3.2 重力项简化

流体力学中, Bo(邦德数)是由于表面张力的
影响确定的一个无量纲量. Bo越大, 表明重力与表
面张力相比占主导作用,反之表面张力占主导作用.
在初值条件中, 给定液滴体积为 1.5 µL, 液滴半径
为0.71 mm, 表面张力为72 N/mm.

Bo =
ρgr2

γlv

=
1000× 10× 0.712 × 10−6

0.072
= 0.07.

表明在液滴体积很小的情况下, 重力在液滴的铺展
过程中几乎不起作用, 铺展过程由表面张力主导.
因此, 忽略重力项后膜厚演化方程进一步简化为

µ
∂h

∂t
+

∂

∂x

[(
1

3
h3 + bh2

)
γlv

∂κ

∂x

]
= 0,

κ =

∂2h

∂x2[
1 +

(
∂h

∂x

)2]3/2 . (15)

5 结果与讨论

5.1 液滴铺展过程分析

5.1.1 液滴铺展过程中的能量变化

图 5 (a)—(i)为液滴在铺展过程中各个时刻
的轮廓示意图. 根据液滴在铺展过程中的半径
变化, 液滴的铺展过程可分为扩展和收缩两个
阶段. 图 5 (a)—(g)为扩展阶段, 液滴的铺展半径
随着时间的增加而增大, 直到半径达到最大值;
图 5 (g)—(i)为收缩阶段, 扩展半径开始变小, 并最
终稳定至平衡位置. 液滴在不同时刻的铺展半径
大小反映了铺展过程中能量的变化情况. 初始时
刻, 液滴在表面张力γlv的作用下呈球状, 表面能最
小 [12], 见图 5 (a); 当液滴刚接触到固体壁面时, 在
表面张力γsl的作用下, 位于铺展前沿的表面层分
子由于受到固体分子强烈的吸附作用而向前加速

运动, 随着固 -液接触面积的不断增大, 液滴的表面
能也逐渐增大, 当铺展半径达到最大时, 液滴的表
面能也达到最大, 见图 5 (g); 此后, 由于固体表面
固有的润湿特性, 润湿接触线在三相表面张力共同
作用下开始收缩, 并最终在平衡接触角位置趋于稳
定 [4], 见图 5 (i).
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(c) t=0.002 s (d) t=0.003 s

(e) t=0.004 s (f) t=0.005 s

(g) t=0.006 s (h) t=0.007 s

(i) t=0.008 s
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图 5 液滴在不同时刻的铺展轮廓示意图

Fig. 5. Droplet contours at different spreading time.

5.1.2 液滴铺展过程中的“坍塌效应”
当液滴铺展到一定位置时, 在中央位置出现了

坍塌, 如图 5 (f)所示. 液滴铺展过程的这种 “坍塌
效应”与弯曲液面处的Laplace压力差有关. 在初

始扩展阶段, 最靠近固 -液接触面的液体分子由于
最先受到固体分子的牵引, 因而向前的铺展速度较
快, 形成前驱膜分子层 [26], 而远离接触面的液体分
子在表面张力的作用下依然呈球状 [12], 见图 5 (b).
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当两侧的液体分子铺展至一定位置时, 处于上端位
置的液体形成另一球状小液滴, 如图 5 (d)所示, 小
液滴内部的Laplace压力随着弯曲液面的曲率不断
增大而增大, 当压力达到一定程度时, 液滴沿 z方

向上的速度突然增大, 从而导致液滴在中央位置
发生坍塌. 正因为 “坍塌效应”的存在, 两侧的液体
分子会继续向前铺展, 形成最大铺展半径Rm, 如
图 5 (g)所示. 由于固体表面固有润湿特性的作用,
此时三相接触线处的表面张力不满足Young方程
平衡条件, 因而接触线开始向液滴中央收缩, 并最
终在平衡接触角处稳定.

总之, 液滴在光滑表面上的铺展过程本质上是
液体分子、气体分子以及固体表面分子的相互作

用过程, 固液分子的相互吸引牵引着润湿接触线不
断向前运动, 并伴随着液滴表面各种能量的相互转
化, 而接触线处的三相表面张力γlv, γsl以及γsv则

共同决定了液滴的最终铺展半径的大小. 为了进一
步验证数值模拟过程的正确性, 我们对比了液滴在
近似光滑的表面上的铺展半径. 在SL200KS接触
角测量仪测得体积为 1.5 µL的水滴的实际铺展半
径约为 1.21 mm, 如图 6所示. 对比数值模拟结果,
如图 5 (i)所示, 液滴铺展至平衡位置时铺展半径约
为1.19 mm, 两者也具有较好的一致性.

2.42 mm

图 6 1.5 µL水滴实际铺展轮廓图

Fig. 6. The spreading contour of 1.5 µL droplet.

5.2 液滴铺展半径随时间变化的标定律

本文在 4.3节中通过给定初边值条件以及对重
力项的简化, 得到了只考虑表面张力作用下的液滴
膜厚演化方程 (15), 通过数值模拟计算得到图 7所
示的铺展半径随时间变化的关系. 从图 7可以很明
显地看出液滴铺展主要分为两个阶段: 在达到最
大铺展半径Rm之前, 液滴处于扩展阶段, 随着时
间的推移, 铺展半径按照一定的规律线性增加, 在
到达最大铺展直径Rm之后, 液滴则在表面张力的

作用下收缩直至平衡位置. 通过坐标系变换, 可以
发现无论是在扩展阶段还是在收缩阶段, 液滴铺
展半径随时间大致都满足 “1/7”次方标度律, 这与
Barenblatt等 [22] 的结论具有较好的一致性.
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图 7 铺展半径随时间的变化关系

Fig. 7. Spreading radius R as a function of time t.

5.3 接触线移动速度随时间的变化规律

图 8为液滴铺展过程中接触线移动速度随时
间的变化. 液滴在初始时刻的速度为 0, 刚接触到
固体表面时, 由于固液间表面张力γsl的作用, 靠近
固 -液接触面的那层液体分子受到强烈的吸引而向
前加速运动, 接触线的移动速度迅速增大. 随着时
间的推移, 运动液滴内部的黏性阻力开始阻碍接触
线的移动, 接触线的移动速度逐渐降低并到达临界
点A(6.273, 0), 如图 8所示. 临界点A表示液滴铺

展过程中扩展阶段的结束和收缩阶段的开始, 此时
液滴向前的移动速度为 0, 铺展半径最大. 处于临
界位置的液滴不稳定, 因为接触线处的表面张力
不满足Young方程平衡条件, 故液滴将开始反向收
缩, 并最终稳定在平衡接触角处.
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图 8 接触线移动速度随时间的变化

Fig. 8. Velocity of contact line v as a function of time t.
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6 结 论

本文首先根据液滴在光滑表面上的受力情况,
建立了液滴平壁铺展的动力学模型, 之后基于二维
Navier-Stokes方程, 推导并利用数值方法求解了液
滴铺展过程中考虑弯曲液面曲率的膜厚演化方程,
定量分析了液滴在铺展过程中膜厚、接触线铺展半

径以及移动速度与时间的变化关系. 数值结果表
明: 1)液滴在光滑表面上的铺展过程可分为扩展和
收缩两个阶段, 铺展半径呈现先增大后减小的变化
趋势, 铺展过程伴随着表面能、动能以及各种能量
的相互转化; 2)液滴在铺展过程中出现的 “坍塌效
应”与弯曲液面处的Laplace压力差有关,液滴最终
的铺展半径Rf由固体基面固有的润湿特性所决定;
3)润湿接触线半径随时间变化的标定律近似满足
“1/7”次方标度律, 与Barenblatt通过自相似变换
得到的结论具有较好的一致性; 4) 接触线移动速度
的变化规律表明, 液滴在铺展过程中存在速度为 0
的临界点, 此时液滴即将进入液滴铺展过程的第二
阶段, 即收缩阶段, 并最终收缩至平衡接触角位置.

需要注意的是, 本文所研究的液滴铺展过程是
基于光滑理想表面, 而真实固体基面由于表面粗糙
度的存在, 液滴的铺展过程以及润湿接触线的移动
规律会有所不同. 另外, 本文膜厚演化方程的推导
只考虑了重力和表面张力的作用, 当液滴体积发生
变化时, 液滴铺展过程中出现的 “坍塌效应”就可能
与液滴自身的重力有关, 这些问题都有待进一步的
探讨和研究.
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Abstract
Droplet spreading behavior on a substrate is closely bound up with the wettability of the substrate, and plays a

critical role in many industrial applications, such as lubrication, painting, coating, and mineral flotation. In this paper,
a dynamical model of droplet spreading on a smooth substrate is established through a mechanical analysis. According
to the lubrication approximation theory and Navier-Stokes equation, a general nonlinear evolution equation or equations
are derived, including the momentum equation, the continuity equation, and the evolution equation of film thickness.
We adopt numerical methods to solve these equations, and also quantitatively analyze the relation among film thickness,
spreading radius, speed of wetting contact line and time in detail. The results show that the droplet spreading process is
mainly divided into two phases, namely expansion phase and contraction phase. Moreover, the spreading process is along
with mutual transformation among surface energy, kinetic energy, and different kinds of potential energies. In addition,
the final spreading radius Rf of droplet is determined by the inherent wettability of solid surface, and the “collapse
effect”, which emerges at t = 0.006 s in the spreading process, is related to Laplace pressure difference of curved liquid
surface. Finally, by controlling the droplet size, we obtain the scaling law of droplet spreading radius with time, which
approximately meets R ∼ t1/7. The scaling law is validated both experimentally and numerically. The results of this
study are expected to enhance our knowledge of the movement of wetting contact line and also provide some guidance
for the wetting theory.

Keywords: spreading behavior, wettability, lubrication approximation, scaling law
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