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广义平面应变锂离子电池柱形梯度材料

颗粒电极中扩散诱导应力分析

彭颖吒 张锴 郑百林† 李泳

(同济大学应用力学研究所, 上海 200092)

( 2015年 12月 31日收到; 2016年 1月 27日收到修改稿 )

柱形梯度材料是最有潜力的锂离子电池电极之一. 为了研究恒压充电过程中柱形梯度材料颗粒电极下力
学机理, 以Li1.2(Mn0.62Ni0.38)0.8O2为例, 讨论弹性模量、扩散系数和偏摩尔体积三个重要材料参数对应力
场影响. 并推导出非均匀柱形颗粒电极的扩散方程和力学方程. 结果表明, 柱形梯度材料纳米电极, 沿着半径
方向Mn 的材料组分升高Ni 的材料组分降低, 其材料结构有利于降低最大径向应力和环向拉应力, 有效地避
免电极的力学失效现象. 并根据计算结果, 对梯度材料电极提出材料结构优化建议.

关键词: 扩散诱导应力, 梯度材料, 广义平面应变, 锂离子电池
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1 引 言

近年来, 由于锂离子二次电池相对于铅 -酸、
镍 -氢和镍 -镉等二次电池, 具有更高的能量密度、
循环寿命更长、开路电压高、自放电率低、环境友

好等优点, 在混合动力汽车和电子设备等领域得
到了广泛的应用 [1−4], 锂离子电池是最具发展潜力
的二次电池之一. 在充放电过程中, 随着锂离子的
嵌入/脱出电极, 电极材料的体积会随之变化. 例
如, 碳作为最普遍应用的锂离子电池的负极, 当其
完全锂化时, 体积膨胀达到 10% [5]. 硅作为新一代
锂离子电池的负极, 完全锂化时, 其体积膨胀高达
400% [6]. 这种由于体积变化而引起的应力, 称为扩
散诱导应力, 简称为扩散应力. 由于高水平扩散应
力是导致电极材料失效, 影响电池性能的主要原因
之一, 因此研究电极材料中的扩散应力对于进一步
提高锂离子电池的性能十分重要.

学者研究发现, 电池容量的降低和材料破坏的
程度与电极颗粒尺寸紧密相关,不同尺寸的电极其
力学性质有很大区别 [7,8]. 因此, 为了降低电极中

的扩散应力将电极尺寸降低至纳米尺寸. 随着电极
尺寸的降低, 比表面积增大, 表面能和表面应力对
减轻在纳米结构电极中的扩散应力起着重要作用.
并且纳米颗粒电极中扩散路径缩短, 调节应力的空
间变大, 这些优势有利于新一代大功率电池的研
发 [9]. 单一纳米材料如LiMn2O4等已广泛应用于

锂离子电池的生产. 但实验表明单相材料电极在升
高温度时的循环性能和电极稳定性较差 [10,11]. 为
了克服单一纳米材料的局限性, 引入了非均匀纳米
结构材料作为锂电池电极材料. 相较于单一材料纳
米电极颗粒, 梯度材料纳米电极颗粒具有更优良的
容量保持能力和充放电效率. 非均匀纳米结构材料
由多种材料组成, 这些组分材料根据不同需求 (如
高导电性、大容量和优良的结构稳定性)而设计 [12].
柱状纳米电极颗粒例如纳米管、纳米线和纳米棒等

在锂离子电池的生产中广泛运用, 因此理解柱状非
均匀纳米颗粒中的力学机制十分重要.

Prussin [13]在 1961年首次类比于温度应力推
导扩散应力. 基于Prussin 的工作, Li等 [14]计算了

实心球、实心柱体和薄板电极中的扩散诱导应力.
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Lee等 [15]研究了当表面应力为常数时, 空心柱状
电极中的扩散应力. Song等 [16]得到了柱形层状电

极中的扩散诱导应力的解析解, 并且根据结果提出
了优化充电方式, 与制造商提出的建议充电方式
一致. 上海大学Zhang等 [17]计算了考虑可逆化学

反应时, 锂离子电池的柱状电极中扩散诱导应力.
Guo等 [18]分析了弹性模量是浓度相关时和静水压

力对柱状电极中扩散诱导应力的影响. Li等 [19]研

究了在考虑可逆化学反应时, 球状梯度电极颗粒中
的力学机制, 并得出非均匀梯度材料参数有利于减
小电极中扩散诱导应力.

目前, 现有的大部分研究工作集中在研究单
相材料在充放电过程中的力学机制, 对多相材
料涉及较少. 研究表明, 单相材料如广泛用于
制造锂离子电池阴极的LiMn2O4在特定温度时,
循环性能较差 [10]. 实验证明, 当材料中Ni的含
量较高时, 材料有更好的电化学性能和温度性.
如Li1.2(Mn0.62Ni0.38)0.8O2, LiNi0.5Mn1.5O4

[10,20].
研究表明, LiMnxNi1−xO2二元正极材料表面Mn
含量过高时, 表面Mn的溶出导致电极性能的劣化,
因此电极表面Mn的成分不宜过高 [10]. 本文研究
非均匀梯度材料Li1.2(Mn0.62Ni0.38)0.8O2. 图 1为
Li1.2(Mn0.62Ni0.38)0.8O2材料柱状电极的结构示意

图. 柱形电极圆心处Ni材料组分较高, Ni的含量
随着半径增大而降低, Mn的含量随着半径增大而
升高, 材料连续变化. 由于内部组分材料连续过渡,
材料参数随着Mn和Ni的比例沿轴向连续变化, 即
材料参数是坐标的函数. 本文研究一个柱形非均
匀梯度材料电极在恒压放电下扩散应力的分布,
并对非均匀梯度材料的三个主要参数 (扩散系数D,

Li+ Li+

R

Z

(a) (b)

r

Ni

Mn

图 1 (网刊彩色) (a) Li1.2(Mn0.62Ni0.38)0.8O2材料柱

状电极的结构示意图; (b)横截面示意图
Fig. 1. (color online) (a) Framework of cylindrical
lithium battery electrode in Li1.2(Mn0.62Ni0.38)0.8O2

material; (b) the cross section of cylindrical lithium
battery electrode.

弹性模量E, 偏摩尔体积Ω) 对扩散应力的影响进
行讨论. 根据结果, 对梯度材料电极提出材料结构
优化建议.

2 理论模型

2.1 力学模型

如图 1所示, 在柱坐标系 (r, θ, z)下, 计算电极
的扩散诱导应力和其浓度分布. R为柱形电极

的半径. 当电池充电时, 锂离子沿径向从电解液
嵌入电极. 假设三个材料参数沿径向线性连续
变化, 即扩散系数D, 弹性模E, 偏摩尔体积Ω为

D(r), E(r), Ω(r). 根据轴向应力条件, 轴向应变有
以下三种情况.

1)平面应变假设,

εzz = 0. (1)

2)广义平面应变假设,

Fz =

∫ R

0

2πrσzdr = 0. (2)

3)平面应力假设,

σz = 0. (3)

由于柱形电极的对称性, 可用ur(r)表示电极

的径向位移, w代表轴向位移, 其中k 为常数. 由
于纳米棒电极可视为一端固定在基底一端自由, 故
采用广义平面应变条件较符合真实情况. 在小变形
假设下, 径向应变 (εrr), 切向应变 (εθθ)和轴向应变
(εzz)可表示为:

εrr =
∂ur

∂r
, εθθ =

ur

r
, εzz =

∂w

∂z
= k. (4)

将Prussin推出的扩散应力从一维拓展到三维 [12],
得到本构方程:

εrr −
Ω

3
C =

1

E
[σr − ν(σθ + σz)],

εθθ −
Ω

3
C =

1

E
[σθ − ν(σr + σz)],

εzz =

2

∫ R

0

r

(
ΩEC

3
− ν(σr + σθ)

)
dr

ER2
, (5)

其中σr, σθ, σz分别代表径向应力,切向应力和轴向
应力. Ω 是偏摩尔体积, C为锂离子浓度. ν为泊

松比. 由于原子在电极中扩散的过程大于电极达
到平衡. 因此, 在充放电过程中将电极视为静态力
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学平衡. 在忽略体力的情况下, 柱坐标系下的平衡
方程为

dσr

dr +
σr − σθ

r
= 0. (6)

结合方程 (4)和 (6), 可得到由位移表示的拉梅
方程为

(λ+ 2µ)
d2ur

dr2 +

[
dλ
dr + 2

dµ
dr +

(λ+ 2µ)

r

]
dur

dr

+

[
2

r

dλ
dr − (λ+ 2µ)

r2

]
ur

=
1

3

d
dr [(3λ+ 2µ)ΩC], (7)

其中λ和µ为拉梅常数:

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
. (8)

当电极材料为单相材料, 且在初始时刻 t = 0

时, 即 dλ
dr = 0,

dµ
dr = 0,

∂C

∂r
= 0. 方程 (7)可

简化为

d2ur

dr2 +
1

r

dur

dr − ur

r2
= 0, (9)

(9)式与弹性力学柱坐标系下的平衡方程一致.

2.2 扩散模型

当锂离子扩散时, 其驱动力为化学势能梯度
µs. 考虑静水压力σh对化学势能的影响时, 化学势
能的表达式为

µs = µ0 +RT lnC −Ωσh, (10)

其中µ0为常数, R为气体常数, T为绝对温度, σh

为静水压力

σh =
1

3
(σr + σθ + σz). (11)

则通量J的表达式为

J = −MC∇µs = −D

(
∇C − ΩC

RT
∇σh

)
, (12)

其中M为锂离子的迁移率, D = MRT 为扩散

系数.
根据物质守恒定律, 可得

∂C

∂t
+∇ · J = 0. (13)

将方程 (12)代入方程 (13), 可得到柱坐标系的扩散
方程:

∂C

∂t
−D

[
∂2C

∂r2
+

1

r

∂C

∂r
− 2C

RT

∂σh

∂r

∂Ω

∂r

− σh

RT

∂Ω

∂r

∂C

∂r
− Ω

RT

∂σh

∂r

∂C

∂r

− σhC

RT

(
∂2Ω

∂r2
+

1

r

∂Ω

∂r

)
− ΩC

RT

(
∂2σh

∂r2
+

1

r

∂σh

∂r

)]
+

(
∂D

∂r

)(
∂C

∂r
− σhC

RT

∂σh

∂r

)
= 0. (14)

当梯度材料退化为单相材料, 并且忽略静水压
力对扩散的影响, 即 dλ

dr = 0,
dµ
dr = 0,

∂σh

∂r
= 0, 则

方程 (14)可退化为

∂C

∂t
+D

[
∂2C

∂r2
+

1

r

∂C

∂r

]
= 0. (15)

方程 (15)与根据菲克定律得出的柱坐标系下扩散
方程一致 [21].

假设电极浓度在初始时刻为C0, 且中心处的
浓度为有限值. 当柱形电极表面锂离子浓度保持恒
定Cmax. 此时充电过程称为恒压充电. R为柱形电

极的半径. 边界条件和初始条件为

C(r, 0) = 0, 0 6 r 6 R,

C(R, t) = Cmax, t > 0,

C(0, t) = finite, t > 0. (16)

由于材料的非均匀, 以及力学方程和扩散方程相互
耦合,求得解析解十分困难,所以利用COMSOL对
扩散方程和力学方程耦合求解.

3 结 果

圆柱形电极的半径为R = 8 µm. 由于

Li1.2(Mn0.62Ni0.38)0.8O2材料内部Ni的含量较高,
而表面处Mn的含量较高. 且当材料中Ni的
含量升高时, 材料的偏摩尔体积升高; 当Mn
的含量上升时, 其弹性模量增大. 为了模拟

Li1.2(Mn0.62Ni0.38)0.8O2材料, 假设材料参数沿径
向线性变化, 弹性模量从中心 0.5E到表面 1.5E. 扩
散系数从中心 1.5D到表面 0.5D. 偏摩尔体积从中
心 1.2Ω 到表面 0.8Ω. 为了讨论三个参数对电极
中应力分布的影响, 分别取一个参数为坐标的函
数, 其他两个参数为常数进行计算, 并且将非均
匀材料与单相材料LiMn2O4 的计算结果进行对

比. 取LiMn2O4材料作为材料参数, 各参数值如
表 1所列.

100201-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 10 (2016) 100201

依上所述, 弹性模量、扩散系数和偏摩尔体积
是线性坐标的函数. 其材料参数函数如下:

E = 0.5× E +
E

R
× r, (17)

D = 1.5×D − D

R
× r, (18)

Ω = 1.2×Ω − 0.4×Ω

R
× r. (19)

表 1 LiMn2O4材料参数

Table 1. Material parameter of LiMn2O4.

材料参数 值

泊松比 ν 0.3

杨氏模量E/Pa 1.9× 1011

最大浓度Cmax/mol·m−3 2.3× 104

偏摩尔体积Ω/mol·m−3 3.497× 10−6

扩散系数D/m2·s−1 7.08× 10−15

图 2为恒压充电下柱形电极在不同无量纲时
间 τ = t×D/R2,锂离子浓度 (a), 径向应力 (b),环
向应力 (c)和轴向应力 (d)沿径向的分布图. 图中

实线代表材料参数为坐标函数的非均匀材料, 虚
线代表单相材料, 颜色相同表示在相同的无量纲
时间 τ下的分布图. 观察图 2 (a), 图形与Cheng和
Verbrugge得到的球形纳米颗粒电极结论一致 [22].
在无量纲时间 τ = 0.0574时, 锂扩散到柱形电极中
心. 充电完成时, 柱形电极中锂浓度为常数Cmax.
对于均匀柱形电极, 在 τ = 0.0574时, 径向应力在
中心处达到最大值, 且沿着径向方向径向应力单调
递减, 至表面 (r/R = 1)径向应力为零. 环向应力
在中心处为拉应力, 在表面处为压应力. 轴向应力
在横截面上始终保持压应力, 应力值从中心到表面
逐渐增大. 对比分析非均匀材料和均匀材料. 由于
电极材料的弹性模量从中心到表面线性增加, 外部
对内部的变形有约束作用. 柱形电极中心处径向
位移减小. 当 τ = 0.0574时, 中心处的径向应力降
低, 且最大径向应力位置改变. 当锂扩散到圆心时,
中心处的环向拉应力相对减小, 表面处的环向压应
力增大. 由于电极径向位移受到约束, 偏摩尔体积
不变,即当单位锂嵌入电极时所引起的体积变化不
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图 2 (网刊彩色) 当弹性模量E为坐标函数E(r)时, 柱状电极在恒压充电下, 锂离子浓度 (a), 径向应力 (b), 环向
应力 (c)和轴向应力 (d)沿径向的分布
Fig. 2. (color online) When the Elastic modulus is considered to be function of radial coordinate E(r) in
cylindrical electrode for potentiostatic operation, the distribution of lithium concentration (a), radial stress
(b), hoop stress (c), axial stress (d) along the radial direction.
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变, 电极横截面的轴向应变增大. 因此在 τ = 0.2
时, 圆心径向拉应力减小, 径向压应力相应增大, 表
面处的轴向压应力增大. 综上所述, 弹性模量沿着
轴向线性增加, 限制电极圆心处的径向位移, 有利
于减小最大径向拉应力和中心处的环向拉应力.

图 3为扩散系数为坐标函数D(r)的材料, 对
锂离子浓度分布和应力场的影响. 扩散系数代表材
料的锂扩散能力的大小. 对比两种材料的结果, 锂
离子扩散到中心处的时间相对变长, 这是由于表面

处的扩散系数较小, 锂浓度梯度相同时, 单位时间
通过单位面积的锂的数量减少. 因此对锂从电极表
面到内部的扩散有一定限制作用. 在无量纲时间
τ = 0.0574时, 中心处的最大径向应力减小; 中心
处的环向拉应力相对减小, 表面处的环向压应力增
大; 中心处的轴向压应力减少, 表面处的轴向应力
不变. 扩散系数从中心 1.5D线性降低到表面0.5D,
锂的扩散过程受到限制, 电极内部的锂浓度变大.
因此在 τ = 0.2时, 梯度材料的中心处拉应力增大.
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图 3 (网刊彩色) 当扩散系数D为坐标函数D(r)时, 柱状电极在恒压充电下, 锂离子浓度 (a), 径向应力 (b), 环向
应力 (c)和轴向应力 (d)沿径向的分布图
Fig. 3. (color online) When the diffusion coefficient is considered to be function of radial coordinate D(r) in
cylindrical electrode for potentiostatic operation, the distribution of lithium concentration (a), radial stress
(b), hoop stress (c), axial stress (d) along the radial direction.

图 4为恒压充电下梯度材料柱形电极在不同
无量纲时间 τ , 锂离子浓度 (a), 径向应力 (b), 环向
应力 (c)和轴向应力 (d)沿径向的分布图. 对比分析
两种材料, 可以看出偏摩尔体积的变化对离子浓度
影响较小. 由于偏摩尔体积沿径向线性降低, 柱形
电极嵌入单位锂时, 所引起体积变化沿径向降低,
限制柱形电极中心处变形. 横截面上径向拉应力减
小. 中心处的环向拉应力降低, 表面处的环向压应
力减少, 环向应力沿径向的分布更平缓. 轴向应力
在中心变化较小, 在表面处明显降低, 这与图 4中

观察的结果一致. 一般认为环向拉应力是导致电
极材料发生破坏的主要原因 [23−27]. 图 5为柱形电
极圆心处的环向应力, 随无量纲时间 τ变化的曲线.
其中实线代表三个主要参数为坐标函数的非均匀

材料, 虚线为均匀材料. 观察图 5 , 圆心处的环向
应力在初始时刻为拉应力, 逐渐上升到 τ = 0.0574

附近时达到最大值然后逐渐降低. 当弹性模量、扩
散系数和偏摩尔体积为坐标函数时, 圆心处最大
环向应力减小. 并且当弹性模量、偏摩尔体积为
E(r), Ω(r)时, 随着充电过程圆心处的环向应力由
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拉应力变为压应力. 而扩散系数的变化, 使得电极
中锂浓度梯度变化较大, 在 τ = 0.0135附近时, 非
均匀材料中心处的环向拉应力大于均匀材料. 综合

以上结果, Li1.2(Mn0.62Ni0.38)0.8O2的材料结构在

一定程度上有利于降低柱形电极中心处的最大环

向拉应力, 有利于防止电极破坏.
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图 4 (网刊彩色) 当偏摩尔体积Ω为坐标函数Ω(r)时, 柱状电极在恒压充电下, 锂离子浓度 (a), 径向应力 (b), 环
向应力 (c)和轴向应力 (d)沿径向的分布图
Fig. 4. (color online) When the partial molar volume is considered to be function of radial coordinate Ω(r) in
cylindrical electrode for potentiostatic operation, the distribution of lithium concentration (a), radial stress
(b), hoop stress (c), axial stress (d) along the radial direction.
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图 5 (网刊彩色) 实线为弹性模量、扩散系数和偏摩尔体
积分别为坐标函数E(r), D(r), Ω(r)的非均匀材料, 虚线
为单相材料. 柱形电极圆心处的环向应力随着无量纲时间
τ 的变化曲线

Fig. 5. (color online) The solid lines represent the
materials that Young’s modulus, diffusion coefficient
and partial molar volume are the position functions
E(r), D(r), Ω(r) respectively. The dashed line means
the single-phase material. The development of radial
stress at center of cylindrical electrode.

4 结 论

本文建立了非均匀柱形纳米颗粒电极的恒压

充电模型. 在小变形和广义平面应变的假设下, 推
导了非均匀柱形纳米电极颗粒的力学方程和扩散

方程. 并以材料Li1.2(Mn0.62Ni0.38)0.8O2为例, 讨
论了三个材料参数, 杨氏模量、扩散系数和偏摩尔
体积对电极中扩散应力的影响. 假设三个材料参
数是坐标的线性函数. 弹性模量沿径向增大, 外部
对中心处的位移有约束作用, 最大径向应力减少且
其位置改变, 中心处的环向拉应力减少. 扩散系数
沿着径向减小, 对从表面到中心锂的扩散有限制作
用, 最大径向拉应力和中心处轴向应力降低. 偏摩
尔体积沿着径向降低, 中心处由锂嵌入引起的体积
变化大于表面处的体积变化, 环向应力在横截面上
分布更平缓, 且表面处的轴向应力降低. 因此梯度
材料中心Ni成分高, 表面Mn成分高的材料结构有
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效地降低拉应力, 进而有利于避免由于应力过大而
引起的电极材料破坏.
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Stress analysis of a cylindrical composition-gradient
electrode of lithium-ion battery in generalized

plane strain condition
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Abstract
A novel cylindrical composition-gradient electrode is considered to be one of most potential structures in lithium-ion

battery. To investigate the mechanism of a cylindrical composition-gradient electrode under potentiostatic operation,
we take Li1.2(Mn0.62Ni0.38)0.8O2 for example. The effects of the three main factors, i.e., diffusion coefficient, Young’s
modulus, partial molar volume of solute, on the stress field in the cylindrical electrode are discussed. Each of the three
material parameters is assumed to be a linear function of the distance from the center to surface. The small deformation
theory and thermodynamic theory are employed to establish the mathematical model of composition-gradient cylindrical
electrode. The mechanics equations and diffusion equation of cylindrical electrode are derived for an inhomogeneous
material in plane strain condition. By comparing with single-phase electrode, it is found that Young’s modulus increasing
from the center to the surface greatly reduces the max tensile radial stress and tensile hoop stress and changes the location
of max radial stress since the radial displacement of the center is restricted. The time for the lithium-ions to reach the
center is longer and the tensile stress near the center decreases at dimensionless time τ = 0.0574 when diffusion coefficient
decreases along the radial direction. Owing to the smaller diffusion coefficient at the surface, there is a reduction in
the number of lithium-ions through the unit area in unit time when their corresponding concentration gradients are the
same. The variation of partial molar volume means that the volume expansion caused by the intercalation of lithium-ions
decreases along the radial direction. Therefore the partial molar volume decreasing along the radial direction considerably
reduces the radial stress and the distribution of tangential stress becomes flat. The center point is picked, showing the
development of hoop stress. The results show that the hoop stress increases and reaches a maximal value close to the
dimensionless time τ = 0.0574. Maximal tensile hoop stress at the center is reduced in an inhomogeneous material. The
tensile hoop stress turns into compressive stress over time when elastic modulus and partial molar volume are denoted
with E(r) and Ω(r) respectively. The results indicate that the cylindrical composition-gradient electrode with core
enriched Ni and edge enriched Mn reduces the max tensile radial stress and tensile hoop stress. It is an efficient way
to avoid mechanical fracture in electrode since evidence has accumulated that tensile stress is the lead cause of crack in
electrode. The result also provides useful guidance for mitigating the stresses in a cylindrical electrode.

Keywords: diffusion-induced stresses, composition-gradient materials, generalized plane strain,
lithium-ion battery
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