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非简谐振动对石墨烯杨氏模量与声子频率的影响∗

程正富 郑瑞伦†

(重庆文理学院电子电气工程学院, 重庆 402160)

( 2016年 1月 5日收到; 2016年 2月 19日收到修改稿 )

在哈里森键联轨道法框架下, 考虑到原子的短程相互作用和原子的非简谐振动, 应用固体物理理论和方
法, 得到了石墨烯的力常数、杨氏模量、扭曲模量、泊松系数以及声子频率随温度的变化关系, 探讨了非简谐
振动对它们的影响. 结果表明: 1)杨氏模量与声子频率等随温度变化并遵从一定的规律, 其中力常数、杨氏模
量、扭曲模量随温度升高而增大, 但变化较小; 声子频率随温度升高而增大但变化较快; 泊松系数随温度升高
而较快地减小; 2)石墨烯原子具有沿键长方向的纵振动和垂直键长方向的横振动, 但以纵振动为主, 纵振动的
非简谐效应远大于横振动, 横振动的简谐系数 ε′0 和第二非谐系数 ε′2均小于纵振动的相应值 ε0, ε2; 比值为
ε0/ε

′
0 ≈ 8.477, ε2/ε

′
2 ≈ 156; 3)若不考虑非简谐振动项, 则石墨烯的力常数、杨氏模量和扭曲模量、泊松系数、

声子频率均为常量, 与实验不符合; 同时考虑到原子的第一、二非简谐振动项后, 它们均随温度升高而变化,
而且温度愈高, 原子振动的非简谐效应愈显著. 本文的结果与文献的实验结果符合较好.

关键词: 石墨烯, 非简谐效应, 杨氏模量, 声子频率
PACS: 47.11.Mn, 63.20.–e, 63.22.Rc, 65.80.Ck DOI: 10.7498/aps.65.104701

1 引 言

自 2004年Novoselov等首次用机械剥离法得
到单原子厚的石墨烯以来, 由于它具有优异的电
学、力学和热学性质以及广泛的应用前景, 已成为
当今国际科技研究前沿之一, 目前已有不少文献对
它的制备、性质等进行了研究 [1−3]. 文献 [4]用化
学气相沉积制备了石墨烯并对电学性质进行了实

验研究. 在理论上, 文献 [5]用分子动力学研究了
石墨烯的输运性质. 文献 [6]利用第一性原理, 研
究了掺杂六角形石墨烯电子输运性质, 发现负微分
电阻现象. 文献 [7]对SiC(0001)外延生长石墨烯的
调制掺杂和界面磁性进行了研究. 文献 [8]用分子
动力学方法, 研究了不同堆积方式的多层石墨烯在
不同温度下的表面起伏. 在吸附性能上, 文献 [9]
基于密度泛函理论的投影缀加波法研究了Au, Ag,
Cu 吸附在缺陷石墨烯单侧和双侧体系的吸附能和

电子结构. 2011年Davydov和Subinova [10]提出了

一种石墨烯态密度简化模型 (简称M-模型), 2015
年他们又对无定形石墨烯的吸附和态密度做了论

述 [11]. 至今人们对石墨烯电学等性质研究较多, 而
对它的热力学性质研究较少, 至于它的非简谐特征
则才开始研究. 对明显非简谐特征的热膨胀现象,
文献 [12—15] 在简谐近似下, 分别利用密度泛函理
论、蒙特卡罗方法、非平衡格林函数法、基于第一

性原理的分子动力学, 对石墨烯的热膨胀现象进行
研究, 求出线膨胀系数, 理论结果与文献 [16]给的
实验值有不同程度的误差. 为使理论更接近实验,
2011年文献 [17]采用哈里森键联轨道法, 在只计及
第一非简谐项和忽略短程原子互作用情况下, 对石
墨烯的热膨胀系数作了计算, 结果得到的线膨胀系
数不仅误差较大, 而且总为负值. 对另一个具有明
显非简谐特征而有重要应用价值的弹性模量, 文
献 [17]的计算结果为常量. 上述研究给出了在某温
度这些量的值, 反映不出这些量随温度变化的规律
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和原子振动的非简谐特征, 而且对杨氏模量与声子
频率等这些具有重要理论和应用意义的量的变化

规律未涉及. 鉴于石墨烯这些热力学量随温度变化
规律和原子振动非简谐效应的重要性, 本文将在考
虑到短程原子互作用和原子振动的第一、二非简谐

项的情况下, 研究石墨烯的力常数、杨氏模量和扭
曲模量以及声子频率随温度的变化规律, 分析石墨
烯形变特性和原子振动的非简谐效应.

2 物理模型和简谐系数与非简谐系数

我们研究的石墨烯是由N个碳原子构成的二

维六角格子平面系统, 设平面为OXY 平面, Z轴

垂直向上, 坐标系选取如图 1 . 文献 [17]用哈里森
键连轨道法, 求出未考虑短程相互作用情况下, 一
个原子的平均相互作用能. 文献 [18]进一步考虑到
原子短程相互作用, 将相互作用能写为

φ = −V2

[
1 +

9R

V2d12
+ 5β2

(
V1

V2

)2]
, (1)

式中的V2为两原子的 sp2轨道σ键的共价能, 它与
原子间距离d的平方成反比

V2 = 3.26
~2

md2
=

B

d2
,

这里m为自由电子的质量; V1为金属化能, R =

0.154× 104[~2/(2m)]a100 , a0为玻尔半径.

d

 



 x

图 1 石墨烯的结构示意图

Fig. 1. The structural diagram of the graphene.

将φ(d)在平衡位置 d0附近展开, 偏离 δ =

d− d0很小时, 有

φ(δ) = φ(d0) +
1

2
ε0δ

2 + ε1δ
3 + ε2δ

4 + · · · , (2)

其中, ε0, ε1, ε2分别是简谐系数、第一和第二非简
谐系数. 由 (1)式求得:

ε0 =
4

d20
V2

[
1− 10

3

(
V1

V2

)2]
,

ε1 = −16V2

3d30

[
1− 5

3

(
V1

V2

)2]
,

ε2 =
20V2

3d40

[
1− 1

3

(
V1

V2

)2]
. (3)

3 石墨烯的力常数

文献 [19]在分析金刚石弹性势的基础上, 给出
石墨烯的形变势φ e为

φ e = 3|ϕ0|+ |φ0|
3∑

i=1

F (Ri)
3∑

i,j<i

f(Ri ·Rj),

F (Ri) = e−2γ(R2
i−d2)/d2

− 2 e−γ(R2
i−d2)/d2

,

f(RiRj) =
1

3
e−η(RiRj cos θij+ 1

2d
2)/d2

, (4)

其中, φ0是未形变时石墨烯一个键的键能, Ri和ri

分别是已形变和未形变时离原子 0最近邻的第 i个

原子的位矢, θij是两键之夹角, γ和 η为形变参量.
由力常数的定义并结合图 1 , 求得力常数为 [19]:

C11 =
|φ0|√
3d3

(
12γ2 + η +

54γ2η

12γ2 + η

)
,

C12 =
|φ0|√
3d3

(
12γ2 + η − 54γ2η

12γ2 + η

)
,

C44 =
|φ0|√
3d3

(
54γ2η

12γ2 + η

)
. (5)

考虑到原子的非简谐振动后, 原子间距离d将

不再是常数d0, 变为d = do + ς̄. 温度不太高时的
平均位移 ς̄与温度的关系为 [20]

ς̄ =− 3ε1kBT

ε20

[
1 +

3ε2kBT

ε20
+

(
3ε2kBT

ε20

)2]
. (6)

由 (6)式可求得在温度不太低和不太高时的线膨胀
系数αl为

αl =
1

d0

[
3ε1kB

ε20 − 3ε2kBT
− 9ε1ε2k

2
BT

(ε20 − 3ε2kBT )2

]
. (7)

4 石墨烯的杨氏模量和扭曲模量

文献 [17]给出石墨烯的弹性模量B与原胞面

积Ω = (
√
3/2)d2 的关系为B = ε0d

2/Ω, 其中原子
间距d = d0(1 + αlT ), 由此得到弹性模量随温度的

变化为

B(T ) =
ε0
Ω
[d0(1 + αlT )]

2. (8)

杨氏模量E、扭曲模量D、泊松系数σ与力常

数C11, C44的关系由下式表示
[21,19]:

E =
9BC44

3B + C44
,
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σ =
1

2

(3B − 2C44)

(3B + C44)
,

D =
Eh3

12(1− σ2)
, (9)

式中的h为单层石墨烯的厚度, 理想情况下等于碳
原子的直径2r0. 将 (5), (7), (8)式代入 (9)式, 得到
E, D, σ随温度的变化关系. 可看出: 简谐近似下,
�(ε1 = ε2 = 0), αl = 0, 弹性模量、杨氏模量、扭曲
模量均为常量, 非简谐效应使它们随温度而变.

5 石墨烯的声子频率

石墨烯的原子除沿键联方向作纵振动外, 还会
沿垂直键联方向作横振动. 前者表示键长的改变,
后者表示石墨烯绕垂直平面轴转动 (图 2 ). 所以石
墨烯的形变既有沿键长方向的微小变化, 又有绕垂
直轴的微小转动. 描述纵振动的纵声子频率由描述
沿键长方向变化的简谐系数 ε0决定, 而描述横振动
的横声子频率由绕轴旋转的简谐系数 ε′0决定, 比值
描述了两种振动和形变的大小关系. 当只有键长变
化时, ε′0 = 0, ε0/ε′0 = ∞; 若 ε0 > ε′0, 属于键长变
化为主的形变; 若 ε0 < ε′0, 属于旋转为主的形变.

x

y

x

y



(a)

(b)

                                    

d

θ

图 2 石墨烯原子的纵振动 (a)和横振动 (b)
Fig. 2. The longitudinal vibration (a) and the trans-
verse vibration (b) of the graphene.

为了计算描述旋转的简谐系数 ε′0以及非简

谐系数 ε′1, ε′2, 设系统绕轴旋转一微小角度 θ,

将它视为扰动. 文献 [22]计算系统绕轴转一很
小角度 θ时V2的变化 δV2, 在将 cos θ展开取近似
时, 取至前两项, 计算了 ε′0, 由此得到的声子频
率比文献 [23]给的实验值小 1—1.5倍. 为了克服
其不足, 这里将 cos θ展开取近似取至第 3项, 即
cos θ ≈ 1− θ2/2 + θ4/24, 求得

δV2 =

(√
2

3
Vspσ +

2

3
Vppσ

)
θ2

−
(√

2

36
Vspσ +

1

6
Vppσ

)
θ4, (10)

这里的Vspσ = ⟨s|V2|p⟩, Vppσ = ⟨p|V2|p⟩, Vssσ =

⟨s|V2|s⟩分别是V2在相应的原子波函数 |s⟩和 |p⟩
中的矩阵元, 值为: Vssσ = −4.9885 eV, Vspσ =

5.3663 eV, Vppσ = 8.3896 eV. 将 (1)式中的V2换为

V ′
2 = V2(d) + δV2(θ), 得到考虑转动后原子的平均
作用能φ′, 进而求得描述旋转的简谐系数

ε′0 =
1

d20

(
∂2φ′

∂θ2

)
θ=0

,

第一非简谐系数

ε′1 =
1

6d30

(
∂3φ′

∂θ3

)
θ=0

,

第二非简谐系数

ε′2 =
1

24d40

(
∂4φ′

∂θ4

)
θ=0

为:

ε′0 =− 2

3d20

(√
2

3
Vspσ +

2

3
Vppσ

)[
1− 10

3

(
V1

V2

)2]
,

ε′1 =0,

ε′2 =
1

3d40

(√
2

36
Vspσ +

1

6
Vppσ

)[
1− 10

3

(
V1

V2

)2]
,

(11)

由 (3)和 (11)式看出: 石墨烯原子横振动和纵振动
的非简谐效应不同, 描述这两种振动的非简谐效应
的强弱的系数比值 ε2/ε

′
2取决于共价能等.

在波矢 q = 0时纵声子 (LO)和横声子 (TO)频
率以及 q = 2π/d处的声子频率由下式决定 [22]:

νLO(0) = νTO(0) =
1

2π

√
8(ε0 + 8ε′0)

3M
,

νTA(2π/d0) =
1

2π

√
12ε′0
M

,

νTO(2π/d0) =
1

2π

√
8(ε0 + ε′0/2)

3M
, (12)
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考虑到非简谐效应后, 原子振动的角频率ω与

温度T有关 [24]:

ω(T ) = ω0

[
1 +

(
15ε21
ε30

− 3ε2
ε20

)
kBT

]
, (13)

由此得到, 考虑到非简谐振动后声子频率与温
度T的关系为

νLO(0) = νTO(0)

=
1

2π

√
8(ε0 + 8ε′0)

3M

×
[
1 +

(
15ε21
ε30

− 3ε2
ε20

)
kBT

]
, (14)

νTA(2π/d0)

=
1

2π

√
12ε′0
M

[
1 +

(
15ε21
ε30

− 3ε2
ε20

)
kBT

]
, (15)

νTO(2π/d0)

=
1

2π

√
8(ε0 + ε′0/2)

3M

×
[
1 +

(
15ε21
ε30

− 3ε2
ε20

)
kBT

]
. (16)

6 非简谐振动对石墨烯杨氏模量和
声子频率的影响

现讨论原子非简谐振动对石墨烯杨氏模

量等热力学性质的影响并求出声子频率. 文

献 [17]给出: 平衡时键长 d0 = 1.42 × 10−10 m,
V2 = 12.32 eV, V1 = 2.08 eV, 而R = 10.08 eV·
(10−10 m)12. 将这些数据代入 (3)式求得 ε0 =

3.5388× 102 J·m−2, ε1 = −3.49725× 1012 J·m−3,
ε2 = 3.20140× 1022 J·m−4.

石墨烯原胞面积Ω = (
√
3/2)d20 = 1.746254 ×

10−20 m2, 注意到αl随T变化不大, 以第一非谐和
第一、二非谐时的平均值 ᾱl代入 (8)式, 得到弹性
模量B随温度的变化见表 1 . 表中的 “本文 (1)”为
只计及到第一非谐项, “本文 (2)” 为同时计及到第
一、二非谐项. 可看出: 弹性模量B随温度升高而

减小.
文献 [19]给出形变参量γ = 0.50, η = 0.74, 未

形变时石墨烯一个键的平均能量 |φ0| = 5.1 eV. 由
(5)和 (6)式求得力常数C11, C12, C44随温度的变

化见表 2 . 又h = 2ra = 1.54 × 10−10 m, 将h和

C11, C44以及不同温度的B(T )数据代入 (9)式, 求
得杨氏模量E和扭曲模量D以及泊松系数σ随温

度的变化数据见表 2 . 其中的 “本文 (1)”是只计及
到第一非简谐项的结果, “本文 (2)”是同时计及到
第一、第二非简谐项的结果. 为了比较, 表中还给
出了文献 [21]的计算结果和文献 [25]给出的实验结
果、文献 [26] 用第一性原理的计算结果、文献 [27]
在Bulingler势框架下的计算结果以及文献 [28]的
计算结果. 可看出, 本文得到的结果与实验结果较
接近.

由表 2的数据得到石墨烯的力常数和泊松系
数随温度的变化如图 3所示, 图中虚线是简谐近似
(线 0)和只考虑到第一非简谐项 (线 1)的结果, 实
线是同时考虑到第一、第二非简谐项 (线 2)的结果.
由图 3可以看出, 石墨烯的力常数随温度升高而增
大, 但变化很小, 而泊松系数随温度升高而减小.
其原因在于: 石墨烯的热膨胀系数为负值, 温度升
高时原子间距离要减小, 因而力常数增大; 又力常
数主要取决于结构和相互作用势等性质, 因而受温
度影响很小. 泊松系数受弹性模量B影响很大, 而
B随温度升高而减小, 因此泊松系数随温度升高而
减小.

由表 2的数据得到杨氏模量和扭曲模量随温
度的变化如图 4所示, 图中虚线是简谐近似 (线 0)
和只考虑到第一非简谐项 (线 1)的结果, 实线是同
时考虑到第一、第二非简谐项 (线2)的结果.

由图 4可以看出: 1)考虑到原子振动非简谐效
应后, 石墨烯的杨氏模量和扭曲模量不再是常数,
均随温度升高而增大, 而且温度愈高, 变化愈慢, 例
如, T = 300 K附近, 温度每升高 300 度, D增大

0.50%, E增大0.53%; 而在温度T = 1000 K附近,

表 1 石墨烯的弹性模量随温度的变化

Table 1. The variation of elastic modulus of the graphene with the temperature.

T/K 0 300 600 1000 1100 1200 1300

B/N·m−1
本文 (1) 408.64 406.79 405.00 402.56 402.00 401.35 400.95

本文 (2) 408.64 407.72 406.87 405.73 405.44 405.16 404.83
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表 2 石墨烯在不同温度下的力常数Cij、杨氏模量E、扭曲模量D和泊松系数 σ

Table 2. The force constant (Cij), the Young’s modulus (E), the torsional modulus (D) and the Poisson’s
coefficient (σ) at different temperatures.

T/K 0 300 600 1000 1100 1200 1300

C11/N·m−1

文献 [21] 383.2
文献 [25] 355.44
本文 353.72 355.96 358.22 361.253 362.02 362.78 363.55

C12/N·m−1

文献 [21] 62.0
文献 [25] 60.36
本文 58.97 59.34 59.72 60.22 60.35 60.48 60.61

C44/N·m−1

文献 [21] 163.3
文献 [25] 145.86
本文 147.38 148.31 149.25 150.52 150.83 151.15 151.48

E/N·m−1

本文 (1) 394.70 396.86 399.00 401.96 402.69 403.43 404.16
本文 (2) 394.70 396.74 398.80 401.56 402.25 402.94 403.64
文献 [21] 380
文献 [28] 350.01
文献 [25] 340

D/nN·nm

本文 (1) 0.3899 0.3916 0.3932 0.3955 0.3960 0.3966 0.3971
本文 (2) 0.3899 0.3915 0.3930 0.3951 0.3957 0.3962 0.3967
文献 [19] 0.39
文献 [26] 0.24
文献 [27] 0.23

σ

本文 (1) 0.3390 0.3375 0.3361 0.3338 0.3332 0.3324 0.3322
本文 (2) 0.3390 0.3378 0.3366 0.3349 0.3345 0.3341 0.3337
文献 [28] 0.31
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图 3 石墨烯的力常数 (a)和泊松系数 (b)随温度的变化
Fig. 3. The variation of the force constant (a) and the Pois-
son’s coefficient (b) of the graphene with the temperature.
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图 4 石墨烯的杨氏模量 (a)和扭曲模量 (b)随温度的变化
Fig. 4. The variation of the Young’s modulus (a) and the
torsional modulus (b) of the graphene with the temperature.
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温度每升高300度时, D增大 0.33%, E增大0.36%;
2)同时考虑到第一、二非简谐振动项后, 杨氏模量
和扭曲模量均比只考虑到第一非简谐项的值要稍

小, 而且温度愈高, 两者的差异愈大, 非简谐效应

愈显著, 例如, T = 300 K时, 同时考虑到第一、二
非简谐振动项的值和只考虑到第一非简谐项的值

的差异为 0.02%, 而T = 1000 K时, 两者的差异为
0.09%.
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图 5 石墨烯声子频率随温度的变化 (a) νL0(0) = νT0(0); (b) νTO(2π/d); (c) νTA(2π/d)

Fig.5. The variation of the phonon frequency of the graphene with the temperature: (a) νL0(0) = νT0(0);
(b) νTO(2π/d); (c) νTA(2π/d).

表 3 石墨烯声子频率随温度的变化

Table 3. The variation of the phonon frequency of the graphene with the temperature.

T/K 0 300 600 1000 1100 1200 1300

νL0 = νT0(0)/1013 Hz

本文 (1) 4.8283 4.9110 4.9938 5.1041 5.1317 5.1593 5.1869

本文 (2) 4.8283 4.8956 4.9631 5.0531 5.0753 5.0980 5.1205

文献 [22] 2.0

文献 [23] 4.0

νTA(2π/d)/1013 Hz

本文 (1) 3.5639 3.6250 3.6861 3.7675 3.7878 3.8082 3.8286

本文 (2) 3.5639 3.6137 3.6634 3.7298 3.7464 3.7630 3.7796

文献 [22] 1.0

文献 [23] 2.0

νTO(2π/d)/1013 Hz

本文 (1) 2.5231 2.5663 2.6096 2.6672 2.6816 2.6961 2.7105

本文 (2) 2.5231 2.5583 2.5935 2.6405 2.6523 2.6640 2.6757

文献 [22] 1.5

文献 [23] 3.0
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将碳原子的质量M = 1.995017 × 10−26 kg以
及 d0, V1, V2以及Vspσ等代入 (11)式, 求得 ε′0 =

0.41744 × 102 J·m−2, ε′1 = 0, ε′2 = 0.00205×
1023 J·m−4. 与描述键长变化的中心相互作用的
系数 ε0, ε1, ε2相比, ε′0远小于 ε0, ε′2也远小于 ε2,
比值为 ε0/ε

′
0 ≈ 8.477, ε2/ε′2 ≈ 1.56. 这表明石墨烯

热膨胀过程中, 以键长变化的形变为主, 而且原子
以键长方向的纵振动的非简谐效应占绝对优势.

将 ε0和 ε′0以及M代入 (14)—(16)式, 求得波
矢 q = 0处, 石墨烯纵声子 (LO)和横声子 (TO)频
率 νLO(0), νTO(0)以及 q = 2π/d处声子频率随温

度的变化见表 3 . 为了比较,表中还给出了文献 [22]
的计算结果和文献 [23]的实验结果. 由表 3做出其
变化曲线见图 5 , 图中虚线是简谐近似 (线 0)和只
考虑到第一非简谐项 (线 1)的结果, 实线是同时考
虑到第一、第二非简谐项 (线2)的结果.

由图 5可以看出, 考虑到原子短程相互作用和
原子振动的第一、二非简谐项, 得到的石墨烯的声
子频率不仅比文献 [22]不考虑原子短程相互作用
计算的值更接近文献 [23]给的实验值, 而且还给出
声子频率随温度的变化, 即石墨烯的声子频率随着
温度的升高而增大. 这与温度升高, 粒子振动加快,
频率增大这一规律相符. 图 5还表明: 若不考虑非
简谐项, 则声子频率为常量; 同时考虑到第一、二非
简谐项后的声子频率比只考虑到第一非简谐项的

值稍小. 温度愈高, 非简谐效应愈显著.

7 结 论

本文对石墨烯的杨氏模量和声子频率等的研

究表明: 1)考虑到原子短程相互作用和原子振动的
第一、二非简谐项后, 得到石墨烯的力常数、杨氏模
量、扭曲模量、泊松系数以及声子频率等, 不再是
一个常量, 而是随温度变化并遵从一定的规律, 与
文献给出的实验结果较接近; 2)若不考虑原子的非
简谐振动, 则石墨烯的力常数、杨氏模量、扭曲模
量、泊松系数以及声子频率等为常量; 同时考虑到
第一、第二非简谐振项, 它们均随温度而变, 其中力
常数、杨氏模量、扭曲模量随温度升高而增大, 但
变化较小; 声子频率随温度升高而增大, 但变化较
快, 几乎成正比关系; 泊松系数随温度升高而较快
减小; 3)石墨烯热膨胀过程中, 原子有沿键长方向
的纵振动和绕垂直平面轴的横振动两种, 但以键的

长短变化的纵振动为主; 横振动的简谐系数 ε′0和第

二非谐系数 ε′2 均小于纵振动的相应值 ε0, ε2, 比值
为 ε0/ε

′
0 ≈ 8.477, ε2/ε′2 ≈ 1.56; 纵振动的非简谐效

应占绝对优势; 石墨烯热膨胀时会发生大小的微小
变化和绕垂直轴的微小转动, 但以大小变化的形变
为主; 4)温度愈高, 石墨烯原子振动的非简谐效应
愈显著.
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Influence of the anharmonic vibration on the Young
modulus and the phonon frequency of the graphene∗
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Abstract
In the frame of the Harrison bonded-orbital method, the variations of the force constant, the Young modulus, the

torsional modulus and the phonon frequency with temperature are given through the relevant theory or method of the
solid state physics with considering the non-harmonic effect and the short-range interaction of atoms. Results show
that the force constant, the Young modulus, the torsional modulus, the phonon frequency and the Poisson’s coefficient
all vary with temperature. The results show that the first three quantities increase with temperature but not very
much; the phonon frequency increases with temperature rapidly; the Poisson’s coefficient decreases fast with the increase
of temperature. There are transverse vibrations along the direction perpendicular to the bond-length direction and
the longitudinal vibrations along the bond-length direction, in which the longitudinal vibrations are dominant. The
nonharmonic effect of the longitudinal vibration is much larger than that of the transverse vibration. The first and the
second non-harmonic coefficient of the transverse vibration are both much less than those of the longitudinal vibration,
where ε0/ε

′
0 ≈ 8.477 and ε2/ε

′
2 ≈ 156. The above five physical quantities are constant at different temperatures if the

first and second nonhamonic effects are omitted, which does not conform to the experimental results. After the first and
second nonhamonic effects are considered, they all increase with temperature and results are in good agreement with
experimental data. The anharmonic effect increases with temperature.

Keywords: graphene, non-harmonic effect, Young modulus, phonon frequency
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