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混沌系统的跟踪控制是近年来非线性控制领域研究的热点之一. 本文提出了一种基于快速下降控制方法
的保群算法, 此方法使受控混沌系统能够快速稳定到相空间的一个不动点; 另外提出一种基于滑模控制方法
的保群算法, 此方法使受控混沌系统能够快速跟踪一个确定的运动轨迹. 应用这两种新方法分别对两个经典
的混沌系统 (Lorenz系统和Duffing系统)进行了相应的数值实验, 实验结果表明这两种方法都具用较高的精
度和稳定性.

关键词: 混沌跟踪控制, 保群算法, Lorenz系统, Duffing系统
PACS: 05.45.Gg, 05.45.–a, 05.45.Ac, 05.45.Pq DOI: 10.7498/aps.65.110501

1 引 言

混沌是非线性确定性动力系统中呈现出具有

内在随机性和长期预测不可能性的运动形态, 它广
泛存在于自然界. 自从 1963年Lorenz在三维自治
系统中发现第一个混沌吸引子以来, 人们不断地发
现新的混沌系统, 如Chen系统 [1]和Lü 系统 [2]. 由
于不良的混沌会导致系统性能下降甚至失控. 例
如: 高能粒子加速器中的混沌会造成束流损失; 磁
约束核聚变装置中的混沌会造成等离子体的泄漏;
核电站循环水系统中的混沌会发生有害回流. 因
此, 研究有效的混沌控制方法, 使系统从混沌状态
转入期望的不动点或者稳定的周期轨道, 达到抑制
或者消除混沌的目的具有重要的现实意义 [3,4].

混沌系统的控制问题从过去几十年到现在一

直得到广泛的研究. 为了使混沌系统跟踪指定目
标, 到目前为止已有多种方法, 如时间最优控制
法 [5]、切比雪夫级数展开方法 [6,7]、伪谱法 [8]、半正

交样条小波方法 [9]、自适应动态规划算法 [10,11]、机

器学习方法 [12]等. 以上所有的方法都需要解决一
个非常复杂的非线性代数方程组. 为了克服这个
困难, 文献 [13,14]利用了李群方法来求解混沌系统
的最优化控制问题, 其中目标函数是一个需要最小
化的性能指标, 混沌系统的控制方程为主要约束条
件. 除了传统的基于性能指标的控制理论, Utkin
提出了一种滑模控制的方法 [15,16], 此方法为混沌
系统提供了一个强大的鲁棒控制机制 [17,18]. 在早
期的方法中, 为了保持轨迹在规定的滑动面上, 并
最终使得轨迹沿着滑动面趋向平衡点, 无限频率控
制开关是必须的. 然而, 实际上由于动力系统中的
数值离散化误差、信号噪声和结构不稳定性等原因,
系统状态并不一定能够保证在设计的滑动面上. 控
制器的快速切换操作使得系统产生高频率的震荡.
这种震荡称为抖振现象. 抖振是滑膜控制法最大的
缺陷, 因为它不仅影响系统的精确性, 增加能量消
耗, 而且可能破坏控制器件和系统性能, 甚至引起
整个系统的不稳定. 目前国内外发展了不少克服这
个缺陷的方法 [19−24].

保群算法最早由Liu提出 [25,26], 此方法将非线
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性动力学方程转化成Minkowski空间上的李型方
程, 而且自然呈现一个零锥结构, 也就是显现出了
原非线性系统在Minkowski空间的内在对称群性
质. 增广动力学系统的空间形式具有很重要的性
质, 对动力学系统的数值研究具有指导意义. 由于
该空间形式的数值方法既能近似原动力系统, 又能
在每步迭代中保持原系统的定性性质和不变量, 如
模守恒和能量守恒. 因而, 保群方法比传统数值方
法更加精确、稳定和有效.

鉴于上述, 为了消除抖振, 本文主要从两个不
同角度对混沌系统的控制进行研究. 一个是根据最
优化控制理论, 提出了一种基于快速下降控制方法
的保群算法. 该算法的目的是使受控混沌系统能够
快速收敛到相空间的某一个不动点. 该方法首先直
接指定一个时间衰减的拉格朗日函数, 将非线性系
统的最优控制问题转化成一个微分代数系统. 然后
利用改进的保群算法来求解这个微分代数方程. 另
外一个是根据滑膜控制理论, 提出了一种基于滑模
控制方法的保群算法, 此方法目的是使受控混沌系
统能够跟踪某一确定的运动轨迹. 上面两种方法都
是通过增加一个辅助控制器将混沌系统的跟踪控

制问题转化为一组微分代数方程来求解. 最后应
用这两种新方法分别对Lorenz 混沌系统和Duffing
混沌系统进行了相应的数值实验, 实验结果表明这
两种方法都具有较高的精度和稳定性.

2 方 法

本文考虑如下状态方程描述的非线性系统:

ẋ = f(x, u, t),x(0) = x0,x ∈ Rn, 0 6 t 6 tf, (1)

其中f : Rn × R × R+ → Rn为非线性函数, x为
系统状态, u为控制函数, tf为终点时刻. 对于该系
统, 控制理论中的一个重要问题是如何施加控制力
u使得系统状态x能够快速地跟踪一个确定的运动

轨迹或者稳定到一个固定值 [27,28].

2.1 快速下降控制方法

在最优化控制理论中, 为了在各种可行的控制
率中找出一种效果最好的控制, 需要建立一种评价
控制效果好坏的性能指标函数 [29]. 对于非线性系
统 (1), 需要求出控制力u(t)使得下面的综合型性

能指标J(u)最小, 即

min
{
J(u) = Φ(x(tf)) +

∫ t

0

L(x(t), u(t), t)dt
}
.

(2)

其中L为拉格朗日函数.
在实际控制问题中, 由于大多数控制量受到客

观条件的限制, u(t)只能取一定范围的值, 即

|u(t)| 6 m, t ∈ [0, tf]. (3)

对于方程 (2), 可以将拉格朗日函数L(x(t), u(t), t)

中的控制力u(t)分离出来, 即

min
{
J(u)=Φ(x(tf))+

∫ t

0

[L1(x(t), t) + u2(t)]dt
}
.

(4)

这里设计一个合适的优化函数

L1(x, t) = A0 exp(−αt), (5)

其中A0 > 0和α > 0是给定的常数. 从而可以得到∫ tf

0

L1(x, t)dt =
∫ tf

0

A0 exp(−αt)dt

=
A0

α
[1− exp(−αtf)]

<
A0

α
. (6)

因此选择适当的m, A0和α, 由 (3), (4) 和 (6)式,
可得

Φ(x(tf)) + tfm
2 +

∫ tf

0

A0 exp(−αt)dt 6 min{J}.

(7)

也就是说, 如果从方程 (5)中求出控制力并满足
不等式 (3), 就可以找到比 (2)式更小的性能指标.
由方程 (1)和 (5)得到如下关于x和u的微分代数

系统:

ẋ = f(x, u, t),

F (x, t) = L1(x, t)−A0 exp(−αt) = 0,

x(0) = x0, t ∈ R, x ∈ Rn,

0 6 t 6 tf, u ∈ R.

(8)

其中A0 = L1(x0, 0). 通过方程 (8)设计的控制器
使得拉格朗日函数能够与 exp(−αt) 递减的速度一

样快. 但是在一般情况下, α 的值不能取太大, 否
则控制力u在 (3) 的范围内无解. 这种将方程 (1)
和 (2)转化成求解微分代数方程 (8)的方法称为快
速下降控制方法 [14].
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2.2 基于快速下降控制方法的保群算法

现在考虑微分代数系统 (8), 为了使该系统状
态x快速收敛到某个固定点 (不妨假设为原点), 令

L1(x, t) = ||x||2, (9)

从而该微分代数方程变为

ẋ = f(x, u, t), (10)

||x||2 = A0 exp(−αt). (11)

将方程 (11)对 t求导, 结合方程 (10)得

2xTf = −A0α e−αt. (12)

再将上式对 t求导, 化简得

u̇ =
(
xT ∂f

∂u

)−1(1
2
A0α

2 e−αt − fTf

− xT ∂f

∂x
f − xT ∂f

∂t

)
. (13)

从而由方程 (10)和 (11)组成的微分代数系统变成

ẋ = f(x, u, t),

u̇ =
(
xT ∂f

∂u

)−1(1
2
A0α

2 e−αt − fTf

− xT ∂f

∂x
f − xT ∂f

∂t

)
,

||x||2 = A0 exp(−αt).

(14)

令

z =

x

u

 , g =

 f

G12

 ,

G12 =
(
xT ∂f

∂u

)−1(1
2
A0α

2 e−αt

− fTf − xT ∂f

∂x
f − xT ∂f

∂t

)
,

F = ||x||2 −A0 exp(−αt), (15)

z0, h, ε, 
N, k=0

zk(k=1, 2, ..., N)

||z0||
n0=

z0

zk⇁=zk+hgk

zk⇁=Zk⇁+nk⇁
0

Zk⇁=Zk⇁
0 0(l+1)

||Zk⇁-Zk⇁|| ε
0(l+1) 0(l)

Zk⇁=Zk⇁-
0(l+1)

Zk⇁=||zk⇁||, l/
0()

0(l) F↼Zk⇁↽
0(l)

F ϕ↼Zk⇁↽
0(l)

zk+zk⇁

2
zk=֓

֓ ֓ ֓ ֓ ֓֓

nk⇁=

T

T

gk2nk+[(ak֓)gknk+bkgk]gk

֓ ֓ ֓֓֓bkgk]gknk+ak||gk||2

l/l⇁

k/k⇁ k N

图 1 改进的保群算法框图

Fig. 1. The flow chart of the modified group preserving scheme.
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则方程组 (14)变为如下的一般形式: ż = g(z, t),

F (z, t) = 0.
(16)

针对该一般形式的方程组, 可以采用改进的保
群算法来求解, 具体步骤如下 (流程图见图 1 ).

步骤1 给定初始值z0和步长h.
步骤2 计算单位向量n0 = z0/||z0||.
步骤3 分别取k = 0, 1, · · · , 用欧拉方法算出

zk+1 = zk + hgk, 其中gk := g(zk, tk). 依次计算
tk̄ = tk+1/2h, zk̄ = (zk+zk+1)/2, gk̄ = g(zk̄, tk̄),

ak̄ := cosh
(h||gk̄||
||zk̄||

)
, bk̄ := sinh

(h||gk̄||
||zk̄||

)
和

nk+1 =
||gk̄||2nk + [(ak̄ − 1)gT

k̄
nk + bk̄||gk̄||]gk̄

bk̄||gk̄||gT
k̄
nk + ak̄||gk̄||2

.

步骤4 计算Z
0(0)
k+1 = ||zk+1||.

步骤5 分别取 l = 0, 1, · · · , 计算Z
0(l+1)
k+1 =

Z
0(l)
k+1−

F (Z
0(l)
k+1)

F ′(Z
0(l)
k+1)

, 直到满足 ||Z0(l+1)
k+1 −Z

0(l)
k+1|| < ε,

令Z0
k+1 = Z

0(l+1)
k+1 .

步骤6 计算zk+1 = Z0
k+1nk+1.

在上面的算法中, z中的分量u必须满足不等

式 (3). 因此算法中u可以取成下面饱和函数 sat(u)
的值:

sat(u) =

u, |u| 6 m,

sign(u)m, |u| > m,
(17)

其中 sign为符号函数.

2.3 滑膜控制方法

滑膜控制也叫变结构控制, 它适用于连续或者
离散系统、线性或非线性系统、确定性或非确定系

统等. 该控制方法的基本原理是通过一定的控制
策略让控制量不断地切换, 迫使系统进入预先设定
的滑模面上滑动; 具体过程见图 2 , 其中 s(x) 是滑

膜切换函数, s(x) = 0是滑膜面. 系统一旦进入滑
膜状态, 系统参数扰动与外部干扰对系统就不起作
用. 正因为这种特性, 滑膜控制在各个领域得到广
泛的应用.

由于滑膜控制具有系统不断变化的开关特性,
当状态轨迹到达滑模面后, 系统难以严格沿着滑模
面向平衡点滑动, 而是在其两侧来回穿越地趋近平
衡点. 正是由于这种开关特性, 系统产生了抖振现
象. 虽然已有大量的方法研究了抖振问题, 但没有

统一的解决方案. 因此, 多个控制方法相结合已成
为了重要的研究方向. 下文提出了滑模控制方法和
保群算法相结合的方法.

x

s↼x↽
ɺx

图 2 滑膜运动状态示意图

Fig. 2. The diagram of sliding mode motion.

2.4 基于滑膜控制方法的保群算法

滑模控制的基本思想是针对非线性系统 (1),
在状态空间中寻找一个合适的超曲面

s(x) = 0, (18)

使得系统状态x的轨迹落在这个曲面上. 上式对 t

求导得

∂s

∂x
· ẋ = 0. (19)

如果方程 (19)存在解u∗, 那么将等效控制力ueq =

u∗(x, t)代入方程 (1), 可以得到如下等价控制系统

ẋ = f(x, u∗, t). (20)

选取适宜的超曲面, 考虑如下非线性控制
系统: ẋ = f(x, t) + ug(x),

s(x) = c · (x− xd)−A0 exp(−αt) = 0,
(21)

其中c是给定的常数向量, xd是状态空间中的需要

跟踪的轨迹. 对于上面的系统, 基于滑膜控制的保
群算法步骤如下.

步骤 1 给定一个常数向量 c, 求出等效
控制力

ueq =
c · ẋd −A0α exp(−αt)− c · f

c · g
. (22)

步骤2 导出下面的微分代数方程: ẋ = f(x, t) + ueqg(x),

s(x) = c · (x− xd)−A0 exp(−αt) = 0,
(23)

其中ueq是等效控制力, 且满足 |ueq| 6 m.
步骤3 给定步长h, 控制误差 ε, 用改进的保

群算法求解上面的微分代数方程, 其中ueq 还需根

据 (17)式来确定.
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值得注意的是, 若该算法 (23)中的滑模切换函
数 s(x)取成文献 [14]中的切换函数c · (x− xd), 则
实验结果可能会出现抖振现象, 原因在于系统 (23)
的不稳定性. 因而此方法中滑模面的选择非常重
要. 另外, 与文献 [14]相比, 本文算法中取的滑模面
虽然表面复杂, 但不会增加补偿控制力的求解, 因
而算法相对简单一些.

3 数值实验

实验平台为win7\matlab2014b, 计算机配
置为 Intel(R) Core(TM) i3-3240 CPU@3.40 GHz,
4.00 GB RAM, 64位操作系统.

3.1 Lorenz系统跟踪控制的数值实验

美国气象学家Lorenz提出了用来描述热对流
不稳定性的Lorenz模型 [30], 如下:

ẋ1(t) = ax2(t)− ax1(t),

ẋ2(t)=rx1(t)−x2(t)−x1(t)x3(t)+u(t),

ẋ3(t) = x1(t)x2(t)− bx3(t).

(24)

若取参数a=10, b=8/3, r=28和u(t)=0, Lorenz
系统处于混沌运动状态, 见图 3 . 需要解决的问
题是, 设计一个控制器, 使得初始点 (x1(0), x2(0),
x3(0)) = (3,−4, 2) 能够尽快到达原点.

我 们 令L1 = x2
1(t) + x2

2(t) + x2
3(t) =

A0 exp(−αt), A0 = x2
1(0) + x2

2(0) + x2
3(0), α分别

取2, 5和7, 保群算法中的参数h = 0.0001, 且控制
力满足 |u(t)| 6 100. 采用基于快速下降控制方法
的保群算法来求解上述问题, 得到数值结果见图 4 .

从图 4 (a)—(c)中可以看出, x1, x2和x3能快

速地收敛到 0; 当α越大, 系统状态收敛到 0的速度
越快. 但α不能太大 (α < 8), 否则控制力在有界的
范围内无解. 从图 4 (d)中可以看出, u不仅在控制
的范围之内, 而且没有抖振现象. 与文献 [31]中用
的方法比较, 我们的方法简单且控制力没有产生抖
振现象.

3.2 Duffing系统跟踪控制的数值实验

Duffing方程是经典的二维连续非线性系
统 [30], 该方程的一般形式是

ẍ+ p1ẋ+ p2x+ p3x
3 − u(t) = q cos(ωt), (25)
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图 3 无控制力作用下的Lorenz系统状态图和系统相图 (a) 系统状态 x1; (b) 系统状态 x2; (c) 系统状态 x3; (d) 系统相图
Fig. 3. The state diagram and phase diagram of Lorenz system without control force: (a) The state x1; (b) the
state x2; (c) the state x3; (d) phase diagram of Lorenz system.
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图 4 有控制力作用下的Lorenz系统状态图和系统相图 (a) 系统状态 x1; (b) 系统状态 x2; (c)系统状态 x3; (d)
控制力 u; (e)系统相图
Fig. 4. The state diagram and phase diagram of Lorenz system with control force: (a) The state x1; (b) the
state x2; (c) the state x3; (d) the control force u; (e) phase diagram of Lorenz system.

其中 p1是阻尼系数, q cos(ωt)是系统外力项, ω是
外力项频率, u(t)为控制力, p1, p2, q > 0, p2 < 0.
为了便于对系统进行分析, 将系统描述如下:

ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = u(t)− p2x1(t)− p1x2(t)

− p3x
3
1(t) + q cos(ωt).

(26)

其中x1 = x, x2 = ẋ. 系统 (26)的参数取值如下:
p1 = 0.4, p2 = −1.1, p3 = 1, ω = 1.8, q = 1.8, 且
u(t) = 0, 此时系统 (26)处于混沌状态, 见图 5 . 需
要解决的问题是, 设计一个控制器, 使得系统状态
x跟踪的轨迹为xd(t) = sin t 在 t ∈ (0, 20)的图像.

我们令初始值 (x1(0), x2(0)) = (1, 2), 注意
初始值不在相平面 (xd, ẋd) 上, 从而滑模面取为
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图 5 无控制力作用下的Duffing 系统状态图和系统相图 (a) 系统状态 x1; (b) 系统状态 x2; (c) 系统相图
Fig. 5. The state diagram and phase diagram of Duffing system without control force: (a) The state x1;
(b) the state x2; (c) phase diagram of Duffing system.
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s = x + ẋ − xd(t) − ẋd(t) − 2 exp(−5t) = 0, 保群
算法中的参数h = 0.001, ε = 10−12, 且控制力满足
|u(t)| 6 10. 采用基于滑模控制方法的保群算法来
求解上述问题, 得到数值结果 (见图 6 ).

从图 6 (a)和图 6 (b)中可以看出x(t)能够快速

地跟踪一个确定的目标轨迹; 在大约 2.5 s之后,
x(t)和需要跟踪的轨迹xd基本上保持一致. 从
图 6 (d) 中可以看到相图趋近于一个圆, 正好与相

平面 (xd, ẋd)的轨迹一致. 同时控制力有界且没有
抖振现象 (见图 6 (c)).

在相同参数下, 与文献 [14]中达到目标轨迹
所需要的时间接近 4 s相比, 本文方法的跟踪速
度更快, 其原因在于本文设计的滑模面增加了一
个递减速度很快的函数 2 exp(−5t), 并且改进的保
群算法能够保证系统状态沿着滑模面跟踪目标

轨迹.
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图 6 有控制力作用下的Duffing 系统状态图和系统相图 (a) 系统状态 x1; (b) 系统状态 x2; (c) 控制力 u; (d) 系
统相图

Fig. 6. The state diagram and phase diagram of Duffing system with control force: (a) The state x1; (b)
the state x2; (c) the control force u; (d) phase diagram of Duffing system.

4 结 论

传统的混沌控制方法最大的问题是出现抖振

现象. 本文提出的基于快速下降控制方法的保群算
法和基于滑模控制方法的保群算法, 不仅能够使混
沌系统快速有效地跟踪某个点或轨迹, 更重要的是
能够使得要求的控制力有界且无抖振现象. 这两
种算法是传统控制算法和李群算法相结合的方法,
首先通过适当地设计一个不变流形, 将系统转化成
微分代数方程, 然后利用保群算法求出有效的控制
力, 使得系统状态快速地沿着这个流形收敛到不动

点或者跟踪确定的轨迹, 从而很好地解决了传统方
法中的抖振问题. 本文应用这两种新方法分别对两
个经典的Lorenz和Duffing混沌系统进行了相应的
数值实验, 均达到了较好的控制效果. 由于这两种
方法不仅具有控制速度快、控制量小和没有抖振现

象的优点, 且不受系统维数的限制, 因而未来可以
进一步考虑将改进的保群算法应用到含有复杂多

卷波吸引子的混沌系统 [32,33].
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Abstract

The tracking control of chaotic system has been one of the research focus areas of nonlinear control in recent years,
in which the vital problem is to enable chaotic system to stabilize to an equilibrium point or to track a deterministic
trajectory quickly. The conventional chaos control methods make the control power unnecessarily large and generate
the phenomenon of chattering easily, resulting in the instabilities of the systems.

The problems above can be transformed into the solutions of differential algebraic equations effectively. Considering
that the group preserving scheme not only approximates the original system, but also preserve as much as possible the
geometric structure and invariants of the original system, this paper takes advantage of the group preserving method to
study the control method in chaotic system from two different perspectives.

A new group preserving scheme based on the fast descending control method is presented, which enables chaotic
system to stabilize to an equilibrium point quickly. Firstly, we introduce a novel approach to replace the optimal control
problem of nonlinear system by directly specifying a time-decaying Lagrangian function, which helps us to transform the
optimal control problem into a system of differential algebraic equations. Then we derive a modified group preserving
scheme for the system.

Similarly, we propose a new group preserving scheme based on the sliding mode control method for chaotic sys-
tem to track a deterministic trajectory quickly. Owing to numerical discretization errors, signal noises and structural
uncertainties in dynamical systems, the conventional sliding mode control method cannot guarantee to maintain the
trajectories on the sliding surface, unless the numerical integration method is designed to do so. On the other hand, the
conventional sliding mode control method easily induces high frequency chattering of the control force. Therefore, we
modify the conventional sliding mode control method and use the modified group preserving scheme to find the control
force.

The above two methods are the combination of traditional control method and the Lie-group method. An invariant
manifold is properly designed, and the original system is transformed into the differential algebraic system, in which the
modified group preserving scheme can be used to find the control force. The resulting controlled system is stable.

Finally, the proposed methods are applied to the classic Lorenz system and Duffing system correspondingly. Numer-
ical experimental results show that the new approaches are very accurate and stable. Since the two controlled methods
are fast in convergence and chattering-free, each of them has a good application prospect in the tracking control of
chaotic systems.

Keywords: tracking control of chaos, group preserving method, Lorenz system, Duffing system
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