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不同核轴取向的O2的高次谐波
∗
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2)(中国科学院物理研究所, 凝聚态物理国家重点实验室, 物理实验室, 北京 100190)

( 2016年 2月 6日收到; 2016年 3月 21日收到修改稿 )

分子的高次谐波是强场超快物理的重要研究课题. 采用建立在形式散射理论基础上的频域方法计算了
O2在线偏振激光场下的高次谐波, 探讨了核轴被准直在与激光传输方向垂直的平面内时, 高次谐波随核轴与
光电场偏振方向所成夹角 θ0的依赖关系. 结果表明: 各次谐波都是在 θ0约为 45◦时强度最大, 并有较宽的峰
值宽度; 当偏离此角度, 高次谐波的强度变小; 到达平行或垂直取向时, 降到最低. 分析表明, 这是由于高次谐
波的强度取决于分子基态的电子在动量空间中的电场方向的布居. 针对核轴被准直在激光传输方向与电场偏
振方向所确定的平面内的情况, 计算了高次谐波随 θ0的依赖关系, 结果与前一种情况基本相同. 分析发现, 当
核轴被准直固定后, 分子绕核轴旋转的角度φ没有固定, 所以最后的高次谐波强度需要对不同的φ时的高次

谐波的贡献求和平均. 平均后相当于波函数相对于核轴旋转对称, 从而导致O2的高次谐波仅与 θ0有关, 而与
核轴被准直在哪个面上无关.

关键词: 分子高次谐波, 频域散射理论, 核轴取向
PACS: 42.65.Ky, 03.65.Nk, 06.60.Vz DOI: 10.7498/aps.65.114205

1 引 言

处于强激光场中的原子分子会产生频率为入

射激光场频率整数倍的高次谐波, 最初的谐波强度
随谐波阶次的增加而迅速下降, 接着出现随阶次增
加强度不变的平台区域, 最后在某一阶次处急剧下
降为零. 高次谐波产生的高能量光子使得它成为
潜在的深紫外光源 [1,2]. 随着强场技术的发展, 高
次谐波产生的阿秒脉冲成为探测原子分子反应过

程 [3−6]的有效工具, 它也是研究原子分子结构的有
效手段 [7−10]. 所有这一切都要求深刻理解分子结
构和高次谐波之间的关系.

对于大气含量最多的分子之一的O2, 人们
从理论和实验上都做了大量的工作. 如, Itatani
等 [11]从实验上给出了O2的最强高次谐波发生在

核轴与光电场方向所成的夹角 θ0为 45◦, 并且运用

最高占据轨道的特点, 形象地分析了 θ0 为 0◦时高
次谐波很弱的原因是诱导偶极矩振荡的方向在垂

直于光电场方向. Zhou等 [12]采用Lewenstein的方
法以及Madsen和Madsen [13]采用的基于三步模型

的量子散射理论方法对O2的高次谐波的准直依

赖进行了理论计算, 得到和 Itatani 等 [11]的实验基

本一致的结果. 但是, 实验上还存在一些争议, 如
Mairesse等 [14] 的实验表明, O2的高次谐波谱对 θ0

的变化不敏感, 并且在 θ0为 0◦时测得较宽的峰值
分布. 这些争议亟需进一步的理论和实验研究.

理论上大多数分析都建立在分子被三维准直

的基础上, 但实际实验中分子的准直仅仅确定核轴
的取向 θ0, 而垂直于核轴的自由度是没有被准直确
定的 (该自由度取决于图 2中的φ0). 由于O2分子

的最高占据轨道并不是绕核轴旋转对称的, 因此对
于垂直于核轴的自由度对高次谐波的影响需要深

入考察和研究. 目前对这方面的研究还很少报道.
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相对于原子, 分子多了核间距和核轴取向两个
自由度, 变得更为复杂. 理想的理论处理就是数值
求解强场下的薛定谔方程, 但是由于多电子效应以
及分子的多个自由度使得这种方法局限在原子 [15]

或简单的分子H2上
[16,17]. 对于其他较复杂的分子

如O2, N2, H2O, CO2等, 需要采用近似模型处理,
如Lewenstein理论 [12,18], 散射理论等 [19−21].

本文利用建立在形式散射理论基础上的频域

方法 [19]研究O2的高次谐波. 我们对两种情况进行
了探讨, 一是实验 [11]所采用的核轴被准直在垂直

于激光传输方向的偏振面内, 二是核轴被准直在激
光传输方向与光电场方向所形成的平面内, 计算了
高次谐波对准直角度的依赖关系.

本文安排如下: 第 2部分简要介绍原理, 将计
算原子的频域理论推广到分子上; 第 3部分对O2

的高次谐波进行了计算, 给出结果和分析; 第 4部
分进行了总结.

2 原 理

2.1 频域散射理论

利用基于形式散射理论的频域非微扰的量子

电动力学方法, Gao等 [19]成功地对原子的高次谐

波进行了计算. 这里我们将把这种方法推广到分子
上. 由于推导过程与文献 [19]中针对原子的推导过
程相似, 所以这里只简述理论方法. 对于分子、激光
场和高次谐波所形成系统, 哈密顿量为 (本文通篇
采用原子单位, 特殊说明除外):

H = HO + U(r) + VT , (1)

HO =
∇2

2
+ ωNa+ ω′Na′, (2)

VT = V + V ′, V = −A(r) · (−i∇) +
A2(r)

2
,

V ′ = −A′(r) · (−i∇) +A(r)A′(r), (3)

其中, H0是哈密顿量中的非相互作用项; U(r)

是分子束缚势; VT 是电子和光场的相互作用

项; Na(Na′)是激光场 (谐波场)的光子数算符;
A(r)(A′(r)) 是激光场 (谐波场)的矢势; ω和ω′是

激光场 (谐波场)的角频率.
基于形式散射理论, 并且假定束缚势能U(r)

对自由态的电子没有作用, 则从初态到末态的跃迁
矩阵元为

Tfi = iπ
∑

P,n,n′

⟨ψf |VT |ψP,n,n′⟩ ⟨ψP,n,n′ |VT |ψi⟩

× δ (Ei − EP,n,n′) , (4)

上式可理解为由于电子和激光场的相互作用,
从基态跃迁到Volkov态, 然后, 由于电子谐波
场与电子的相互作用, 再回到基态. 其中系统
的初态 |ψi⟩ = |ϕg(r)⟩ ⊗ |n⟩ ⊗ |0′⟩和末态 |ψf⟩ =

|ϕg(r)⟩ ⊗ |m⟩ ⊗ |1′⟩ 是H0 + U (r) 的本征态, 本
征值分别为Ei = −Eb + (n+ 0.5)ω + 0.5ω′和

Ef = −Eb +(m+ 0.5)ω+1.5ω′. |ϕg (r)⟩是分子基
态的波函数; Eb是基态的电离势, |n⟩和 |m⟩分别是
光子数为n和m的激光场的Fock态; |0′⟩和 |1′⟩ 是
谐波场对应的光子数为 0和 1 的Fock态; |ψP,n,n′⟩
是H0 + VT 的本征态, 本征值为

EP,n,n′ =
P 2

2
+

(
n+

1

2
+ up

)
ω +

(
n′ +

1

2

)
ω′,

up是以激光场光子能量为单位的有质动力势. 此
本征函数可以近似地取为量化的Volkov态 |ψP,n⟩
Fock态 |n′⟩的乘积, 即

|ψP,n,n′⟩ = ψP,n |n′⟩

= V
− 1

2
γ

∞∑
j=−n

exp {i [P + (up − j)k] · r}ℑj (ζ, η, ϕξ)
∗

× exp (−ijϕξ) |n+ j⟩ |n′⟩ . (5)

对于线偏振激光场, 有:

ζ =
E0

ω
|P · ε| , η =

1

2
up,

ϕξ = 0, 其中 ε是入射激光场的电场偏振方向, Vγ
是光场模式的归一化体积, E0是入射激光场电场

振幅,

ℑj (ζ, η, ϕξ) =
∑∞

m=−∞
J−j−2m (ζ) Jm (η) (−1)

j

× exp (2imϕξ)

是推广的贝塞尔函数.
我们计算与入射激光场传输方向相同的谐波.

将方程 (5)代入方程 (4), 在动量空间对P 进行积

分, 得到第 q阶谐波的跃迁矩阵元为

T q
fi =

′∑
j

iπg′ε∗ω2m (up − j′)

(
j′ − up +

Eb
ω

) 1
2

×
∫∫

sin(θ)dθdφ
∣∣φi

(
P ′
j

)∣∣ 2 exp (iqφξ)

×
{(

j′ − up +
Eb
ω

)
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× 1

2
ep

(
−ℑ′

jℑ∗
j′−q + ℑ′∗

j ℑj′+q

)
+ (2up)

1
2 ε

(
−ℑ′

jℑ∗
j′−q+1 + ℑ′∗

j ℑj′+q−1

)
+ (2up)

1
2 ε∗

(
−ℑ′

jℑ∗
j′−q−1 + ℑ′∗

j ℑj′+q+1

)}
,

(6)
谐波的微分辐射率为

dW
dΩ =

V ′
γ

(2π)
2ω

′2 |Tfi|2 , (7)

其中, W为谐波场的辐射功率, Ω为立体角. 由方
程 (6)可见, 计算分子的高次谐波与计算原子的高
次谐波在形式上是相同的, 不同在于式子中的波函
数为动量空间的分子波函数.

2.2 O2的波函数

为了计算O2的高次谐波, 需要给出方程 (6)所
需要的O2的基态的波函数. 我们采用Molpro量化

计算软件和高斯基组计算了O2的基态的波函数.
用单电子近似将最高占据轨道作为基态的波函数.
其在空间坐标系中表示如下:

ϕg(x
′, y′, z′) =

∑
i,k=1,2

cix
′ exp(−αir

′2
k), (8)

其中, (x′, y′, z′)是电子在分子坐标系下的坐标;
r′k = x′2 + y′2 + (z′ − z′k)

2
是电子分别到两个核的

距离, 其中k = 1, 2; z′1 = −R/2, z′2 = R/2是两个

核的坐标; ci, αi 是常数. 经过傅里叶变换, 得到动
量空间的波函数为

ϕg(P
′
x, P

′
y, P

′
z)

=
∑
i

c′iP
′
x exp

(
− P 2

4α2
i

)
sin

(
P ′
z ·
R

2

)
. (9)

图 1给出了分子坐标系中的坐标空间和动量
空间的电子布居 |ϕg|2.
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图 1 (网刊彩色) O2分子最高占据轨道在分子坐标系下电子的布居 (a)和 (b)对应坐标空间中的 y′ = 0面和

x′ = 0.4面的情况; (c)和 (d)对应动量空间中的Py′ = 0面和Px′ = 0.8面的情况

Fig. 1. (color online) Electron distribution of highest occupied molecular orbital (HOMO) of O2 in molecular
reference frame: (a) and (b) are those in the planes y′ = 0 and x′ = 0.4 of coordinate space; (c) and (d) are
those in the planes Py′ = 0 and Px′ = 0.8 of momentum space.
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3 O2的高次谐波的计算

我们计算了两种情况下的O2的高次谐波. 第
一种情况是核轴被准直在垂直于激光传输方向的

偏振面内, 如图 2 (a)所示. xyz代表实验室坐标系.
光电场的偏振方向为x 方向, 激光场与谐波场都沿
着 z方向传输; x′y′z′代表分子坐标系, 核轴 (z′轴)
在偏振面xyz面内, 与光电场的方向之间的夹角为
θ, x′与 z轴的夹角为φ0. 第二种情况是核轴被准直
在光电场方向与激光传输方向所形成的平面内, 即
核轴在xz平面内, 如图 2 (b)所示. 核轴 z′轴与电

场方向x轴的夹角还用 θ0来表示, x′与 y轴的夹角

为φ0.
考虑到分子被准直仅能保证确定 z′的方向, 不

能确定x′的方向, φ0的取值是随机的, 所以计算高
次谐波时, 我们对不同的φ0的情况的高次谐波贡

献进行求和后取平均. 计算中, 所采用的激光场的
强度为 5.18 × 1014 W/cm2, 波长是 800 nm, O2的

电离能为 12.08 eV. 计算中需要将分子坐标系中的
波函数转换到实验室坐标系中, 两个坐标系的变换
关系如图 2所示.

x↼E↽

y

z↼k↽

xϕ

yϕ

zϕ

ϕ0

ϕ0
θ0

θ0

x↼E↽

y

z↼k↽

xϕ

Y ϕ

zϕ

(a) (b)

图 2 分子核轴在激光场中的不同取向 (a)分子核轴 z′

在垂直于激光场传输方向的偏振面 xy面内; (b)分子核轴
z′在激光场的传输方向与激光的光电场偏振方向所形成

的 xz面内

Fig. 2. Different orientations of molecular nulcer axis
z′ in laser field: (a) z′ is in the pane (xy plane) per-
pendicular to laser propagation; (b) z′ is in the plane
(xz plane) made by laser propagation direction and
laser electric field.

对于图 2 (a)所示的情况, 有


ex

ey

ez

 =


− sin (θ0) sin (φ0) cos (θ0) sin (φ0) cos (φ0)

sin (θ0) cos (φ0) − cos (θ0) cos (φ0) sin (φ0)

cos (θ0) sin (θ0) 0



ex′

ey′

ez′

 ; (10)

对于图 2 (b)所示的情况, 有
ex

ey

ez

 =


sin (θ0) sin (φ0) cos (φ0) − cos (θ0) sin (φ0)

− sin (θ0) cos (φ0) sin (φ0) cos (θ0) cos (φ0)

cos (θ0) 0 sin (θ0)



ex′

ey′

ez′

 . (11)

其中, ex, ey, ez (ex′ , ey′ , ez′)是实验室坐标系 (分
子坐标系)的单位坐标向量.

3.1 核轴被准直到垂直于激光传输方向的

偏振面内的高次谐波

对于图 2 (a)所示的情况, 得到的高次谐波谱
如图 3 (a)所示, 横轴为核轴和光电场所成的角度
θ0, 纵轴为高次谐波的阶次, 颜色代表谐波强度
(计算中取了对数). 可见当核轴与光电场成角度
θ0为 40◦—60◦的范围时, 各阶次谐波最强, 有很大
的峰值宽度; 当角度越偏离此角度范围, 高次谐波
的强度越弱; 当 θ0为 0◦或 90◦, 即核轴与光电场平
行或垂直时, 各阶谐波的强度降到最低. 这与文

献 [12, 13]的结果是一致的.
为解释O2高次谐波对准直取向有上面的依赖

关系, 我们给出了不同的φ0时的高次谐波谱, 如
图 4所示. 从图 4中可见, 不同的φ0高次谐波对 θ0

的依赖是不同的, 对高次谐波的强度的贡献是φ0

为90◦时的贡献最大. 下面将对图 4进行分析解释.
由 (6)式可见, 式中的广义贝塞尔函数的自变

量包含P · E = PE cos θ0, 当 θ0是 90◦时, 广义贝
塞尔函数的取值最小为 0, θ0越接近 90◦, 广义贝塞
尔函数的自变量越小, 其值越接近 0. 实际计算的
P和E的取值范围决定了贝塞尔函数仅在当 θ0是

0度附近的一个有限的范围, 广义贝塞尔函数明显
不为 0. 从而高次谐波的强度取决于动量处于电场
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方向 (对应 θ0等于 0)为中心的局域立体角内的电
子布居.

图 4 (c)对应φ0为 90◦, 由图 2 (a)可见, x′z′面
就是xy面, 光电场方向在x′z′面内, 也在Px′Pz′

面内. θ0为x′z′ 面内光电场和 z′轴的夹角, 也是
Px′Pz′面内与Pz′轴的夹角. 由图 1 (c) 可见, 电子
布居在 θ0为 45◦附近时最大, 所以导致φ0 为 90◦

时的高次谐波在45度左右强度最大. 当 θ0偏离45◦

时, 电子布居变小, 导致相应角度的高次谐波的强
度变小, 如图 4 (c)所示.

图 4 (a)对应φ0为 0◦, y′z′面是xy面, 光电场
方向在 y′z′面内, θ0为光电场和 z′轴的夹角, 也是

与Pz′轴的夹角. 而从图 1 (d)可见, 此时在 θ0为 0◦

方向的局域立体角内电子布居不为 0, 所以导致φ0

为0◦时的高次谐波在 θ0为0◦附近有较弱的高次谐
波, 而 θ0越大, 特别是达到90◦时, 电场方向为中心
的局域立体角内几乎没有电子布居, 所以 θ0越大,
高次谐波强度越弱, θ0为 90◦时, 谐波强度为 0, 如
图 4 (a)所示.

图 3 (a)是这些不同的φ0谱求和之后取平均值

的结果. 由图 4还可以看出,对于任意给定的θ0, φ0

为 90◦时对高次谐波的贡献最大, 起决定作用, 导
致了最后的高次谐波谱图 3 (a)的最大谐波强度发
生在 θ0为45◦附近.
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图 3 (网刊彩色) O2的高次谐波谱随 θ0的分布 (a) 对应核轴在垂直于光传输方向的 xy面内的情况; (b)核轴在
光电场与光传输方向所成的 xz 面内的情况

Fig. 3. (color online) θ0 dependence of high order harmonic generation (HHG) of O2: (a) Is that when
nuclear axis is in the xy plane perpendicular to the laser propagation; (b) is that when nuclear axis is in the
xz plane made by the laser propagation direction and laser electric field.
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图 4 (网刊彩色)当核轴在 xy面内φ0固定为不同值情况下O2的高次谐波谱随 θ0角的分布

Fig. 4. (color online) θ0 dependence of HHG of O2 for different fixed φ0 when nulcear axis is in xy plane.
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3.2 核轴被准直到光电场方向和光传输方

向所形成的面内的高次谐波

对于图 2 (b)的情况, O2的高次谐波如图 3 (b)
所示, 可见, 核轴在xy平面与核轴在xz面两种情

况下的结果基本相同.
图 5给出了图 2 (b)情况下不同的φ0的高次谐

波谱. 在φ0为 90◦时, 光电场方向在x′z′面内, θ0
为在x′z′面内光电场和 z′轴的夹角, 即Px′Pz′内

与P ′
z轴的夹角. 这和图 2 (a)中φ0 为 90◦时的情

况是相同的, 所以φ0为 90◦时的高次谐波谱在 θ0

约为 45◦时最大, 如图 5 (c)所示, 与图 4 (c)是相同
的. 由图 5还可见, 核轴在xz面内时的高次谐波

(如图 3 (b)所示)主要取决于φ0为 90◦时的贡献,

图 4告诉我们, 核轴在xy面内时的高次谐波 (如
图 3 (a)所示)也主要取决于φ0为 90◦时的贡献, 当
对不同的φ0的贡献求和取平均后, 得到了两种情
况下的结果基本相同, 如图 3 (a)和图 3 (b)所示.

另 外, 图 5 (a)与 图 4 (a)分 别 与 图 5 (b)与
图 4 (b)相比, 可见除φ0为 90◦外, 不同φ0的贡献

在两种情况下稍有不同, 但求和取平均后能够相
同. 可以这样来理解, 对φ0求和取平均等效于波

函数相对于核轴旋转对称, 这和双原子分子属于
D∞h群相一致. 从经典的角度而言, 电子布居应该
绕核轴旋转对称, 外电场引起的偶极矩的变化仅与
外电场与核轴的夹角有关, 与核轴被准直在哪个面
上没有关系.
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图 5 (网刊彩色)当核轴在 xz面内φ0固定为不同值情况下O2的高次谐波谱随 θ0角的分布

Fig. 5. (color online) θ0dependence of HHG of O2 for different fixed φ0 when nulcear axis is in xz plane.

4 结 论

本文采用以形式散射理论为基础的频域非微

扰量子电动力学方法对O2的高次谐波进行了计

算. 考虑了两种情况: 一种是分子核轴被准直在
垂直于光传输方向的平面内, 另一种是分子核轴
被准直在光电场方向和激光传输方向所形成的面

内. 两种情况下, 高次谐波对核轴与光电场所成
角度 θ0的依赖基本相同, 都是在 θ0为45◦区域谐波
强度最大, 并有很大的峰值宽度, 偏离此角度, 谐
波强度变低, 到平行或垂直时, 谐波强度降到最低.
分析表明, 此分布是由于谐波的强度取决于分子

在动量空间中光电场方向为中心的局域立体角内

电子布居.
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Abstract
High-order harmonic generation (HHG) is one of the hottest topics in strong field atomic and molecular physics.

In this paper, frequency domain theory which is based on formal scattering theory is extended to study the HHG of
O2 molecules under a linearly polarized single mode laser field. The dependence of HHG on the angle θ0 between the
laser polarization direction and nuclear axis is investigated. In our calculation, we only consider the contribution of
highest occupied molecular orbital (HOMO) and use the single electron approximation. The HOMO is obtained from
quantum chemical software Molpro. The intensity of the laser is 5.18 × 1014 W/cm2 and the wavelength is 800 nm. On
the one hand, in the case that the nuclear axis lies in the plane perpendicular to the laser propagation direction, we
find that the yields of all order harmonics increase with θ0 increasing until the yields reach the maximum values when
θ0 is equal to about 45◦. Then the yields decrease with θ0 increasing and have the minimum values when θ0 is equal to
about 90◦. The analysis shows that the yield of HHG is dominated by the density of electrons in HOMO along the laser
polarizing direction in momentum space. On the other hand, in the case that the nuclear axis lies in the plane parallel
to laser propagation direction, the dependence of HHG on θ0 is the same as that when the nuclear axis is in the plane
perpendicular to laser propagation direction. The reasons for the same results for the two cases lie in the following fact.
The HOMO of O2 molecule has πg symmetry which is not rotationally symmetric around nuclear axis. So HHG yield
relies on the πg extension orientation. Since the πg extension orientation cannot be fixed, the HHG of O2 should be
averaged over the contributions to HHG at all possible πg extension orientations. This average is equivalent to that the
electron density is rotationally symmetric around the nuclear axis and hence leads to the fact that the HHG yield of O2

depends on θ0 rather than the plane that the nuclear axis lies in.

Keywords: high order harmonic generation of molecules, frequency domain scattering theory, molecular
orientation
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