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具有p波超流的一维非公度晶格中迁移率边研究∗

刘通 高先龙†
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( 2016年 1月 22日收到; 2016年 3月 28日收到修改稿 )

研究了具有p波超流的一维非公度晶格中迁移率边的性质. 发现适当的p波超流可以增加体系中的迁移
率边的数目, 并且通过多分形分析确定了迁移率边所在的位置.
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1 引 言

在理想的周期系统中, 电子的本征波函数是扩
展的布洛赫波. 但现实中的材料总是不完美的, 存
在杂质、缺陷等无序. 1958年, 安德森 (P.W. An-
derson)在其文章 “某些无序晶格中扩散的消失” [1]

中讨论了无序晶体中电子的运动, 他指出当无序强
度超过一临界值时, 体系会发生相变, 进入安德森
局域相. 虽然已经过去50多年了, 可在固态系统中
还没有直接观测到安德森局域相变. 近来, 得益于
冷原子技术的突破, 实验人员可以利用冷原子系统
模拟各种固态系统. Billy等 [2]利用一维光波导直

接观测到了无序光斑中玻色 -爱因斯坦凝聚体的安
德森局域化, 另外Roati等 [3]观测到了在一维非公

度光晶格中的Aubry-Andre (AA)相变 [4]. 在AA
模型中, 体系所有的本征波函数要么全部是扩展
的, 要么全部是局域的, AA模型不存在能量依赖的
迁移率边.

对于迁移率边的研究, 始于安德森局域化研究
之后. 自安德森指出强无序将导致系统波函数局域
化后, 人们意识到如果无序不够强的话, 系统波函
数应该是扩展态和局域态共存. 莫特指出 [5]: 在非
晶材料的能带中扩展态和局域态在能量上不能有

简并, 应该存在一个临界值, 把二者在能量上分开,
这便是所谓的迁移率边. 在本文, 我们定义的迁移
率边如下: 如果存在一对相邻能级的波函数, 其中
之一是扩展态且另一个是局域态, 则我们说这一对
能级之间存在一个迁移率边, 类似的定义见文献
[6—8]. 两者的区别主要是: 莫特指的是大尺寸材
料, 其每一个能带是准连续的, 理论上不存在能量
间隔, 而我们采用的系统体系尺寸有限, 因此存在
能量间隔, 所以把迁移率边定义在能量间隔之中.

Biddle等 [9]受冷原子系统高度可调性的启发,
提出了一个新颖的存在迁移率边的模型. 他们利
用自对偶关系, 解析推导出一个迁移率边表达式.
能量高于此迁移率边的本征波函数是扩展的; 反
之, 低于此迁移率边的本征波函数是局域的. 另
一方面, 对拓扑超流态的研究近年来引起了广泛
的兴趣. 这是由于在该系统中零能的准粒子态是
Majorana费米子 [10−12], 而Majorana费米子遵循
非阿贝尔 [13]交换统计, 可以用来进行拓扑量子计
算 [14]. 鉴于量子计算的巨大应用前景, Majorana
费米子的相关性质成为了研究热点 [15]. 虽然拓扑
超流态不受弱无序的影响, 但是在强无序下, 拓扑
超流态会被破坏掉 [16−19]. 由于在实际的材料中无
序效应总是存在的, 因此理清拓扑超流态与无序之
间是怎样相互影响的就显得十分重要. Cai等 [20]
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研究了一维非公度晶格中的p波超导体, 他们证明
体系会经历一个从拓扑超导态到安德森局域态的

相变, 此体系并不存在迁移率边. 因此存在迁移率
边的无序系统是怎样受p波超流影响的, 就成了一
个亟待解决的问题.

本文主要研究具有p波超流的一维非公度晶
格中迁移率边的性质, 着重研究p波超流相互作用
对无序系统中的迁移率边产生的影响, 并进一步利
用数值技术确定迁移率边的位置.

2 理论模型

我们考虑一维非公度晶格中存在p波超流和
迁移率边的系统, 其哈密顿量可写成

H =
L∑

i ̸=j

−t e−q|i−j|ĉ†i ĉj +
L∑
i

(∆ĉiĉi+1 + h.c.)

+
∑
i

Vin̂i, q > 0, (1)

Vi = V cos(2πβ i), (2)

其中 n̂i = ĉ†i ĉi是粒子数算符, ĉ†i (ĉi) 是费米子产生
(湮灭)算符. t是跃迁项常数, ∆是p波超流配对势,
它们全部取成实数; L是系统的格点数; q是Biddle
等在文献 [9]中引入的参数; Vi是在格点 i上的非公

度势, V 是非公度势强度; β是一个无理数, 这里取
作 (

√
5 − 1)/2. 该哈密顿量可通过波戈留波夫变

换对角化. 令 ĉi =

L∑
i=1

(uniη̂n + vniη̂
†
n), η̂†n(η̂n)是波

戈留波夫准粒子的产生 (湮灭)算符. 则对角化后

的哈密顿量可以写为H =

L∑
n=1

En(η̂
†
nη̂n − 1/2), 其

中准粒子的本征能量En和相应的本征波函数 (uni,
vni)

T可以通过求解Bogoliubov-de Gennes(BdG)
方程得到: ĥ ∆̂

−∆̂ −ĥ

 uni

vni

 = En

 uni

vni

 , (3)

这里

∆̂ij = −∆(δj,i+1 − δj,i−1), (4)

ĥij =
L−1∑
m=1

−t e−q|m|(δj,i+m + δj,i−m) + Viδji.

(5)
在该方程中, δji是Kronecker函数. 当∆ = 0

时, 系统就退化到Biddle等在文献 [9]中提出的模

型.当 q → ∞时, 系统就等价于Cai等在文献 [20]
中研究的一维非公度晶格中的p波超导模型, 此
时系统会经历一个从拓扑超导态到安德森局域

态的相变. 当 q取适中的值,体系会出现比较多的
迁移率边. 在下面的分析中, 我们取跃迁项常数
t = t1 eq, 以 t1为能量单位, 并取 q = 1.5.

3 结果分析与讨论

3.1 拓扑超流与迁移率边

为了界定整个能谱的局域和扩展性质, 我们定
义一个量 -逆参与率 (the inverse participation ra-

tio, IPR)IPRn =

L∑
i=1

(u4
n,i + v4n,i), i是格点指标, n

是能级指标, 而un,i和 vn,i就是 (3)式的解, 且满足

归一化关系
L∑

i=1

(u2
n,i + v2n,i) = 1. 此定义可以视作

∆ = 0 [21,22]时的 IPR定义的推广. 对于一个扩展
态, IPRn ∼ 1/L, 当L很大时 IPRn就趋于 0; 对
于局域态, IPRn则趋于一个有限值. 因此 IPRn

可以用来区分一个本征态是扩展态还是局域态.
图 1为系统的 IPR在无序强度V 取 [0, 3]时的变化

图, 其中亮色代表着局域态, 黑色代表着扩展态.
简单来说迁移率边是扩展态和局域态的分界

线, 因此图 1中黑色和亮色交界处对应着一个迁
移率边. 当p波超流配对势∆ = 0时, 系统的迁
移率边和文献 [9]得到的一致. 随着p波超流配对
势∆的增大, 系统的迁移率边数目变多. 例如, 当
∆ = 0.5时 (见图 1左下图), 图中存在较多的黑亮
交错的线, 这就意味着存在较多的迁移率边.

3.2 确定迁移率边

我们没有发现此系统的迁移率边的解析表达

式, 为了确定体系中的迁移率边的位置, 我们采用
数值方法. 下面介绍一种研究非公度系统的常用方
法—多分形分析 [23−26]. 无理数β可以表达成

β = (
√
5− 1)/2 = lim

n→∞

Fn−1

Fn
,

Fn就是第n个费波纳茨数. 在第n阶有理近

似中, 我们可以把体系的格点数取为L = Fn,
粒子处于每一个格点 i的概率为Pi = u2

i + v2i

(i = 1, · · · , Fn), 而ui和 vi就是 (3)式的解 (忽略
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能级指标n). Pi 满足归一化条件
L∑

i=1

Pi = 1. 标度

指数αi
[27,28]可以定义为

Pi = F−αi
n . (6)

表征波函数标度行为的可观测量是奇异谱 fn(α),
定义如下:

Ωn(α) = F fn(α)
n . (7)

Ωn(α)dα是格点数, 指数αi定义在 [α, α + dα].
在标度极限下的奇异谱 f(α)可以写成 f(α) =

limn→∞ fn(α). 对于扩展波函数, 所有格点有一

个概率测度Pi ∼ 1/Fn; 因此 f(α)仅仅在α = 1处

有 f(α) = 1. 对于局域波函数, 只在有限数目的格
点上其概率测度Pi才不为 0. 这些格点具有指数
α = 0, 其余的格点有指数衰减的概率测度, 其指数
α = ∞; 因此 f(α)仅仅有两个值: f(α = 0) = 0和

f(α = ∞) = 1. 对于临界波函数, 指数α分布在一

定范围, 因此奇异谱 f(α)是一个光滑的函数, 定义
在有限区间 [αmin, αmax]. 因此我们可以简单地检
验α的最小值: 对于扩展波函数αmin → 1, 对于局
域波函数αmin → 0.

∆=0
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图 1 (网刊彩色) IPR随无序强度 V 和能级指标 n的变化 β = (
√
5− 1)/2, q = 1.5, L = 500; 系统取开边界条件

Fig. 1. (color online) IPR varying with the disorder strength V and the eigenvalue number, where, ∆ = 0, 0.01, 0.5, 2,
respectively. The other parameters are β = (

√
5− 1)/2, q = 1.5, and L = 500. The system is under OBC.

首先我们研究小体系L = Fn = 233时的情

况. 因为粒子 -空穴对称性, 我们只需研究本征能量
E > 0的情况. 在∆ ̸= 0 时体系存在许多迁移率

边 [7,29], 如何把所有的迁移率边都确定是个难题,
这里我们选两个分别命名为ME1, ME2来说明确
定迁移率边的方法. 下面直观地给出ME1, ME2在
能谱中的位置, 见图 2 . 接下来给出ME1, ME2对
应能级的波戈留波夫准粒子波函数Ψ = (u, v)T.

从图 3可以看出: ME1对应的两个能级的波函

数Ψ分别是扩展态和局域态, ME2对应的两个能级
的波函数Ψ也分别是扩展态和局域态, 因此ME1,
ME2符合我们给出的迁移率边的定义. 但这只是
小体系L = Fn = 233时的结果, 为了确定ME1,
ME2就是两个迁移率边, 我们采用多分形分析. 下
面分别采用格点数Fn = 377, 610, 987, 1597, 2584,
4181的有理近似, 算出相应的αmin, 再把它们外插
到标度极限 1/n → 0, 看此时的αmin的趋向情况.
结果见图 4 .
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图 2 (网刊彩色) 本征能量随无序强度 V 的变化 系统

参数为 β = (
√
5− 1)/2, q = 1.5, ∆ = 0.5, L = 233, 并

取开边界条件, 图中两个 ‘*’从下到上分别代表着ME1,
ME2的位置
Fig. 2. (color online) The eigenenergy varying with
the disorder strength V . The system parameters are
β = (

√
5 − 1)/2, q = 1.5, ∆ = 0.5, L = 233, re-

spectively, and the system is under OBC. The two ‘*’
represent from the below to the above the location of
ME1, ME2 respectively.
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图 3 (网刊彩色) ME1, ME2对应能级的波戈留波夫准
粒子波函数 u, v 取 β = (

√
5−1)/2, q = 1.5, V = 1.5,

∆ = 0.5, L = 233, 取开边界条件
Fig. 3. (color online) The Bogoliubov quasiparticle
wavefunction u and v of the energy levels for ME1
and ME2, respectively, with β = (

√
5− 1)/2, q = 1.5,

V = 1.5, ∆ = 0.5, L = 233 under OBC.

如图 4所示, ME1, ME2的两个αmin在标度极

限下分别趋向 1, 0, 因此我们可以确定ME1, ME2
就是两个迁移率边.
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图 4 (网刊彩色)系统的αmin外插图 取 β = Fn−1/Fn,
q = 1.5, V = 1.5, ∆ = 0.5, L = Fn, 取周期性边界条件
Fig. 4. (color online) αmin vs 1/n with β = Fn−1/Fn,
q = 1.5, V = 1.5, ∆ = 0.5, L = Fn under PBC.

4 结 论

本文研究了具有p波超流的一维非公度晶格
中迁移率边的性质. 我们发现适当的p波超流配对
势会增加体系中的迁移率边的数目, 并使单迁移率
边的系统变成具有多迁移率边系统. 我们通过多分
形分析技术, 进一步确定了一些迁移率边所在的位
置, 验证了多分形分析在研究具有非公度势的系统
中的作用. 下一步, 我们将研究迁移率边对一维p
波超流系统的影响, 确定给定参数下的相图问题.

感谢王沛博士的多次讨论.
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Abstract
The mobility edges which separate the localized energy eigenstates from the extended ones exist normally only in

three dimensional systems. For one-dimensional systems with random on-site potentials, one never encounters mobility
edges, where all the eigenstates are localized. However, there are two kinds of 1D systems such as correlated disordered
models, and the systems of exponentially decaying hopping kinetics, features of mobility edges at some specific values
become possible. We study in this paper the properties of the mobility edges in a one-dimensional p-wave superfluid
on an incommensurate lattice with exponentially decaying hopping kinetics. Without the p-wave superluid, the system
displays a single mobility edge, which separates the extended regime from the localized one at a certain energy. Without
the exponentially decaying hopping term, the system displays a phase transition from a topological superconductor to
an Anderson localization at a certain disorder strength, where no mobility edge exists. We are interested in the influence
of the p-wave superfluid on the mobility edge. By solving the Bogoliubov-de Gennes equation, the eigenvalues and the
eigenfunctions are obtained. In order to identify the extending or the localized properties of the eigenvectors, we define
an inverse participation ratio IPR. For an extended state, IPRn ∼ 1/L which goes to zero at a large L, and for a
localized one, IPRn being constant. Therefore, the IPR can be taken as a criterion to distinguish the extended state
from the localized one, while the mobility edge is defined as the boundary between two different states. We find that,
with a p-wave superfluid, the system changes from a single mobility edge to a multiple one, and the number of mobility
edges increases with the increased superfluid pairing order parameter. To further obtain the energy or the location
of the mobility edge, we investigate the scaling behavior of wave functions by using a multifractal analysis, which is
calculated through the scaling index α. The minimum value of the index, with the values αmin = 1, 0 < αmin < 1, and
αmin = 0, mean the extended, critical, and localized states, respectively. For the two consecutive states, the minima of
the scaling index αmin when extrapolating to the large size limit between 0 and 1 signal the mobility edge. By exploring
the corresponding Bogoliubov quasi-particle wave functions for the system under open boundary conditions together
with the multifractal analysis for the system under periodic boundary conditions, we identify two mobility edges for
the system of the p-wave superfluid pairing. Furthermore, we will investigate how the existence of the mobility edges
influences the p-wave superfluid, and identify the phase diagram at the given parameters. We will in the future try to
understand the relationship between the topological superfluid and the mobility edges.

Keywords: p-wave superfluid, mobility edges, multifractal analysis
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