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光子晶体理论研究的新方法——混合变分法∗

陈园园 杨盼杰 张玮芝 阎晓娜†

(上海大学理学院, 上海 200444)

( 2016年 1月 11日收到; 2016年 4月 14日收到修改稿 )

利用混合变分法研究了二维光子晶体的能带结构, 得到了通带、禁带和群速度, 并详细分析光子晶体中的
电磁场分布和能流密度分布. 该方法方便实用, 理论上能够应用于任意维度任意周期结构的光子晶体的计算.

关键词: 二维光子晶体, 能带结构, 变分法
PACS: 42.70.Qs, 04.20.Fy DOI: 10.7498/aps.65.124206

1 引 言

对光子的控制和操纵技术一直是人们的研究

热点, 1987 年Yablonovitch [1]和John [2] 提出了一

种新的控制光子的机制——光子晶体, 将介电常数
不同的介质以周期性排列, 通过改变光子晶体结
构和介质的介电常数即可调控电磁波在光子晶体

中的传输特性. 光子晶体具有的光子禁带、光子局
域 [3]、双稳态 [4]、光学滤波及抑制自发辐射效应 [5]

等物理特性, 使得光子晶体在光电集成、光传输、通
信等领域有很大的应用潜力. 目前人们在光子晶体
的带隙计算、设计优化方面做了很多工作 [6−8].

在光子晶体理论研究中, 多采用平面波展开
法 [9−11], 时域有限差分 (FDTD) 法 [12,13]、传输矩

阵法 [14−16] 等, 各种方法各有利弊. 平面波展开法
是光子晶体能带研究中用得较早且较多的方法, 将
介电函数根据其周期性展开成傅里叶级数, 并把入
射电磁波在倒易空间进行平面波展开, 求解特征方
程得到能带结构. 该方法的缺点是计算精度和计算
量取决于平面波的数量, 当结构复杂时, 计算量较
大且困难. 传输矩阵方法是一种多散射方法, 适合
于计算复杂晶体结构的透射和反射系数, 但对光子
晶体物理概念的理解帮助不大. 时域有限差分法是
将一个单位原胞划分成许多网格单元, 直接用有限

差分式代替Maxwell时域旋度方程中的微分式, 将
Maxwell方程组离散化, 形成矩阵形式的特征方程.
它的缺点是遇到特殊形状格点的光子晶体时, 求得
精确的解比较困难, 需要大量的存储空间, 计算时
间长.

本文将介绍一种新的方法——混合变分法, 这
种方法源于UCSD 的Sia 教授对弹性力学周期结
构的研究, 该小组利用力学材料构成了声子晶体,
研究了声子晶体的能带结构等问题 [17−20]. 该方法
能够得到精确的结果, 且收敛速度较快. 我们将其
转换到了电磁介质, 可以用于计算任意维度、不同
介质构成的任意晶格的周期性结构, 能够得到能带
结构、电磁场分布、能流和群速度等参数.

变分法是处理函数中包含函数的数学问题, 和
处理数的函数的普通微积分相对应, 变分法最终寻
求的是极值函数,它们使得泛函取得极大或极小值.
变分法的关键定理是欧拉 -拉格朗日方程, 它对应
于任意的泛函的临界点. 最小作用量原理即是一种
变分原理, 是现代物理理论的一个重要源头, 从最
小作用量原理出发, 采用拉格朗日形式, 可以将力
学、经典场论、量子场论、规范场论贯穿起来, 并伸
向物理学的未来. 拉格朗日形式是一种数学化形
式, 它揭示了空间 -时间的属性与物理运动的规律
之间所存在的密切联系, 内容丰富. 由麦克斯韦方

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11274225) 和上海市自然科学基金 (批准号: KW-201449732) 资助的课题.
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程, 利用最小作用原理可以导出拉格朗日密度, 本
文将从拉格朗日密度着手.

2 理论分析

根据经典电动力学, 电磁场的拉格朗日密度
Lg的表达式为

[21]

Lg = − 1

4µ0
FµνF

µν − JµAµ, (1)

Fµν为电磁张量,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

=


0 E1/c E2/c E3/c

−E1/c 0 −B3 B2

−E2/c B3 0 −B1

−E3/c −B2 B1 0

 , (2)

矢势Aµ为四维电磁矢量, Aµ = (ϕ/c,A), ϕ 为

电势, A为三维磁势, Jµ为四维电流密度矢量,
在平直空间, 上下指标可以不做区分. 电场

E = −∇ϕ − ∂A/∂t, 磁感应强度B = ∇ × A,
µ0 是真空中的磁导率, c是光速.

利用 (1)式计算拉格朗日密度过程较为复杂,
由文献 [22,23]可以直接得到麦克斯韦方程的拉格
朗日总量L为

L =

∫
Ω

(E · ∇ ×H +H · ∇ ×E

− iωεE2 + iωµH2)dΩ, (3)

dΩ = dx1 · dx2为面积分元. 若不考虑介质损耗,
则

L =

∫
Ω

(E∗ · ∇ ×H −H∗ · ∇ ×E

− iωεE ·E∗ − iωµH ·H∗)dΩ, (4)

其中H = 1/µB, ε, µ是介质中的介电常数和磁导
率, ω 是电磁场角频率. 拉格朗日总量是拉格朗日
密度的空间积分.

考虑二维光子晶体结构, 介电材料在x1, x2方

向上周期排列, 在x3方向上均匀分布. 晶格具有周
期性, 介电常数和磁导率的分布函数可以定义为:

ε(x1, x2) = ε(x1 +ma1, x2 +ma2), (5)

µ(x1, x2) = µ(x1 +ma1, x2 +ma2), (6)

a1, a2为二维光子晶体在x1, x2 方向上的周期常

数, m 为任意整数. 以TE波为例, 光子晶体中的电

磁场可以表示为:

E = E(x1, x2)e3, (7)

H = H1(x1, x2)e1 +H2(x1, x2)e2, (8)

其中e1, e2, e3 为x1, x2, x3方向上的单位矢量. 由
(4)式可定义拉格朗日密度为

Lg = E∗ · ∇ ×H −H∗ · ∇ ×E

− iωεE ·E∗ − iωµH ·H∗

= H∗
2

∂E

∂x1
−H∗

1

∂E

∂x2
+ E∗ ∂H2

∂x1

− E∗ ∂H1

∂x2
− iωεE · E∗ − iωµH1 ·H∗

1

− iωµH2 ·H∗
2 , (9)

从而可以将拉格朗日总量的表达式变形为

L =

∫
Ω

Lg dΩ

= ⟨E,1,H2⟩ − ⟨E,2,H1⟩

+ ⟨H2,1, E⟩ − ⟨H1,2, E⟩ − iω⟨εE,E⟩

− iω⟨µH1,H1⟩ − iω⟨µH2,H2⟩, (10)

其中

⟨u, v⟩ = 1

Ω

∫
Ω

uv∗dΩ,

Hi,j =
∂Hi

∂xj
, E,j =

∂E

∂xj
, i, j = 1, 2.

对L分别关于E∗, H∗
1 , H∗

2 求一阶导数, 可以得到
∂H2

∂x1
− ∂H1

∂x2
− iωεE = 0, (11)

∂E

∂x2
+ iωµH1 = 0, (12)

∂E

∂x1
− iωµH2 = 0. (13)

以上方程组为欧拉 -拉格朗日方程, 也可由麦
克斯韦方程组得到. 为得到该方程组在布洛赫周期
条件下的解, 我们考虑如下形式的试解 [17−20] :

E =
+M∑

α,β=−M

E(α,β) e i[(k1+
2πα
a1

)x1+(k2+
2πβ
a2

)x2],

(14)

H1 =

+M∑
α,β=−M

H
(α,β)
1 e i[(k1+

2πα
a1

)x1+(k2+
2πβ
a2

)x2],

(15)

H2 =

+M∑
α,β=−M

H
(α,β)
2 e i[(k1+

2πα
a1

)x1+(k2+
2πβ
a2

)x2],

(16)
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k1, k2为波矢量k在x1, x2方向上的分量. 将该试
解代入到拉格朗日总量 (10)式中, 得

L =
+M∑

α,β,γ,σ=−M

{
E(α,β)

[
i
(
k1 +

2πα

a1

)]
δαγδβσH

(γ,σ)∗
2

− E(α,β)
[
i
(
k2 +

2πβ

a2

)]
δαγδβσH

(γ,σ)∗
1

+H
(α,β)
2

[
i
(
k1 +

2πα

a1

)]
δαγδβσE

(γ,σ)∗

−H
(α,β)
1

[
i
(
k2 +

2πβ

a2

)]
δαγδβσE

(γ,σ)∗

− iω
[
E(α,β)Λαγ(ε)Λβσ(ε)E(γ,σ)∗

+H
(α,β)
1 Λαγ(µ)Λβσ(µ)H

(γ,σ)∗
1

+H
(α,β)
2 Λαγ(µ)Λβσ(µ)H

(γ,σ)∗
2

]}
, (17)

其中函数 δi,j =

1, i = j

0, i ̸= j
,

Λαγ(f) =

∫
f e i[ 2πa1

(α−γ)x1]dx1, (18)

Λβσ(f) =

∫
f e i[ 2πa2

(β−σ)x2]dx2. (19)

接下来, 我们构造一N2 × N2矩阵: Λ(f) =

Λαγ(f)Λβσ(f), 其中α, β, γ, δ = 0, ± 1, · · · ,
±M , N = 2M + 1, 且做如下形式的代换:

Ψ1 =
(
k1 +

2πα

a1

)
δαγδβσ, (20)

Ψ2 =
(
k2 +

2πβ

a2

)
δαγδβσ, (21)

Ψ1, Ψ2也分别为N2 × N2矩阵. 则可将 (17)式转
变为矩阵相乘的形式

L = E · iΨ1 ·H∗
2 −E · iΨ2 ·H∗

1 +H2 · iΨ1 ·E∗

−H1 · iΨ2 ·E∗ − iω[E ·Λ(ε) ·E∗

+H1 ·Λ(µ) ·H∗
1 +H2 ·Λ(µ) ·H∗

2 ], (22)

这里的E, H1, H2已转换为由E(αβ), H
(αβ)
1 ,

H
(αβ)
2 得到的 1 × N2的列向量. 为得到L的极

小值, 对L关于E∗, H∗
1 , H∗

2 求一阶导数, 得

H2 · Ψ1 −H1 · Ψ2 − ωE ·Λ(ε) = 0, (23)

E · Ψ2 + ωH1 ·Λ(µ) = 0, (24)

E · Ψ1 − ωH2 ·Λ(µ) = 0. (25)

整理方程组得到:

E[Ψ2Λ
−1(µ)Ψ2 + Ψ1Λ

−1(µ)Ψ1 − ω2Λ(ε)] = 0,

(26)

令A1 = Ψ2Λ
−1(µ)Ψ2 + Ψ1Λ

−1(µ)Ψ1, (26)式可化
简为求解光子晶体能带结构的本征值方程

E[A1 − ω2Λ(ε)] = 0. (27)

本征值ω可由下式得到:

det |A1 − ω2Λ(ε)| = 0. (28)

对于任一给定的周期结构单元, (28)式中矩阵
A1, Λ(ε)可以由 (18)—(21)式得到, 则本征值ω与

波矢量分量k1, k2有关, 由此我们得到了光子晶体
的能带结构和第一布里渊区的等频线.

对于某个通带频率ω, 求解方程 (27)式, 再代
入到 (14)式, 可以计算得到光子晶体中的电场分
布. 再由 (24)式和 (25)式, 亦可得到磁场

H1 = − 1

ω
E · Ψ2 ·Λ(µ)−1, (29)

H2 =
1

ω
E · Ψ1 ·Λ(µ)−1. (30)

对于TM波, 利用变分法同样可以得到求解光
子晶体能带结构的本征值方程

H[A2 − ω2Λ(µ)] = 0, (31)

这里A2 = Ψ2Λ
−1(ε)Ψ2 + Ψ1Λ

−1(ε)Ψ1.
由 (28)式还可以计算得到相速度 vp和群速度

vg,

vp
j =

ωkj
k21 + k22

, vg
j =

∂ω

∂kj
, j = 1, 2. (32)

根据坡印廷矢量S =
1

2
E × H∗, 将电磁场代入,

得到能流密度 S = −S1x1 + S2x2, S1 =
1

2
EH2,

S2 =
1

2
EH1, 且能流密度的方向也可以得到:

β = arctan
(
− S2

S1

)
, (33)

可以验证 (32)式中群速度方向和 (33)式结果相同,
即群速度方向与能流方向一致.

3 计算结果与讨论

接下来, 我们将以二维正方光子晶体为例, 研
究光子晶体第一布里渊区内的能带结构. 图 1为二
维正方光子晶体结构示意图, 白色区域为空气, 黑
色区域为圆形介质硅柱. 假设a1 = a2 = 100 µm,
2r = 60 µm, 空气: ε1 = 1, µ1 = 1; 介质柱:
ε2 = 12, µ2 = 1. 由 (28)式, 可得到二维正方光
子晶体在第一布里渊区的能带结构.
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r

(a) (b)

x1

x2

b2

b1
X

M

Γ

图 1 (网刊彩色) (a) 二维正方光子晶体; (b)第一布里
渊区

Fig. 1. (color online) (a) Two dimensional square pho-
tonic crystal; (b) the first Brillouin zone.

对于TE波入射, 在图 2 (a)中我们得到了 1—9
条允许通过光子晶体的频带, 其中间隔了 3个禁带,
如图中阴影部分所示. 这里我们只选取了低频部分
通带和禁带, 也可以得到更高频的能带结构. 理论
上来说, 光子晶体可以具有无限多条通带, 只是其
中有禁带间隔. 对于TM波入射, 在图 2 (b) 中我
们也得到了类似的 1—9条通带, 但其中只有 1个禁
带. 文献 [24]利用平面波展开法得到了同结构的能

带结构, 我们的结果与其完全相同. 改变介质柱的
介电常数也可以得到文献 [25]利用FDTD 方法得
到的结果. 若将二维光子晶体的介质与空气互换,
即构成二维圆孔结构 [26], 选用文献 [26]的参数, 也
可以得到相同的能带结构, 如图 3所示. 由此, 可以
验证本方法的准确性.

图 4 (a)和图 4 (b)为TE波入射到图 1所示正
方光子晶体得到的第一和第二通带的等频线,
图 5 (a)和图 5 (b)对应于TM波入射情况. 图中
坐标K1, K2为归一化波矢量分量, K1 = k1a,
K2 = k2a. 图中的箭头方向为群速度方向, 亦
可代表能流方向, 可以看到群速度方向都是垂直
于等频线的. 图 4 (a)和图 4 (b)中显示的等频线可
以明显看出对于TE 波, 第一能带和第二能带间有
较大的频率跳跃, 即有禁带间隔. 而在图 5 (a)和
图 5 (b)中, 对于TM波, 第一能带和第二能带间没
有频率间隔, 即不存在禁带.
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图 2 (网刊彩色) 二维正方光子晶体的能带结构 (a) TE波; (b) TM 波

Fig. 2. (color online) Bandgaps of the two dimensional photonic crystal: (a) TE wave; (b) TM wave.
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图 3 (a) TE波: 介质柱结构, ε2 = 11.6, 能带结构与文献 [25] 结果相同; (b) TM波: 空气孔结构, ε2 = 10.5, 能
带结构与文献 [26]结果相同
Fig. 3. (a) TE wave, medium-rod, ε2 = 11.6, the bandgap is the same as that of Ref. [25]; (b) TM wave,
air-hole, ε2 = 10.5, the bandgap is the same as that of Ref. [26].
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图 4 (网刊彩色) TE波: 第一通带 (a)和第二通带 (b)的等频线和群速度方向
Fig. 4. (color online) TE wave: Constant-frequency contours and direction of group velocity in the first passband
(a) and the second passband (b).
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图 5 (网刊彩色) TM波: 第一通带 (a)和第二通带 (b)的等频线和群速度方向
Fig. 5. (color online) TM wave: Constant-frequency contours and direction of group velocity in the first
passband (a) and the second passband (b).
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图 6 (网刊彩色) 2× 2晶格中的电磁场分布和能流密度分布

Fig. 6. (color online) Electric and magnetic field and
energy flow density in 2× 2 lattices.

我们在图 4 (a)中第一通带上任选取一点, 入
射场频率FRQ为: ωa/2πc = 0.1481, K1 = 1.4137,
K2 = 1.4137, 根据 (27), (29)和 (30)式, 可以得到
光子晶体中的电场、磁场分布和能流密度分布,
如图 6所示. 图 7中还给出了由 (33)式得到不同
通带频率入射场的能流方向, 各子图中的波矢量
分量和频率取值不同: (a) K1 = 0.7854, K2 = 0,
FRQ1 = 0.0612; (b) K1 = 0.7854, K2 = 0.3142,
FRQ2 = 0.0658; (c) K1 = 0.7854, K2 = 0.7854,
FRQ3 = 0.0858; (d) K1 = 0, K2 = 0.7854,
FRQ4 = 0.0612. 图 7中的能流方向与图 4中群
速度的方向是一致的.

以上是二维结构的讨论, 本方法还可以推广到
三维光子晶体, 接下来我们将介质球在三维空间中
排列, 构成简立方结构光子晶体. 对于三维结构,
电场和磁场需考虑三个方向的分量, 利用拉格朗日
量 (4)式, 经过公式推导, 我们可以得到类似于 (28)
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式的求解本征值ω的方程

det |A3 − ω2Λ(ε)| = 0, (34)

(a) (b)

(c) (d)

图 7 单个晶格中的能流方向

Fig. 7. Direction of energy flow in a single lattice.
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图 8 (a)三维介质球结构, ε2 = 11.6, 能带结构与文献
[27] 类似; (b)一维介质/空气结构, ε2 = 13, 能带结构与
文献 [28]相同
Fig. 8. (a) Three dimensional sphere, ε2 = 11.6, the
bandgap is similar that of Ref. [27]; (b)one dimensional
media/air slab, ε2 = 13, the bandgap is the same as
that of Ref. [28].

这 里A3 = Ψ3Λ
−1(µ)Ψ3 + Ψ2Λ

−1(µ)Ψ2 +

Ψ1Λ
−1(µ)Ψ1. 由 (34)式得到的能带结构如图 8 (a)

所示, 与文献 [27]类似, 对于简立方结构的光子晶
体没有光子带隙存在. 图 8 (b)为利用本方法得到
的一维光子晶体的能带结构, 与文献 [28]结果相同.

4 结 论

本文利用混合变分法研究了二维正方光子晶

体, 不仅得到了光子晶体的能带结构、等频线和群
速度, 还可以得到光子晶体中的电磁场分布和能流
密度等参数. 并且利用该方法得到了一维和三维光
子晶体的能带结构. 本方法在理论上可以适用于任
意维度的光子晶体的计算, 只要给定一个晶格结构
即可, 可任意设定多种介质分布, 计算非常方便实
用, 是光子晶体理论计算、优化设计的有力工具.
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Abstract

Photonic crystal has drawn much attention because of its application in molding the flow of light, which can be
used in optical communication, optical storage and computing. In theory, plane wave expansion method, finite difference
time domain (FDTD) method and transfer matrix method are widely used methods to study photonic crystal, and each
of them has its own advantages and disadvantages.

Here, a new method i.e. mixed variational method is introduced to study the photonic crystals, which is from
the work of anti-plane shear waves in periodic layered elastic composites. The calculations of this method are direct
and require no iteration, which accurately and efficiently produce the entire band structure of the composite and other
field characteristics. Moreover, the composite cell in this method may consist of any number of units of any variable
permittivity and permeability.

Firstly, based on the variational principle, the Lagrangian density of electro-magnetic field is obtained. Then through
the surface integral of the Lagrangian density in the unit cell, the Lagrangian is acquired. The first variation of Lagrangian
with respect to electric field and magnetic field yields a set of Euler-Lagrange equations. Approximate solutions in explicit
series expressions subject to the Bloch periodicity are substituted into the above equations. Minimization of Lagrangian
with respect to the electric field and magnetic field results in an eigenvalue problem, and to solve it, the band structure
of the composite is yielded. Electrical field, magnetic field, group velocity and energy flux density are also calculated.
Secondly, we use the above method to study a two dimensional air-rod unit cell system. Bandgaps with respect to
different structural parameters are plotted, which are the same as the results from the plane wave expansion method and
FDTD method. In theory, the entire band structure can be calculated with our method. There are more gaps for TE
wave than for TM case. By constant frequency contours, it is shown that there is a gap between the first and the second
pass band for TE wave, however, there is no a gap for the corresponding TM wave. The directions of group velocity
for the first and the second bands are shown in the contours. Electrical field, magnetic field and energy flux in cells
illustrate the energy distribution, and the energy-flux directions and the group-velocity directions are also essentially the
same. Lastly, we apply this mixed variational method to one-dimensional media-air slab and three dimensional sphere-air
structure. The obtained band results accord with those reported previously former, which demonstrates that our method
is universal and correct.

In the present work, a mixed variational approach is proposed to produce the entire band structure of the composite

for unit cells with any arbitrary properties. Explicit expressions are developed for the band, electrical field, magnetic

field, group velocity and energy flux.

Keywords: two-dimensional photonic crystal, photonic band, variational method
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