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通道调制型偏振成像系统的偏振参量重建∗

强帆1)2) 朱京平1)† 张云尧1) 张宁1) 李浩1) 宗康1) 曹莹瑜3)

1)(西安交通大学, 电子物理与器件教育部重点实验室, 陕西省信息光子技术重点实验室, 西安 710049)

2)(西昌卫星发射中心, 西昌 615000)

3)(北京石油化工学院, 光机电装备技术北京市重点实验室, 北京 102617)

( 2016年 1月 29日收到; 2016年 3月 1日收到修改稿 )

通道调制型偏振成像系统中, 焦平面上获取的信息需要通过目标偏振参量的重建才能有效提取, 因而重
建是目标识别、材料分析、生物医疗等技术进一步应用的前提. 为了实现在非理想情况下通道调制型偏振成像
系统的偏振参量精确重建, 需要解决成像系统中电荷耦合器件 (CCD)采样频率与频谱位置偏移对重建的影
响. 本文首先详细分析了频谱不发生混叠的条件: CCD 采样频率应至少为 4倍基频; 在偏振干涉频谱位置偏
移时, 使用最大频谱法确定各个偏振态的载波频率, 通过频移、滤波和傅里叶变换获得目标的偏振重建二维图
像; 最后通过计算机模拟仿真与实验分析结合的方法验证该重建方案的可行性与有效性. 模拟与实验结果表
明: 改进后的偏振重建法得到的偏振图像与原始输入图像的均方差在 0.001以下, 峰值信噪比有明显的提高,
且结构相似度可达到 0.9以上, 表明该方法获得的二维偏振态重建图像精度高, 与理论偏振解调法相比具有很
大的优越性. 该工作希望为后续偏振探测与分析进一步的研究提供参考.

关键词: 偏振成像, 傅里叶转换, 频移, 重构
PACS: 02.70.Hm, 07.60.Ly, 42.30.Wb, 42.30.Lr DOI: 10.7498/aps.65.130202

1 引 言

偏振成像技术是一种基于光电成像器件获取

目标景物偏振态信息的技术. 这种技术可同时获取
目标的形状、光强及偏振等信息 [1,2], 因而受到了
国内外研究者的重视, 在光学遥感、生命科学、军
事侦察等领域有十分广泛的应用 [3,4]. 传统偏振成
像系统的结构可分为时分型与空分型结构, 其中时
分型 [5,6]包括旋转偏振片型、液晶型、声光调制型;
空分型包括分振幅型 [7]、分孔径 [8]、分焦平面型 [9]

及通道调制型. 实际应用中常常需要一种能够瞬
时获得动态目标偏振态且结构紧凑、成本低廉、制

作简单的偏振成像系统, 通道调制型偏振成像系统
从原理上能够满足上述需求, 因而成为人们研究的

热点.
通道调制型偏振探测系统的思想是 2003年日

本学者Oka [10]提出的, 2008年Luo等 [11]对其进行

改进, 形成了单色光偏振成像系统, 2012年Cao
等 [12]又进行了结构改进. 这类偏振成像系统焦平
面上获取的信息需要通过目标偏振参量的重建才

能有效提取. 遗憾的是目前有关采样与偏振参量的
重建研究鲜有报道, 仅见胡巧云等 [13]对理想情况

下通道调制型偏振成像系统的偏振重建, 对于偏振
参量重建工作中影响较大的干涉条纹采样频率问

题及非理想情况下的通道调制型偏振成像系统的

偏振重建问题至今尚无深入报道.
针对以上问题, 本文以萨瓦板通道调制型偏振

成像系统为例, 通过分析影响偏振态重建的采样问
题, 给出了通道调制型偏振成像中不产生混叠的最
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低条纹采样频率; 提出在非理想情况导致的频谱偏
移可通过寻找最大频谱法确定各个偏振态的载波

频率, 进而利用频移法获得目标频谱的偏振重建方
案, 并通过数值模拟与实验相结合的方法进行了重
建方案的可行性与有效性验证, 希望为后续偏振探
测与分析的进一步研究提供参考.

2 理想偏振系统解调

萨瓦板通道调制型偏振成像系统结构如

图 1所示, 光线依次经过滤波器 (Filter)、萨瓦板
1(SP1)、22.5◦半波片 (HWP)、萨瓦板 2(SP2)、45◦

检偏器 (A), 之后经由透镜 (L) 出射, 在电荷耦合器
件 (CCD)焦平面阵列上干涉成像. 其光强 I表示为

I(x, y) =
1

2
S0(xi, yi) +

1

2
S1(xi, yi) cos[2πΩ(x, y)]

+
1

4
|S23(xi, yi)|

× cos[4πΩx− arg(S23(xi, yi))]

− 1

4
|S23(xi, yi)|

× cos[4πΩy + arg(S23(xi, yi))], (1)

其中 (x, y), (xi, yi)分别为焦平面空间坐标与入

射平面空间坐标, 由于在此例中两坐标系统
一一对应, 因此可用 (x, y)代替入射平面坐标;
Si(i = 1, 2, 3, 4)表示入射光的偏振态, 其中S23 =

S2+ iS3, arg(S23)表示S23的角度, Ω = C
t

λf
表示

通过偏振成像系统后产生的载波频率, 其与萨瓦板
厚度 t成正比, 与入射波长λ成反比, 与透镜焦距 f

成反比, 其中C和萨瓦板材料相关, 当材料确定时
C为一常数.

f

Incident
ray 

Filter SP1
HWP
@22.5O

SP2 Analyzer
@45O

Lens Image

(a) (b)

eooe

eoeo oeoe
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图 1 (网刊彩色) (a) 萨瓦板通道调制型偏振成像仪结构示意图; (b) 入射光通过萨瓦板后四束偏振光的空间分布图
Fig. 1. (color online) (a) Sketch of Savart channel modulated polarization imaging system; (b) the spatial
distribution of four polarized light separated by Savart plate.

对 (1)式进行离散傅里叶变换:

F (I) =
1

2
A0(fx, fy) +

1

4
A1(fx −Ω, fy −Ω)

+
1

4
A∗

1(−fx +Ω,−fy +Ω)

+
1

8
A∗

23(−fx − 2Ω,−fy)

+
1

8
A23(fx + 2Ω, fy)

− 1

8
A23(fx, fy − 2Ω)

− 1

8
A∗

23(−fx,−fy + 2Ω), (2)

即可获得分别包含S0—S4分量的频谱, 如图 2所
示. 式中 (fx, fy) 表示频域坐标; *为对应频谱的共
轭; A0, A1, A23, A∗

23分别为S0, S1, S23, S∗
23傅里

叶变换后的频域形式.
由图 2可以看出, 当 Stokes参量不随空间

变化时, 频域范围内在h = (0, 0), (+Ω,+Ω),
(−Ω,−Ω), (±2Ω, 0), (0,±2Ω)处可以清晰地看到

7个光谱点. 此时, 采用带宽为Ω的矩形滤波器分

别获取S0, S1, S23频谱, 通过傅里叶逆变换, 可重
构出S0—S4:

fx

fy

S0

S1

S232Ω

图 2 (网刊彩色)理想干涉图像频谱示意图
Fig. 2. (color online) Spectrum of ideal interference
image.
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F{S0(x, y)} = A0(fx, fy)

↔ S0(x, y) = F−1{A0(fx, fy)}, (3)

F{S1(x, y) e i2πΩ(x,y)} = A1(fx −Ω, fy −Ω)

↔ S1(x, y) = F−1{A1(fx −Ω, fy −Ω)}

× e−i2πΩ(x,y), (4)

F{S23(x, y) e−i4πΩx} = A23(fx + 2Ω, fy)

↔ S23(x, y) = F−1{A23(fx + 2Ω, fy)} e i4πΩx,

(5)

S2(x, y) = Re[S23(x, y)],

S3(x, y) = Im[S23(x, y)], (6)

Re表示取实部, Im表示取虚部.

3 非理想情况下偏振参量重建

理想情况下偏振参量重建工作较简单, 然而在
实际情况下, 频谱混叠、萨瓦板厚度不同、半波片角
度适配等问题会造成偏振图像谱线形状与位置变

化, 使得解调结果产生较大误差, 因此选择合理的
采样频率及非理想情况导致的频谱偏移时偏振参

量的重建成为研究的关键.

3.1 焦平面阵列采样频率

通道调制型偏振成像系统一般使用焦平面阵

列作为成像载体, 这会导致连续函数离散化, 即采
样, 对谱线形状产生较大影响, 导致滤波及傅里叶
逆变换获得的重建偏振参量产生较大误差.

采样过程中最重要的参数是采样频率, 对应每
对干涉条纹所占像素数. 为了保证偏振分辨率, 干
涉条纹所占像素要尽量少; 而为了不失真地恢复原

信号, 干涉条纹所占像素要尽量多. 以加载S23信

息的条纹为例, 其光强表示为

TS23
=

1

4
|S23(x, y)| cos[2πf0x− θ(x, y)]

− 1

4
|S23(x, y)| cos[2πf0x+ θ(x, y)], (7)

其中 θ(x, y) = arg[S23(x, y)], 选基频 f0 = 2Ω. 假
设采样频率 fs = kf0, (k = 2, 3, 4 · · · ), k表示基频
的倍数.

频谱不出现混叠应满足以下条件:
1)对于同一个载波频率, 两个共轭频谱必须分

离 (如图 3 (a)所示), 即

f0 −
1

2π

∂θ(x, y)

∂x

∣∣∣∣
max

> 0; (8)

2)对于相邻的两个频谱岛, 频谱之间不发生混
叠 (如图 3 (b)所示), 即

f0 +
1

2π

∂θ(x, y)

∂x

∣∣∣∣
max

6fs −
(
f0 +

1

2π

∂θ(x, y)

∂x

∣∣∣∣
max

)
. (9)

3) θ(x, y)随x变化不会超过2π,

0 6
∣∣∣∣∂θ(x, y)∂x

∣∣∣∣ 6 2π. (10)

根据 (8)—(10)式可得 k > 4,即一对条纹周

期至少需要 4个抽样值才能保证频谱不发生混
叠. 又由于分别在 fy轴方向与 fx轴方向上, S23

的载波频率ΩS23
是S1载波频率ΩS1

的 2倍, 即
ΩS23 = 2ΩS1 , 因此S1至少应选取 8个抽样值每
对条纹. 此时系统载波频率

Ω = ΩS1 =
1

8
∗ 1

pixel ,

其中pixel指像素尺寸. 如图 4 .

A23(fx+f)A23↼fx֓f0↽

f0-f 0 fxfx

A23↼fx⇁f0↽ A23↼fx⇁kf0֓f0↽

f kf0−f00 kf0

(a) (b)

图 3 (a) S23一维共轭频谱图; (b) S23相邻频谱岛频谱分布示意图

Fig. 3. (a) 1-D conjugate spectrum of S23; (b) adjacent “frequency island” of S23.
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f
y
/
H
z

fx/Hz

图 4 N = 256, k = 4时的频谱图

Fig. 4. Spectrum of ideal interference image when
N = 256 and k = 4.

3.2 非理想偏振信息的重建

实际应用中由于仪器、实验条件、环境因素等

限制, 例如萨瓦板厚度与理论萨瓦板厚度有误差
及半波片角度失配等, 会导致偏振图像的频谱产
生偏移. 由于在制作过程中, 萨瓦板厚度会引入
半波长的误差, 而萨瓦板厚度 t与载波频率Ω成正

比, 此时载波频率变为Ω′ = C
t

λf
+ C

∆t

λf
, ∆t表示

萨瓦板厚度偏移量. 通过傅里叶变换可知偏振图
像的频谱将会产生线性偏移, 当四块萨瓦板晶体
厚度都不同时, 其频谱偏移为线性偏移的叠加; 当
半波片角度失配时, 则在原有偏振干涉图像中不
同方向的干涉条纹上分别乘以了关于失配角α的

影响因子 (1 ± f(α)), 亦使频谱位置产生线性偏移
的叠加变化. 若理想频谱中载波频率为Ω0而实际

载波频率为Ω且Ω ̸= Ω0. 此时重建的偏振态图像
为Si e±i2π(Ω−Ω0)其中 (i = 1, 2, 3), 即重建的偏振
参量会产生周期性显示的效果. 为了获得正确的
Stokes参量的二维分布图, 本文提出通过寻找最大
频谱值位置法确定频谱位置, 并利用傅里叶变换的
频移性质, 分别对S1, S23做频移, 使其分别位于低
频分量位置上, 再利用滤波器截取低频分量, 进行
傅里叶逆变换, 最后得到相应参量二维分布. 具体
步骤包括 (图 5 ):

1)对输入图像 I进行傅里叶变换;
2)根据设备参数, 获得频域滤波通道大小,

以各偏振态频谱为中心, 以滤波器大小为区域
大小, 进行频域区域划分, 分别找到区域中最大
值对应坐标, 获得精确载波频率 S0(ΩS0x

, ΩS0y
),

S1(ΩS1x , ΩS1y), S∗
23(ΩS231x , ΩS231y) 及 S23(ΩS232x ,

ΩS232y
);

3)分别对输入光进行频移;
4)利用低通滤波器分别对频移后的频谱图进

行滤波;
5)进行傅里叶逆变换, 结合系数得到输出

Stokes参量二维图像.
例如, 利用傅里叶变换性质, 对S1进行频移,

对公式两边同乘以相位因子 e−i2π(ΩS1x
x+ΩS1y

y)

得到:

I(x, y) e−i2π(ΩS1x
x+ΩS1y

y)

=
1

2
S0(x, y) e−i2π(ΩS1x

x+ΩS1y
y) +

1

4
S1(x, y)

+
1

4
S1(x, y) e−i4π(ΩS1x

x+ΩS1y
y)

+

{
1

4
|S23(x, y)| cos[2π(ΩS231x

x+ΩS231y
y)x

− arg(S23(x, y))]

− 1

4
|S23(x, y)| cos[2π(ΩS232xx+ΩS232yy)x

+ arg(S23(x, y))]

}
e−i2π(ΩS1x

x+ΩS1y
y), (11)

式中ΩS1x
, ΩS1y

分别表示S1在x轴与 y轴上的载

波频率; ΩS231x , ΩS231y分别表示S23沿x方向干涉

的条纹在x轴与 y轴上的载波频率; ΩS232x
, ΩS232y

分别表示S23沿 y轴方向干涉的条纹在x轴与 y轴

上的载波频率.
通过傅里叶变换得到:

F [I(x, y) e−i2π(ΩS1x
x+ΩS1y

y)]

=
1

4
A1(fx, fy) +

1

2
A0(fx +ΩS1x

, fy +ΩS1y
)

+
1

4
A1(fx + 2ΩS1x

, fy + 2ΩS1y
)

+
1

8
A∗

23(−fx −ΩS231x +ΩS1x ,−fy −ΩS231y

+ΩS1y) +
1

8
A23(fx +ΩS231x +ΩS1x , fy

+ΩS231y +ΩS1y)−
1

8
A23(fx −ΩS232x

+ΩS1x , fy −ΩS232y +ΩS1y)−
1

8
A∗

23(−fx

+ΩS232x
+ΩS1x

,−fy +ΩS232y
+ΩS1y

). (12)

此时, 利用低频滤波器, 即可获得S1的频谱, 通过
傅里叶逆变换从而获得S1的二维空间变化, 同理
S23也可以移动到相应低频位置后进行解调.
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图 5 重建步骤示意图

Fig. 5. Step of Stokes parameter reconstruction.

通过频移、滤波、傅里叶逆变换后的低频

分量分别为: 1

2
S0(x, y),

1

4
S1(x, y),

1

8
[S2(x, y) −

iS3(x, y)](或
1

8
[S2(x, y) + iS3(x, y)]), 则各个偏振

态可表示为

S0 = F−1[A0(fx, fy)], (13)

S1 = F−1[A1(fx, fy)], (14)

S2 = real{F−1[A∗
23(−fx,−fy)]}, (15)

S3 = −imag{F−1[A∗
23(−fx,−fy)]}. (16)

4 数字仿真验证

为了验证改进的解调方法优越性, 本文使用
Matlab进行模拟, 对比理想解调方法与改进后的
解调方法.

设探测器像元大小d为4.75 µm× 4.75 µm, 像
元数n为512× 512, 由于S23对应的采样频率来说,
每对条纹占 4个像素, 且ΩS23 = 2Ω, 因此理论中
心波长对应的载波频率Ω0 =

1

8
× 1

4.75 µm,若因误

差实际获得的载波频率为Ω = 0.124× 1

4.75
µm−1,

采用如图 6所示作为输入图像进行仿真.
利 用 理 论 载 波 频 率Ω0进 行 解 调 获 得

图 7 (a)—(d)所示的偏振重建图像, 利用改进法
进行解调获得的重建图像如图 7 (e)—(h)所示. 可
以看出改进法解调结果明显优于理论解调方法的

解调结果.

我们分别利用均方差、峰值信噪比与结构相似

度 [14]对理想情况与非理想情况下的解调结果和原

始输入图进行了分析. 均方差反映了复原图像与全
参考图像之间的全局差异, MSE越小, 则两幅图
像越接近. 使用 (17)式定量表达:

MSE =
1

MN

M∑
x=1

N∑
y=1

[I(x, y)− I ′(x, y)]2, (17)

其中M , N分别表示图像长和宽; I为原始图像光
强; I ′表示重建图像的像光强值. 表 1为两种解调
方法所获得图像与原始图像的均方差, 可以看出改
进后的解调结果明显优于理论解调方法.

S S

S S

图 6 原始输入偏振态

Fig. 6. Original input polarization.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

图 7 两种解调方法获得的重建图像 (a)—(d)理论解调方法; (e)—(h)本文改进法

Fig. 7. Reconstruction images by two methods: (a)–(d) Theory method, (e)–(h) the improve method.

表 1 理论解调方法及改进解调方法与原始输入图像均方差

Table 1. The MSE between original polarization and theory demodulation or improved demodulation.

均方差 S0 S1 S2 S3

MSE理想 1.2023× 10−4 −0.0126 0.1410 0.4570

MSE改进 1.1833× 10−4 7.4686× 10−4 9.9415× 10−4 4.48479× 10−4

峰值信噪比是指到达噪音比率的顶点信号, 这
里指最大值信号与图像差异间的比率. 使用 (18)式
定量表达:

PSNR = 10 log10
L2

MSE
, (18)

其中L表示图像中像素的最大灰度值. 表 2为两种
解调方法所获得图像与原始图像的峰值信噪比结

果. 其中除S0的峰值信噪比相似外, 可看出改进后
解调结果优于理想解调方法的解调结果, 在S2与

S3中尤为明显.

表 2 理论解调方法及改进解调方法与原始输入图像峰值

信噪比

Table 2. The PSNR between original polarization and
theory demodulation or improved demodulation.

峰值信噪比 S0 S1 S2 S3

PSNR理想 201.08 154.60 130.41 118.65

PSNR改进 201.25 182.82 179.96 187.14

以上两种评价参数为传统客观评价方法, 但其
只考虑了图像之间的整体差异而忽略了局部差异,

尤其是无法检测对人眼较为敏感的图像结构方面

的区别. 使用结构相似度SSIM可以弥补这一缺

陷, 相似度指对图像从结构、亮度及对比度等方面
进行评价, 两幅图越接近, 其值越接近于 1. 使用
(19)式定量表达:

SSIM =
(2µXµY + C1)(2σXY + C2)

(µ2
X + µ2

Y + C1)(σ2
X + σ2

Y + C2)
, (19)

其中µXµY 分别表示原始图像和重建图像的像素

均值, σXσY 表示两幅图像的方差, σXY 表示两幅

图的协方差, C1, C2为较小的常数. 表 3为两种解
调方法所获得图像与原始图像的相似度, 可以看出
改进后的解调结果明显更优.

表 3 理论解调方法及改进解调方法与原始输入图像相

似度

Table 3. The SSIM between original polarization and
theory demodulation or improved demodulation.

相似度 S0 S1 S2 S3

SSIM理想 0.9994 0.8555 0.0289 0.0821

SSIM改进 0.9994 0.9777 0.9917 0.9989
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5 实验验证与分析

利用如图 8所示光学偏振干涉成像实验设备
进行实验验证. 探测器选用德国映美精公司生产的
DMK41BU02型探测器, 像元数n为 1280 pixel ×
960 pixel, 像元大小d为 4.75 µm × 4.75 µm, 透镜
焦距 f为 25 mm, Savart偏光镜厚度 t为 5 cm. 取
输入归一化偏振态S为 [1, 1, 0, 0]. 原始图像及经过
实验装置后获得的干涉图像如图 9所示.

取S1理想载波频率Ω0 = 0.160 × 1

4.75 µm.

实验中, 人为引入误差使得载波频率变为Ω =

0.15901 × 1

4.75 µm. 利用理论解调方法获得的

S0, S1分别对应于图 10中的 (a)和 (b); 利用寻找最
大频谱并进行频移法重建S0, S1由图 10 (c)和 (d)
表示.

图 8 (网刊彩色)通道调制型偏振干涉成像装置
Fig. 8. (color online) Channel modulated polarization
interference imager.

Raw Polarization

Spectrum

图 9 实验原始图像、偏振图像及其频谱图

Fig. 9. Raw image, polarization image and its spectrum.

(a) (b)

(c) (d)

图 10 两种方法获得的偏振重建图像 (a), (b)理论解调
方法; (c), (d) 改进的方法
Fig. 10. Reconstruction images by two method: (a),
(b) Theory method; (c), (d) the improved method.

由实验设定可知, S1偏振态分布应与S0分

布相似, 但理论解调法获得的结果明显不理
想, 产生了周期性的条纹, 即S1的偏振态图像为

S1 cos[2π(Ω−Ω0)]; 而利用寻找最大频谱法可以精
确获得S1的实际载波频率, 进而通过频移与傅里
叶逆变换获取准确的S1空间分布. 两种解调方法
对S0的重建结果相似, 但在S1重建结果中改进解

调方法明显优于理论解调方法.

6 结 论

本文以萨瓦板型通道调制型偏振干涉成像系

统为例, 分析了非理想偏振信息的重建及采样问
题, 推导出要使频谱不发生混叠, 则焦平面偏振干
涉图像中最大频率干涉条纹的分辨率至少为4个像
素每对条纹; 在偏振干涉图像的干涉条纹频率可能
与理论条纹频率不匹配的情况下, 提出通过寻找最
大频谱法确定各个偏振态的载波频率, 利用频移法
获得目标频谱的偏振重建方案; 数值模拟分析了非
理想情况下偏振干涉图像频谱位置的改变对偏振

图像重建的影响, 并采用均方差、峰值信噪比与结
构相似度分析了本文提出的改进解调方法相对于

理论解调方案的改进效果, 得到改进解调方法获得
重建图像与原始图像的均值误差低于 0.001, 峰值
信噪比明显提高且可将S2, S3与原始图像相似度

由理论解调方案的<0.1提高到 0.99以上; 最后通
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过实验验证了改进的偏振重建方案的可行性与有

效性. 此方法可为后续偏振探测与分析进一步的研
究提供参考.
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Abstract
Based on the reconstruction of the polarization parameters in a channel modulating polarization imaging system,

the polarization features of the target could be extracted effectively. Considering that the reconstruction of polarization
parameters can provide important reference for target recognition, material analysis, remote sensing and bio-medical
treatment, the research on accurate reconstruction of polarization parameters is now urgently required. In order to
improve the accuracy of polarization parameter reconstruction, we first study the influence of sample frequency of
interference fringes on the imaging process. For the same carrier frequency, conjugate spectra are separated and also
the spectra are not aliasing for two adjacent spectral lines. It is concluded that to prevent the image spectrum from
aliasing, the sample frequency should be at least 4 times the maximum fringe frequency of the polarization interference
image. Then we study Stokes parameter reconstruction method when the spectral line positions of interference image
are changed by assembling error. Since different Stokes parameters are amplitude modulated at different frequencies,
we apply segment filters to split the frequency domain into different regions, and seek for the largest spectrum in
corresponding regions. The largest spectrum in different regions can be used to determine the spectral line position of
polarization carrier frequency, and the two-dimensional images of the target are rebuilt in sequence by the frequency
shifting, spectral filtering, and Fourier inversion transforming. According to the above method, we could obtain an
exact polarization rebuilding image when the line position of polarization carrier frequency is modified. Finally, we use
the computer simulation and experiment to verify the feasibility and effectiveness of such a rebuilding method. The
results demonstrate that the reconstruction of polarization parameters in channel modulating polarization imaging by
this rebuilding method is better than by the traditional theoretical rebuilding method. In detail, the mean square error
between the reconstruction and original input image could be suppressed to 0.001 while the peak-signal-to-noise ratio
is improved and the structural similarity index measurement could be more than 0.9 by utilizing the new rebuilding
method. It turns out that the reconstruction method with great superiority can provide a promising reference for further
research of channel modulating polarization imaging system.

Keywords: polarization imaging, Fourier transform, frequency shift, reconstruction
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