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基于自适应模糊控制的分数阶混沌系统同步

陈晔1) 李生刚1)† 刘恒1)2)

1)(陕西师范大学数学与信息科学学院, 西安 710119)

2)(淮南师范学院数学与计算科学系, 淮南 232038)
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本文主要研究了带有未知外界扰动的分数阶混沌系统的同步问题. 基于分数阶Lyapunov稳定性理论,
构造了分数阶的参数自适应规则以及模糊自适应同步控制器. 在稳定性分析中主要使用了平方Lyapunov函
数. 该控制方法可以实现两分数阶混沌系统的同步, 使得同步误差渐近趋于 0. 最后, 数值仿真结果验证了本
文方法的有效性.

关键词: 分数阶自适应律, 自适应模糊控制, 分数阶混沌系统
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1 引 言

早在十七世纪初期微积分就已经被提出, 然而
分数阶微积分理论及其应用却在近几十年才得到

广泛的关注. 随着分数阶微积分理论的发展, 分数
阶混沌系统的同步比整数阶在实际中更具有突出

的应用价值和发展前景. 采用分数阶描述对象时,
能够更好地揭示对象的本质及其行为. 分数阶理论
不仅为很多系统模型提供了新的工具, 而且在很多
情况下, 具有常规整数阶理论设计的控制器无法实
现的优越性, 可实现满意的鲁棒性、稳定性、良好的
动态性能和控制精度, 同时也特别适合描述一些物
理系统的动力学行为 [1−7]. 在复杂动态系统中, 应
用分数阶微积分建立的模型往往比整数阶系统更

加准确. 在实际模型中, 随着系统的运行, 外界环
境的变化, 系统元器件的衰退及老化等原因使得所
建模型不能精确地描述实际系统, 所以研究不确定
分数阶系统的同步控制问题有着重要的理论价值

和实际意义.
近年来, 混沌系统成为非线性领域研究的热点

之一, 在其同步控制问题的研究中, 由于混沌系统
对初始状态值非常敏感, 微小的初值变化就会引起

系统的轨线形状以及其稳定性的剧烈波动, 使得混
沌系统的同步控制变得困难. 自从Lorenz发现第
一个混沌吸引子, 至今对于混沌系统控制与同步的
研究已经遍及许多领域. 在过去的 20多年里, 已经
出现很多混沌系统同步的方法,如PC方法,非线性
耦合方法, 滑模方法, Lyapunov直接法, 非线性控
制, active控制方法以及自适应反馈控制方法 [8−19]

等. 本文采取自适应控制方法来研究分数阶混沌系
统的同步, 其优点在于: 在各类控制系统中, 由于
控制对象存在某些不确定性以及各种外界干扰, 包
括环境或参数的改变, 亦或是受外界扰动的影响等
其他复杂因素, 致使系统的控制无法满足性能的要
求. 自适应控制通过自动调节控制器参数, 来消除
复杂因素和不确定性的影响, 使得控制器与控制对
象和环境相适应. 在本质上, 自适应控制是利用对
系统性能有关因素的估计, 来补偿或克服某些不确
定性和各种干扰. 因此, 自适应理论在分数阶混沌
系统的同步过程中更具有研究意义.

目前, 关于分数阶混沌系统的稳定性和同步研
究大部分都是通过设计控制器来消除误差系统中

的非线性项, 从而实现混沌系统的稳定和同步的
目的. 但是当遇到参数未知或者模型不确定的系
统, 这种方法往往无法达到预期的目的. 然而, 在
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现实生活中, 混沌系统的参数一般都是未知的或者
不确定的. 本文就分数阶非线性混沌系统无外界
扰动与伴有外界扰动的同步问题做了研究, 通过模
糊逻辑系统来逼近未知非线性函数, 并利用平方
Lyapunov函数对系统的稳定性做了分析.

本文的主要工作如下: 1)利用Lyapunov稳定
性理论, 通过设计控制器及参数自适应律, 给出分
数阶非线性混沌系统同步的方法; 2)构造并使用了
平方Lyapunov函数, 严格证明了系统在有外界扰
动与无外界扰动情形下的稳定性; 3)数值仿真中就
两种情形实现了分数阶Newton-Leipnik系统与推
广的分数阶Lotka-Volterra系统的同步, 理论和仿
真均证明了方法的有效性.

2 预备知识

我们常用的分数阶微积分的定义有三种,
分别由Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville (R-
L), Caputo给出. 本文选用Caputo给出的定义, 因
为Caputo定义的系统的初值与整数阶系统的一
样, 具有较好的物理意义. Caputo分数阶积分的
定义为

0D−α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ, (1)

其中Γ(·)为欧拉Gamma函数,

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1 e−tdt, (2)

且有 Γ(z + 1) = zΓ(z). Caputo分数阶微分的
定义为

0Dα
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ,

(3)
其中n − 1 6 α < n. 分数阶微分 (3)式的Laplace
变换为 [1]

L (0Dα
t f(t)) =

∫ ∞

0

e−st
0Dα

t f(t)dt

= sαF (s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0). (4)

为了便于讨论, 下文中始终假设0 < α < 1.
为后面证明方便, 首先给出一些将要用到的概

念及结果.
定义1 [2] 双参数Mittag-Leffler函数定义为

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (5)

其中α, β > 0, z为复数, 其Laplace变换为

L {tβ−1Eα,β(−atα)} =
sα−β

sα + a
. (6)

引理1 [2] 若x(t) ∈ C1[0, T ] (T > 0), 则下
面等式成立:

0D−α
t 0Dα

t x(t) = x(t)− x(0), (7)

0Dα
t 0D−α

t x(t) = x(t). (8)
引理2 (分数阶Lyapunov第二方法) [2] 设原

点是如下分数阶非线性系统的平衡点:
Dα

t x(t) = f(t,x(t)), (9)
其中x(t) ∈ Rn为系统变量. 若存在Lyapunov函
数V (t,x(t))和正参数h1, h2, h3 使得

h1∥x(t)∥ 6 V (t,x(t)) 6 h2∥x(t)∥, (10)

Dα
t V (t,x(t)) 6 − h3∥x(t)∥, (11)

则系统 (9)是渐近稳定的.
引理3 [20] 设x(t) ∈ Rn为连续可微函数, 则

1

2
Dα

t x
T(t)x(t) 6 xT(t)Dα

t x(t). (12)

2.1 模糊系统

模糊逻辑系统主要由四部分组成: 知识库、模
糊化、基于模糊规则的模糊推理和解模糊化. 其中
第 i 条模糊规则的形式为

R(i) : If x1 is F i
1, x2 is F i

2, · · · , and xn is F i
n,

then f̂(x(t)) is Bi (i = 1, 2, · · · , N),

这里x(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xn(t)]
T ∈ Rn和

f̂(x) ∈ R分别是模糊逻辑系统的输入和输出.
F i
j , Bi是R上的模糊集合. 模糊系统的输出可
以表示为

f̂(x(t)) =

N∑
j=1

θj(t)

n∏
i=1

µF j
i
(xi(t))

N∑
j=1

[ n∏
i=1

µF j
i
(xi(t))

] , (13)

式中 θj(t) 是模糊隶属函数 µBj 取最大值的点, 通
常可设为 µBj (θj(t)) = 1. 设模糊基函数为

pj(x(t)) =

n∏
i=1

µF j
i
(xi(t))

N∑
j=1

[ n∏
i=1

µF j
i
(xi(t))

] , (14)

并且令

φ(x(t)) = [p1(x(t)), p2(x(t)), · · · , pN (x(t))]T,

(15)
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θ(t) = [θ1(t), θ2(t), · · · , θN (t)]T, (16)

则模糊系统的输出可以写成

f̂(x(t)) = θT(t)φ(x(t)). (17)

定理1 (万能逼近定理) 设 f(x) 是紧集 Ω

上定义的连续函数, 则对∀常数 ε > 0, 都存在合适
的模糊逻辑系统逼近函数 f̂(x), 使得

sup
Ω

|f(x)− θ̂Tφ(x)| 6 ε, (18)

其中 θ̂是最优向量θ∗的估计值.

3 同步控制器的设计及稳定性分析

3.1 问题描述

设分数阶驱动混沌系统和响应混沌系统

分别为

Dα
t x(t) = Ax(t) + f(x(t)), (19)

Dα
t y(t) = Cy(t) + g(y(t)) + u(t) + d(t), (20)

其中x(t) = [x1(t), · · · , xn(t)]
T, y(t) = [y1(t), · · · ,

yn(t)]
T ∈ Rn 分别为驱动系统和响应系统的可测

状态向量, f, g : Rn → Rn 为未知的非线性连续函

数, A, C ∈ Rn×n 是常矩阵, 用于表示驱动系统和
响应系统的线性部分, d(t) ∈ Rn 是未知的外部扰

动, u(t) ∈ Rn 是待设计的响应系统控制器.
假设1 外部扰动 d(t)是一个有界连续函数,

即存在未知常数ρi > 0使得

|di(t)| 6 ρi (∀t > 0). (21)

定义同步误差为 e(t) = y(t)− x(t), 本文的主要目
标是设计适当的自适应控制器 U(t), 使同步误差渐
近趋于 0, 即 lim

t→∞
∥e(t)∥ = 0.

3.2 控制器的设计及稳定性分析

同步误差的动态方程可表示为

Dα
t e(t)

= Cy(t)−Ax(t) + g(y(t))− f(x(t))

+ u(t) + d(t)

= Ce(t) +Cx(t)−Ax(t) + g(y(t))− f(x(t))

+ u(t) + d(t)

= Ce(t) + (C −A)x(t) + g(y(t))− f(x(t))

+ u(t) + d(t). (22)

令

h(x(t),y(t)) = h(z(t))

= (C −A)x(t) + g(y(t))− f(x(t)) (23)

为未知的非线性函数. 则 (22)式可以写成

Dα
t e(t) = Ce(t) + h(z(t)) + u(t) + d(t). (24)

由定理 1知未知函数h(z(t))可以通过模糊逻辑系

统 (17)式近似为

ĥi(z(t),θi(t)) = θT
i (t)φi(z(t)),

i = 1, 2, · · · , n, (25)

其中 φi(z(t)) 是模糊基函数, θi(t) 是模糊系统的
可调参数. 令模糊系统的最优估计参数为 θ∗

i (它是
sup
t

|hi(z(t)) − ĥi(z(t), θi| 的下确界, 通常可假设

θ∗
i 是常数向量). 设模糊系统的参数误差和最优估
计误差分别为

θ̃i(t) = θi(t)− θ∗
i , (26)

εi(z(t)) = hi(z(t))− ĥi(z(t),θ
∗
i ), (27)

由文献 [21, 22]知, 我们可以假设模糊系统的估
计误差有界, 即 |εi(z(t))| 6 ε∗i (ε∗i > 0 是未知常

数). 经过简单推导, 未知非线性函数的估计误差可
以写为

ĥ(z(t),θ(t))− h(z(t))

= ĥ(z(t),θ(t))− ĥ(z(t), θ∗) + ĥ(z(t), θ∗)− h(z(t))

= ĥ(z(t),θ(t))− ĥ(z(t), θ∗)− ε(z(t))

= θT(t)φ(z(t))− θ∗T(t)φ(z(t))− ε(z(t))

= θ̃T(t)φ(z(t))− ε(z(t)). (28)

根据上面的讨论, 同步控制器u(t)可以设计为

u(t) = −Ke(t)− θT(t)φ(z(t))−Hsign(e(t))

− ρ̂sign(e(t)), (29)

其中K = diag[k1, k2, · · · , kn] ∈ Rn×n, k1, k2, · · · ,
kn > 0 是待设计参数; H = diag[ε̂∗1(t), · · · , ε̂∗n(t)],
ε̂∗i (t)是未知常数 ε∗i 的估计值; ρ̂ = diag[ρ̂1(t), · · · ,
ρ̂n(t)], ρ̂i(t)是未知常数ρi的估计值 (i = 1, 2, · · · ,
n). 同时本文设计如下的分数阶参数自适应律

Dα
t θi(t) = µiei(t)φi(x(t)), (30)

Dα
t ε̂

∗
i (t) = σi|ei(t)|, (31)

Dα
t ρ̂i(t) = γi|ei(t)|, (32)

其中µi, σi, γi > 0, i = 1, 2, · · · , n 为设计参数.
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注1 本文设计分数阶参数自适应律来更新系

统的可调参数, 这三组自适应律可以看作是一种特
殊的积分自适应律, 如 (31)式等价于下面的方程

ε̂i(t) = ε̂i(0) +
1

Γ(α)

∫ t

0

σi(t− τ)α−1|ei(τ)|dτ.

(33)
注2 在上述控制器以及参数自适应率中, 设

计参数 ki主要用来控制同步误差的收敛速度, ki

越大, 同步误差收敛速度越快. 参数µi, σi 和 γi 主

要用来调节系统参数逼近最优值的速度, 参数越
大, 逼近速度越快. 但这些参数的取值要根据实际
情况设计合理选取, 如果参数取值过大了会增加控
制器的负担.

下面先给出有关系统稳定性分析的一些结果.
引理4 [4] (分数阶单调性原理) 若 Dα

t x(t)6
0, 则x(t)在 [0,+∞] 上单调减少; 若Dα

t x(t) > 0,
则x(t)在 [0,+∞) 上单调增加.

引理5 [23] 设 V1(t) =
1

2
x2(t) +

1

2
y2(t), 其

中 x(t), y(t) ∈ R具有连续的一阶导数, 如果存在
常数k > 0满足

Dα
t V1(t) 6 −kx2(t), (34)

则有下面不等式成立

x2(t) 6 2V1(0)Eα(−2ktα). (35)

引理6 设V2(t) =
1

2
xT(t)x(t)+

1

2
yT(t)y(t),

其中x(t),y(t) ∈ Rn 具有连续的一阶导数, 如果存
在常数h > 0 满足

Dα
t V2(t) 6 −hxT(t)x(t), (36)

则有 ∥x(t)∥和 ∥y(t)∥有界, 且x(t)渐近趋于 0, 其
中∥ · ∥ 表示 Euclid 范数.

证明1 由 (36)式得:

Dα
t V2(t) 6 −hxT(t)x(t) 6 0, (37)

由引理4知V2(t)在 [0,+∞]上单调减少, 则有

V2(t) 6 V2(0). (38)

所以可以得到 ||x(t)|| 6
√
2V2(0) 和 ||y(t)|| 6√

2V2(0), 即 ||x(t)||和 ||y(t)||有界. 下面证x(t)渐

近趋于0.

Dα
t V2(t) 6 −hxT(t)x(t), (39)

两边同时取α阶积分得

V2(t)− V2(0) 6 −hD−α
t xT(t)x(t). (40)

又由于V2(t) =
1

2
xT(t)x(t) +

1

2
yT(t)y(t), 所以有

xT(t)x(t) 6 2V2(t), 进一步有:
xT(t)x(t) 6 2V2(0)− 2hD−α

t xT(t)x(t). (41)
对于不等式 (41)存在非负函数Z(t)使得

xT(t)x(t) + Z(t) = 2V2(0)− 2hD−α
t xT(t)x(t).

(42)
对上式取 Laplace 变换可得:

XT(s)X(s) = 2V2(0)
sα−1

sα + 2h
− sα

sα + 2h
Z(s).

(43)
根据性质 (6), (43)式的解为

xT(t)x(t) = 2V2(0)Eα,1(−2htα)

− Z(t) ∗ [t−1Eα,0(−2htα)], (44)
其中∗为卷积. 因为 t−1 和 Eα,0(−2htα) 都是非负

函数, 所以得证.
注3 若xT(t)x(t) 6 2V2(0)Eα(−2htα), 则由

文献 [1]知x(t)是M-L稳定的, 并且x(t)渐近趋于

0, 即 lim
t→∞

∥x(t)∥ = 0.

3.2.1 无外界扰动的混沌同步

首先我们考虑系统 (19)和 (20)在没有外界扰
动 (即d(t) = 0)情形下的混沌同步.

将 控 制 器 (29)和 (28)代 入 (24)式 我 们 可
以得到

Dα
t e(t) = Ce(t) + h(z(t))−Ke(t)

− θT(t)φ(z(t))−Hsign(e(t))

= − (K −C)e(t) + h(z(t))

− θT(t)φ(z(t))−Hsign(e(t))

= − Pe(t) + ε(z(t))− θ̃T(t)φ(z(t))

−Hsign(e(t)),
其中P = K −C, 可以选取适当的增益矩阵K使

P 为正定矩阵 (注意此时系统没有外界扰动, 所以
控制器u(t)里不含ρsign(e(t)) 这一项). 两边同时
左乘eT(t)可以得到

eT(t)Dα
t e(t)

= − eT(t)Pe(t) + eT(t)ε(z(t))

− eT(t)θ̃T(t)φ(z(t))− eT(t)Hsign(e(t))

= − eT(t)Pe(t) +

n∑
i=1

|ei(t)|ε∗i

−
n∑

i=1

ei(t)θ̃
T
i φi(z(t))−

n∑
i=1

ε̂∗i |ei(t)|

= − eT(t)Pe(t)−
n∑

i=1

|ei(t)|ε̃∗i
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−
n∑

i=1

ei(t)θ̃
T
i φi(z(t)).

主要结果如下.
定理2 在给定初始条件下,在自适应控制器

(29)和分数阶参数自适应规则 (30)式和 (31)式的
作用下可实现驱动系统 (19)和响应系统 (20)的同
步, 并且闭环系统内的所有变量有界.

证明2 构造Lyapunov函数如下:

V (t) =
1

2
eT(t)e(t) +

1

2

n∑
i=1

1

µi
θ̃T
i (t)θ̃i(t)

+
1

2

n∑
i=1

1

σi
ε̃∗T
i (t)ε̃∗i (t), (45)

其中

θ̃i = θ̂i − θi, (46)

ε̃∗i = ε̂∗i − ε∗i . (47)

因为常数的α阶Caputo导数为 0, 所以有
Dα

t θ̃i(t) = Dα
t θ̂i(t), Dα

t ε̃
∗
i (t) = Dα

t ε̂
∗
i (t), i =

1, 2, · · · , n. 根据引理3, 对V (t)取α阶导数得

Dα
t V (t) 6 eT(t)Dα

t e(t) +
n∑

i=1

1

µi
θ̃T
i (t)D

α
t θi(t)

+
n∑

i=1

1

σi
ε̃∗T
i (t)Dα

t ε̂
∗
i (t)

6 − eT(t)Pe(t)−
n∑

i=1

|ei(t)|ε̃∗i

−
n∑

i=1

ei(t)θ̃
T
i φi(z(t))

+

n∑
i=1

ei(t)θ̃
T
i φi(z(t)) +

n∑
i=1

|ei(t)|ε̃∗i

= − eT(t)Pe(t)

6 − λmine
T(t)e(t), (48)

其中λmin是正定矩阵P 的最小特征值. 由 (48)式
和引理 6的证明可知同步误差 e(t)渐近趋于 0, 即
lim
t→∞

∥e(t)∥ = 0.
由引理 5可知 θ̃i(t), ε̃∗i (t)有界, 进一步 θi(t),

ε̂∗i (t)有界. 由于驱动系统 (19)是混沌系统, 所以
x(t)有界, 又 e(t)有界, 所以 y(t)有界. 由同步控
制器可知 u(t)有界, 所以闭环系统所有信号都是有
界的.

3.2.2 伴有外界扰动的混沌同步

我们考虑系统 (19)和 (20)在有外界扰动 (即
d(t) ̸= 0)情形下的混沌同步.

将 控 制 器 (29)和 (28)代 入 (24)式 我 们 可
以得到

Dα
t e(t)

= Ce(t) + h(z(t)) + d(t)−Ke(t)

− θT(t)φ(z(t))−Hsign(e(t))− ρ̂sign(e(t))

= − Pe(t) + ε(z(t))− θ̃T(t)φ(z(t)) + d(t)

−Hsign(e(t))− ρ̂sign(e(t)),

其中P = K −C是正定矩阵. 两边同时左乘eT(t)

可以得到

eT(t)Dα
t e(t)

= − eT(t)Pe(t) + eT(t)ε(z(t))

− eT(t)θ̃T(t)φ(z(t)) + eT(t)d(t)

− eT(t)Hsign(e(t))− eT(t)ρ̂sign(e(t))

6 − eT(t)Pe(t) +

n∑
i=1

|ei(t)|ε∗i

−
n∑

i=1

ei(t)θ̃
T
i φi(z(t)) +

n∑
i=1

|ei(t)|ρi

−
n∑

i=1

ε̂∗i |ei(t)| −
n∑

i=1

ρ̂i|ei(t)|

= − eT(t)Pe(t)−
n∑

i=1

|ei(t)|ε̃∗i

−
n∑

i=1

ei(t)θ̃
T
i φi(z(t))−

n∑
i=1

ρ̃i|ei(t)|.

主要结果如下.
定理3 在给定初始条件下, 在自适应控制器

(29)式和分数阶参数自适应规则 (30)式、(31)式和
(32)式的作用下可实现驱动系统 (19)和响应系统
(20)的同步, 并且闭环系统内的所有变量有界.

证明3 构造Lyapunov函数如下:

V (t) =
1

2
eT(t)e(t) +

1

2

n∑
i=1

1

µi
θ̃T
i (t)θ̃i(t)

+
1

2

n∑
i=1

1

σi
ε̃∗T
i (t)ε̃∗i (t)

+
1

2

n∑
i=1

1

γi
ρ̃T
i (t)ρ̃i(t), (49)

其中

θ̃i = θ̂i − θi, (50)

ε̃∗i = ε̂∗i − ε∗i , (51)

ρ̃i = ρ̂i − ρi. (52)
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因 为 常 数 的α阶Caputo导 数 为 0, 所 以
有Dα

t θ̃i(t) = Dα
t θ̂i(t), Dα

t ε̃
∗
i (t) = Dα

t ε̂
∗
i (t),

Dα
t ρ̃i(t) = Dα

t ρ̂i(t), i = 1, 2, · · · , n. 根据引理
3, 对V (t)取α阶导数得

Dα
t V (t)

6 eT(t)Dα
t e(t) +

n∑
i=1

1

µi
θ̃T
i (t)D

α
t θi(t)

+
n∑

i=1

1

σi
ε̃∗T
i (t)Dα

t ε̂
∗
i (t) +

n∑
i=1

1

γi
ρ̃T
i (t)D

α
t ρi(t)

6 − eT(t)Pe(t)−
n∑

i=1

|ei(t)|ε̃∗i

−
n∑

i=1

ei(t)θ̃
T
i φi(z(t))−

n∑
i=1

ρ̃i|ei(t)|

+

n∑
i=1

|ei(t)|ε̃∗i +
n∑

i=1

ei(t)θ̃
T
i φi(z(t))

+

n∑
i=1

ρ̃i|ei(t)|

= − eT(t)Pe(t) 6 −λmine
T(t)e(t), (53)

其中λmin是正定矩阵P 的最小特征值. 由 (53)式
和引理 6的证明可知同步误差e(t)渐近趋于 0, 即
lim
t→∞

∥e(t)∥ = 0.
由引理 5可知 θ̃i(t), ε̃∗i (t), ρ̃i(t) 有界, 进一步

θi(t), ε̂∗i (t), ρ̂i(t)有界. 由于驱动系统 (19)是混沌
系统, 所以x(t)有界, 又e(t)有界, 所以y(t)有界.
由同步控制器可知u(t)有界, 所以闭环系统所有信
号都是有界的.

4 数值仿真

为了验证控制器的有效性, 仿真中研究了分数
阶Newton-Leipnik系统与Lotka-Volterra系统的
同步. 分数阶Newton-Leipnik系统的数学模型为:

Dα
t x1(t) = −ax1(t) + x2(t) + 10x2(t)x3(t),

Dα
t x2(t) = −x1(t)− 0.4x2(t) + 5x1(t)x3(t),

Dα
t x3(t) = bx3(t)− 5x1(t)x2(t),

(54)

-0.5

0

0.5

-0.5

0

0.5

-0.5

0

0.5

x1↼
t↽

x
2↼t↽

x
3
↼t
↽

x
3
↼t
↽

x
3
↼t
↽

-0.5 0 0.5
-0.5

0

0.5

x1↼t↽

x1↼t↽ x2↼t↽

x
2
↼t
↽

-0.5 0 0.5

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

-0.5 0 0.5

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

图 1 分数阶Newton-Leipnik系统

Fig. 1. Fractional-order Newton-Leipnik system.
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图 2 分数阶Lotka-Volterra系统

Fig. 2. Fractional-order Lotka-Volterra system.

其中α为分数阶阶次; a, b为控制参数; x1(t),
x2(t), x3(t)为系统的状态向量. 选取参数a = 0.4,
b = 0.175, 分数阶阶次 α = 0.95, 初始值为
[0.19, 0,−0.18], 此时存在如图 1所示的混沌吸
引子.

以系统 (54)作为驱动系统, 响应系统为分数阶
Lotka-Volterra系统, 系统模型为

Dα
t y1(t) = ay1(t)− by1(t)y2(t) + ey2

1(t)

− sy3(t)y
2
1(t),

Dα
t y2(t) = −cy2(t) + dy1(t)y2(t),

Dα
t y3(t) = −py3(t) + sy3(t)y

2
1(t),

(55)
其中α为分数阶阶次; a, b, c, d, e, s, p为控制参

数; y1(t), y2(t), y3(t) 为系统的状态向量. 选取参
数a = 1, b = 1, c = 1, d = 1, e = 2, p = 3, s =

2.7, 分数阶阶次 α = 0.95, 初始值为 [1, 1.4, 1], 此
时存在如图 2所示的混沌吸引子.

4.1 无外界扰动的混沌同步

为了实现驱动系统 (54)和响应系统 (55)在没
有外界扰动的条件下 (即di(t) = 0, i = 1, 2, 3)同
步, 在数值仿真中选取增益矩阵K = diag[3, 3, 3],
则矩阵

P =


3− a 0 0

0 3 + c 0

0 0 3 + p

 . (56)

所以在仿真过程中只要a < 3, c > −3 和 p > −3,
则可以得到矩阵P 正定. 同步控制器为

u1(t) = −3e1(t)− θT
1 φ1(t)− ε̂∗1sign(e1(t)),

u2(t) = −3e2(t)− θT
2 φ2(t)− ε̂∗2sign(e2(t)),

u3(t) = −3e3(t)− θT
3 φ3(t)− ε̂∗3sign(e3(t)),

(57)
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图 3 同步结果 (a) x1(t) (实线)和y1(t) (虚线); (b) x2(t) (实线)和y2(t) (虚线); (c) x3(t) (实线)和y3(t)

(虚线); (d) 同步误差 e1(t) (虚线), e2(t) (点划线), e3(t) (实线)
Fig. 3. Synchronization results in (a) x1(t) (solid line) and y1(t) (dotted line); (b) x2(t) (solid line) and
y2(t) (dotted line); (c) x3(t) (solid line) and y3(t) (dotted line); (d) synchronization errors e1(t) (dotted
line), e2(t) (dot dash line) and e3(t) (solid line).
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图 4 控制量和模糊系统参数 (a) u1(t); (b) u2(t); (c) u3(t); (d) ∥θ1(t)∥ (虚线), ∥θ2(t)∥ (点划线), ∥θ3(t)∥
(实线)
Fig. 4. Controlled variables and fuzzy system parameters in (a) u1(t); (b) u2(t); (c) u3(t); (d) ∥θ1(t)∥
(dotted line), ∥θ2(t)∥ (dot dash line), and ∥θ3(t)∥ (solid line).
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参 数 的 自 适 应 规 则 分 别 为: Dα
t θ1(t) =

µ1e1(t)φ1(x(t)), Dα
t θ2(t) = µ2e2(t)φ2(x(t)),

Dα
t θ2(t) = µ2e2(t)φ2(x(t)), Dα

t ε̂
∗
1(t) = σ1|e1(t)|,

Dα
t ε̂

∗
2(t) = σ2|e2(t)|, Dα

t ε̂
∗
3(t) = σ3|e3(t)|.

在仿真中, 模糊系统的输入变量为x(t), y(t),
为了减少模糊系统的运算, 在仿真中我们用e(t)代

替x(t)和y(t). 对于e1(t), e2(t)和e3(t), 本文各选
取了 4个均匀分布在 [−3, 3]上的高斯型模糊隶属

函数 (它们的数学期望分别为−3, −1, 1, 3), 它们
的参数为 ([1.1], [−3,−1, 1, 3]). 于是在模糊系统参
与逼近运算的模糊规则数为 43 = 64. 模糊系统可
调参数的初值 θ1(0), θ2(0)和 θ3(0)均选为 64维的
随机向量.

控制器里的其他参数为 a = 1, c = 1, p = 3,
σi = 0.8, µi = 700, α = 0.95, 模糊系统逼近误差的
估计值初值为 ε̂∗1(0) = ε̂∗3(0) = 1.8, ε̂∗2(0) = 1.5. 仿
真结果见图 3和图 4 . 从仿真结果可以看出, 同步
误差快速收敛; 控制量波动范围小, 变化平稳; 混沌
系统参数变化曲线光滑有界. 可以说, 本文设计的
同步控制器有较好的控制效果及鲁棒性.

4.2 伴有外界扰动的混沌同步

为了实现驱动系统 (54)和响应系统 (55)同步,
d1(t) = 0.15 sin(t), d2(t) = 0.05 cos(t), d3(t) =

0.1 cos(t). 增益矩阵K = diag[3, 3, 3], 同样可以
保证矩阵P 正定.同步控制器为

u1(t) = −3e1(t)− θT
1 φ1(t)− ε̂∗1sign(e1(t))

− ρ̂1sign(e1(t)),

u2(t) = −3e2(t)− θT
2 φ2(t)− ε̂∗2sign(e2(t))

− ρ̂2sign(e2(t)),

u3(t) = −3e3(t)− θT
3 φ3(t)− ε̂∗3sign(e3(t))

− ρ̂3sign(e3(t)).
(58)

参数的自适应规则分别为

Dα
t θ1(t) = µ1e1(t)φ1(x(t)),

Dα
t θ2(t) = µ2e2(t)φ2(x(t)),

Dα
t θ2(t) = µ2e2(t)φ2(x(t));
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图 5 同步结果 (a) x1(t) (实线)和y1(t) (虚线); (b) x2(t) (实线)和y2(t) (虚线); (c) x3(t) (实线)和y3(t)

(虚线); (d) 同步误差 e1(t) (虚线), e2(t) (点划线), e3(t) (实线)
Fig. 5. Synchronization results in (a) x1(t) (solid line) and y1(t) (dotted line); (b) x2(t) (solid line) and
y2(t) (dotted line); (c) x3(t) (solid line) and y3(t) (dotted line); (d) synchronization errors e1(t) (dotted
line), e2(t) (dot dash line) and e3(t) (solid line).
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图 6 控制量和模糊系统参数 (a) u1(t); (b) u2(t); (c) u3(t); (d) ∥θ1(t)∥ (虚线), ∥θ2(t)∥ (点划线), ∥θ3(t)∥
(实线)
Fig. 6. Controlled variables and fuzzy system parameters in (a) u1(t); (b) u2(t); (c) u3(t); (d) ∥θ1(t)∥
(dotted line), ∥θ2(t)∥ (dot dash line), and ∥θ3(t)∥ (solid line).

Dα
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∗
1(t) = σ1|e1(t)|,

Dα
t ε̂

∗
2(t) = σ2|e2(t)|,

Dα
t ε̂

∗
3(t) = σ3|e3(t)|;

Dα
t ρ̂1(t) = γ1|e1(t)|,

Dα
t ρ̂2(t) = γ2|e2(t)|,

Dα
t ρ̂3(t) = γ3|e3(t)|.

对于模糊系统的模糊隶属函数以及可调参数

的选取同上. 控制器里的其他参数为: a = 1, c = 1,
p = 3, σi = 0.5, µi = 700, γi = 0.8, α = 0.95, 系统
外部扰动di(t)上界值为ρ1 = 1, ρ2 = 0.8, ρ3 = 1.2,
其估计值初值为 ρ̂1(0) = ρ̂2(0) = ρ̂3(0) = 1. 仿真
结果如图 5和图 6所示.

5 结 论

本文基于Lyapunov稳定性理论设计了自适应
模糊同步控制器和分数阶参数自适应率, 实现了分
数阶非线性混沌系统在无外界扰动和伴有外界扰

动条件下的同步, 并且成功地利用平方Lyapunov
函数的分数阶导数证明了系统的稳定性. 本文的方

法具有广泛的实用性, 利用本文方法可以将很多整
数阶混沌系统的控制与同步推广到分数阶. 如何在
更严格的条件下 (如饱和输入及非线性死区, 系统
模型伴有随机扰动或者参数不确定)实现分数阶混
沌系统的同步仍是我们的研究方向.
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Abstract
In this paper the synchronization problem for fractional-order chaotic system with unknown external disturbance is

investigated by adaptive fuzzy control. Based on the fractional Lyapunov stability theorem, an adaptive fuzzy controller,
which is accompanied with fractional adaptation law, is established. Fuzzy logic system is used to approximate an
unknown nonlinear function. The fuzzy approximation error can be canceled by the proposed fractional adaptation law.
Just like the stability analysis in an integer-order chaotic system, the quadratic Lyapunov function is used to analyze the
stability of the fractional-order closed-loop system. The control method can realize good synchronization performances
between two fractional-order chaotic systems, and the synchronization error tends to zero asymptotically. Besides, the
proposed controller can also guarantee the boundedness of all signals in the closed-loop system. Finally, the numerical
simulation results illustrate the effectiveness of the proposed control method for fractional-order chaotic system in the
presence of the external disturbances.
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