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基于五模材料的圆柱声隐身斗篷坐标变换设计∗

陆智淼 蔡力 温激鸿† 温熙森

(国防科学技术大学机电工程与自动化学院, 装备综合保障技术重点实验室, 长沙 410073)

( 2016年 4月 12日收到; 2016年 6月 30日收到修改稿 )

五模超材料具有与流体相似的物理性质, 为各向异性流体的物理实现提供了途径, 因此Norris提出了将
其用于声隐声斗篷设计的思路. 本文对Norris五模超材料声隐声斗篷设计中提出的坐标变换方程进行研究,
利用有限元方法对不同坐标变换下声隐声斗篷的平均可视度进行数值计算, 分析了五模超材料斗篷的隐身
性能影响因素及规律. 结果表明, 通过选取不同的坐标变换方程改变其物性参数分布, 能够调节斗篷中的声
波传播路径, 对声隐声斗篷的声散射特性产生明显影响. 因此, 选择合适的坐标变换方程能够有效改善隐身
性能.

关键词: 五模材料, 声隐身斗篷, 声学超材料, 变换声学
PACS: 43.30.+m, 43.35.+d, 62.60.+v DOI: 10.7498/aps.65.174301

1 引 言

声隐身斗篷是在电磁斗篷研究基础上提出的

新概念. 2006年, Pendry等 [1]在文章中提出变换

光学理论时指出, 基于变换光学理论和电磁超材料
技术能够设计出电磁隐身斗篷, 引导电磁波绕过障
碍物实现 “完美的隐身”. 基于电磁波、声波的相似
性, 能否应用坐标变换理论操控声波实现弯曲绕射
的问题得到了关注. Milton等 [2]就在文章中提出

了声波变换方法的可能性. Chen和Chan [3]以标量

声波方程为基础, 推导出声波变换的数学表达式,
提出变换声学的控制方法. Cummer和Schurig [4]

也利用了变换声学理论, 通过设计材料参数在空间
中的分布来实现对声波的控制, 并在仿真中验证了
声隐身斗篷的隐身效果. 声隐身斗篷以其丰富的物
理内涵和潜在的广阔应用前景, 受到各国科研机构
的高度关注 [5−7].

基于多层介质的声隐身斗篷设计方法是研究

初期的主要关注点 [8−15]. 高东宝和曾新吾 [8]提出

了具有共焦层状结构的椭圆柱形声隐身斗篷. Hu
等 [9]则更进一步提出了任意形状的二维声隐身斗

篷的设计方法. 沈惠杰等 [10]也是由此设计了主动

声学超材料下的无限长圆柱声隐身斗篷. Torrent
和Sánchez-Dehesa [11]提出了一种物理实现声隐身

斗篷的方法, 即利用等效介质理论设计声隐身斗
篷, 设计了密度各向异性的斗篷材料, 并在仿真中
验证了这种声隐身斗篷的隐身效果, 然而这种采用
等效介质理论会增加声隐身斗篷的厚度, 加大斗篷
物理实现的难度. 而 Zhang等 [12]利用声学集总参

数模型以及二维声传输线理论分析了各向异性共

振结构的实现问题, 设计了由共振腔构成的声隐身
斗篷, 并首次在实验中验证了声隐身斗篷的隐身效
果. 但总体来看, 惯性声隐身斗篷还存在频带较窄,
高密度各向异性难以物理实现等问题.

针对惯性声隐身斗篷材料目前出现的问题,
Norris和Nagy[16]通过分析变换声学理论的动力学

方程推导过程, 从理论上证明了模量各向异性的流
体介质也可以控制声波实现隐身斗篷的效果. 同时
指出Milton 和Cherkaev [17]1995年提出的五模材
料能够用于各向异性模量斗篷的设计, 从而为声隐
身斗篷的物理实现提供了一条新途径. 自从Norris
提出了五模材料可以设计声隐身斗篷之后, 五模材
料也成为了斗篷研究的关注热点 [18−27]. Scandrett
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等 [28]分析了惯性斗篷和五模斗篷在理论和设计

上的优缺点, 提出了五模惯性斗篷 (pentamode in-
ertial cloak)的分层设计方法, 这种五模惯性斗篷
具有密度和模量同时各向异性的材料特征. Tian
等 [29]提出了构建声学超表面的五模材料结构, 具
有宽带和高透等性能. Chen等 [30,31]提出了构建五

模斗篷的具体结构, 并研究了剪切引起的共振对
隐身效果的影响, 结果表明可以引入材料阻尼改善
斗篷的隐身效果. 张向东等 [32]研究了分层设计对

五模声隐身斗篷性能的影响, 研究结果表明了选取
恰当的层数和层厚分布可以改善隐身效果. Norris
等 [33]则提出了一种利用材料参数分布反推五模斗

篷的设计方法, 设计了五种变换方程的五模斗篷以
及斗篷材料参数分布. 在电磁斗篷和惯性声斗篷
的研究中, 不同的坐标变换方式会明显影响斗篷的
散射特性及隐身性能, 然而对五模超材料斗篷, 虽
然Norris在论文中提出了多种坐标变换方程来实
现斗篷的设计, 但并未说明这些五模斗篷的隐身效
果, 因此需要对不同变换方程对隐身效果的影响进
行分析.

本文基于Norris提出的五模超材料斗篷设计

的 5种坐标变换方程, 对不同特性参数分布五模斗
篷的隐身效果进行了系统分析. 首先构建五模声隐
身斗篷有限元模型, 然后利用COMSOL计算了声
隐身斗篷在平面波入射下的声压场图, 从理论上验
证了声隐身斗篷的隐身效果. 最后, 计算声隐身斗
篷的平均可视度曲线, 研究其隐身性能与变换方程
的变化特性, 给出了初步的机理分析.

2 五模声隐身斗篷设计

2.1 理论模型

根据Norris [5]的理论研究, 基于坐标变换理论
实现声波控制的介质参数既可以是密度各向异性、

模量各向同性, 也可以是模量各向异性、密度各向
同性的. 用于构造模量各向异性的五模隐身斗篷的
材料参数可由下式得到:

ρ = ρ0f
′ (f/r)

d−1
,

Kr = K0

f ′ (f/r)
d−1

,

Kt = K0f
′ (f/r)

d−3
,

(1)

表 1 材料参数分布

Table 1. the distribution of material parameters.

材料参数类型 参数分布方程

密度为常数


ρ = αρ0

Kr = K0
1

α

[
αr2 + (1− α) b2

r2

]
Kt = K2

0/Kr

(α为常数)

模量为常数



ρ = ρ0
K0

Kr

( r

b

)2(
K0
Kr

−1)

Kr = K0
ln(a/b)
ln(δ/b)

Kt = K2
0/Kr

密度为幂次方程



ρ(r) = ρa (r/a)−2

Kr = K0
ρ0

ρa

f2

a2

Kt = K2
0/Kr

(α = −2),



ρ(r) = ρa (r/a)α

Kr =
ρ0

ρa

aαf2

rα+2
K0

Kt = K2
0/Kr

(α ̸= −2)

模量为幂次方程



ρ = ρ0
f2

r

K0

Ka

aα

rα+1

Kr = Ka (r/a)α

Kt = K2
0/Kr

Ka =
K0

α ln(b/δ)
(1− (a/b)α)

(α为常数)
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式中, ρ为五模斗篷的密度, Kr为径向模量, Kt为

切向模量, ρ0为围绕五模斗篷的背景流体的密度,
K0为背景流体的模量, d表示斗篷的维度, r表示
斗篷的半径, d = 2表示二维斗篷, d = 3表示三维

斗篷, f为坐标变换方程, 如图 1所示, f表示由物
理空间 (右图)到虚拟空间 (左图)的映射, 其中斗篷
内径为a, 外径为 b, δ为一无穷小量.

f-1↼R↽

R/r/b

R/δ

r/a

图 1 坐标变换方程 f 示意图 [28]

Fig. 1. The coordinate transformation equation f [28].

Norris等 [33]在提出五模材料设计方案时, 先
确定斗篷的一种材料参数 (密度、径向模量或者切
向模量中的一种)的分布, 再通过 (1)式反推到其他
的材料参数分布. 文中一共提出了四种五模斗篷
的设计方案, 分别为: 密度为常数、模量为常数、密
度为半径的幂次方程以及模量为半径的幂次方程.

它们的材料参数分布如表 1所列, 其中α表示的是

斗篷材料系数, 是决定斗篷材料的参数之一. 由
表 1可知, 只要确定了 δ, α, a, b四个参数, 就可求
得具体的五模斗篷的材料参数.

2.2 计算模型

图 2为这 5种设计方案中五模斗篷的材料
参数从圆柱壳外表面到内表面的变化. 其中:
δ = 0.0001 m, a = 0.6 m和 b = 2 m. α的取值

如表 2所示. 可以看到, 这五种斗篷的模量都需要
具有比较强烈的各向异性. 而与惯性斗篷相比, 其
密度在斗篷内部并不存在奇异值, 从物理实现的角
度来看, 五模斗篷更容易实现.

表 2 五模斗篷的α取值

Table 2. The value of α in the pentamode cloak.

斗篷类型 α

密度为常数 1.1

模量为常数 0.16

密度为半径的幂次方程 (α ̸= −2) −5

密度为半径的幂次方程 (α = −2) −2

模量为半径的幂次方程 4

0.6 0.8 1.0 1.2

/m

1.4 1.6 1.8 2.0 0.6 0.8 1.0 1.2

/m

1.4 1.6 1.8 2.0 0.6 0.8 1.0 1.2

/m

1.4 1.6 1.8 2.0

0.6 0.8 1.0 1.2

/m

1.4 1.6 1.8 2.00.6 0.8 1.0 1.2

/m

1.4 1.6 1.8 2.0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0
(a) (b) (c)

(d) (e)

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

-5
-4
-3
-2
-1

0
1
2
3
4
5

-5
-4
-3
-2
-1

0
1
2
3
4
5

-10
-8
-6
-4
-2

0
2
4
6
8

10

图 2 五模斗篷的材料分布 (a)密度为常数; (b)模量为常数; (c) 密度为幂次方程 (α ̸= −2); (d)密度为幂次方程
(α = −2); (e)模量为幂次方程
Fig. 2. The distribution of pentamode cloak material parameters: (a) The density equation is constant;
(b) the modulus equation is constant; (c) the density equation is power equation (α ̸= −2); (d) the density
equation is power equation (α = −2); (e) the modulus equation is power equation.
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3 仿真结果分析与讨论

本文利用COMSOL对以上设计的五模斗篷
进行仿真验证. 通过比较平面波入射半径为 0.6
m的铝圆柱与覆盖了五模斗篷的声场分布, 验
证五模斗篷的隐身性能. 本文采用了均匀分层
设计 [34−37], 设定离散层数为 40, 背景流体为水
(ρ0 = 1000 kg/m3, K0 = 2.25 GPa), 四条外边
界设定为辐射边界来模拟无限大流体介质中的波

传播.
五模斗篷的声场分布如图 3所示. 图 3 (a)为

铝柱引起的声场分布, 在铝柱的前方的散射效果
较为明显, 而在其他方向上波阵面存在断裂和错
移的现象. 但是当铝柱覆盖上五模斗篷之后, 则出
现了不同的结果. 如图 3 (b)—图 3 (f)所示, 入射的
平面波在通过斗篷之后, 仍保持其波阵特性向前
传播, 这说明声波在斗篷内部发生了绕射, 达到了
隐身的效果, 但这五种斗篷的隐身性能存在区别.
通过声压分布图可知, 当ka = 13即入射波频率为

1600 Hz时密度为常数的五模斗篷的隐身性能较
好, 如图 3 (b)所示; 模量为常数以及模量为幂次方
程的五模斗篷的隐身性能次之, 如图 3 (c)和图 3 (f)
所示; 密度为幂次方程 (α ̸= −2)以及 (α = −2)
的五模斗篷的隐身性能较差, 如图 3 (d)和图 3 (e)
所示.

为了进一步对五模斗篷的隐身性能进行定量

的评估, 我们采用了Zhang等 [12]提出的平均可视

度 (averaged visibility)来定量描述隐身的效果. 在
仿真区域垂直于波传播方向的任一平面内, 取波场
分布的最大值Pmax,j及最小值Pmin,j , 定义可视度
γj为

γj =

∣∣∣∣ |Pmax,j | − |Pmin,j |
|Pmax,j |+ |Pmin,j |

∣∣∣∣ . (2)

沿波传播方向取多个平面, 分别计算其可视
度, 以平均值作为整个波场的平均可视度, 如 (3)式
所示. 由平均可视度 γ̄的定义可知, 数值越小代表
隐身性能越好.

γ̄ =
1

n

n∑
j=1

γj , (3)

其中n代表的是计算平均可视度时取的平面个数.
通过以上平均可视度的定义以及计算公式, 我们获
得了障碍物以及五种五模斗篷的平均可视度曲线,
如图 4所示, 其中纵坐标为平均可视度, 横坐标为
ka. 如图 4所示, 在ka在 9—12之间时, 模量为常
数的五模斗篷的隐身性能最佳, 而密度为常数与模
量为常数的五模斗篷的隐身性能相对差一些, 密度
为幂次方程的两种五模斗篷的隐身性能较差. 当
ka = 13时, 密度为常数的五模斗篷的隐身性能最
佳, 而模量为幂次方程与模量为常数的五模斗篷的
隐身性能相对差一些, 密度为幂次方程的两种五模
斗篷的隐身性能较差, 这与从声压分布图分析得到
的结果一致.

(a)                     (b)                (c)

(d)          (e)        (f)

图 3 不同材料参数分布的五模斗篷的声场分布情况 (ka = 13, f = 1600 Hz) (a)铝柱; (b)密度为常数; (c)模
量为常数; (d)密度为幂次方程 (α ̸= −2); (e)密度为幂次方程 (α = −2); (f)模量为幂次方程
Fig. 3. The acoustic field of the different pentamode cloak material parameters distribution (ka = 13,
f = 1600 Hz): (a) Cylindrical aluminum; (b) the density equation is constant; (c) the modulus equation is
constant; (d) the density equation is power equation (α ̸= −2); (e) the density equation is power equation
(α = −2); (f) the modulus equation is power equation.
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图 4 不同材料参数分布的五模斗篷的平均可视度曲线

Fig. 4. The averaged visibility of the different penta-
mode cloak material parameters distribution.

由于声学隐身的本质是声波入射到声隐身斗

篷后传播方向按特定规律发生弯曲, 因此我们分
析了五模斗篷的隐身性能与变换方程的变化特性.
图 5对应斗篷中波的传播途径的分布, 可以看到,
有的集中在外表面, 有的集中在内表面. 这表明
在不同的坐标变换下, 声波在斗篷中的传播路径
是不一样的. 从图中可发现声波在密度为常数时,
传播途径在斗篷中均匀分布, 如图 5 (a)所示; 声波
在模量为常数的五模斗篷中, 传播途径主要集中
于外表面, 如图 5 (b)所示; 声波在密度为幂次方程
(α ̸= −2)以及 (α = −2)的五模斗篷中, 传播途径
主要集中于内表面, 如图 5 (c)和图 5 (d)所示; 声波
在模量为幂次方程的五模斗篷中, 传播途径主要集
中于斗篷的中部, 如图 5 (e)所示. 通过比较五模斗
篷的波场分布情况与声波传播途径发现, 当声波集
中于斗篷外径附近时, 隐身性能较好, 但当声波慢

慢往内径附近集中时, 斗篷的隐身性能也变差. 进
一步分析, 影响五模斗篷隐身效果的原因可能是:
当声波集中于内表面时, 声波可能与铝柱发生作
用, 导致斗篷的散射增强, 使隐身性能变差. 这是
因为斗篷的材料参数是离散的不是连续的, 当声波
的传播途径靠近斗篷内表面的时候会穿透斗篷内

表面而使铝柱发生散射, 加大了斗篷的散射. 这就
意味着如果将铝柱置换成其他介质 (比如水), 就会
减少斗篷的散射, 从而改善声学斗篷的隐身性能.
为了验证这一结论, 设计了一组仿真对比实验. 在
实验中, 我们采用了密度为幂次方程 (α = −2)的
声学斗篷作为实验对象, 比较当障碍物分别为铝柱
和水时声学斗篷的隐身效果, 声压分布如图 6所示.
由图 6可知, 当声波集中于内表面时, 声波会与铝
柱发生作用, 导致斗篷的散射增强, 使隐身性能变
差. 因此在设计斗篷的时候, 不仅要考虑材料分布
的物理可实现性, 还应该考虑声波在斗篷中的传播
分布情况, 而声波的传播途径又是由变换方程决定
的, 因此选择合适的变换方程对提高五模斗篷的隐
身性能具有重要的意义.

我们设计了三组变换方程的声隐身斗篷验证

上文得出的结论. 这三组不同变换方程的声隐身斗
篷是基于密度为幂次方程的五模斗篷设计的, 并分
别取α值为−5, 0, 5, 其他的斗篷材料参数与上文
设计的斗篷材料一致, 因此不再一一赘述. 这三种
声隐身斗篷的平均可视度如图 7所示, 声波传播途
径如图 8所示, 波阵面如图 9所示.
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(a)       (b)           (c)

(d)                  (e)

图 5 声波在五模斗篷中的传播途径 (a)密度为常数; (b)模量为常数; (c) 密度为幂次方程 (α ̸= −2); (d)密度为
幂次方程 (α = −2); (e)模量为幂次方程
Fig. 5. The route of acoustic wave transmission in pentamode cloak: (a) The density equation is constant;
(b) the modulus equation is constant; (c) the density equation is power equation (α ̸= −2); (d) the density
equation is power equation (α = −2); (e) the modulus equation is power equation.
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(a)     　　　　　　　　　　　　　　　　                     (b)

图 6 不同障碍物时斗篷的声压分布 (a)障碍物为铝柱; (b) 障碍物为水

Fig. 6. The acoustic field of different obstacle: (a) The obstacle is aluminum; (b) the obstacle is water.
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图 7 不同α值的五模斗篷的平均可视度曲线

Fig. 7. The averaged visibility of the different α in the
pentamode cloak.

从图 7 , 图 8和图 9可知, 当α值由−5到 5变
化时, 声波的传播途径也由集中于内径附近转移到
了外径附近 0, 隐身性能也越好. 尤其是α = 5时,
声隐身斗篷的平均可视度曲线趋近于, 隐身效果最
佳. 这就说明在斗篷分层比较密集时, 在声波趋于
向外时隐身性能更好. 因此, 在设计声隐身斗篷的
时候, 应当采用合适的变换方程, 使其隐身性能达
到最佳.
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(c)

图 8 不同α值的五模斗篷的传播途径 (a) α = −5; (b) α = 0; (c) α = 5

Fig. 8. The route of acoustic wave transmission of the different α in pentamode cloak: (a) α = −5; (b) α = 0; (c) α = 5.

(a) (b) (c)

图 9 不同α值的五模斗篷声场分布图 (ka = 13, f = 1600 Hz) (a) α = −5; (b) α = 0; (c) α = 5

Fig. 9. the acoustic field of the different α in pentamode cloak: (a) α = −5; (b) α = 0; (c) α = 5.

4 结 论

五模超材料具有与流体相似的物理性质, 为各
向异性流体的物理实现提供了途径, 因此Norris提
出了将其用于声隐身斗篷设计的思路. 本论文对
Norris五模超材料斗篷设计中提出的不同坐标变

换方程进行研究, 利用有限元方法对不同坐标变换
下声隐声斗篷的平均可视度进行数值计算, 分析了
五模超材料声隐声斗篷的隐身性能影响因素及规

律. 结果表明, 选取不同的坐标变换方程改变声隐
声斗篷的物性参数分布能够调节隐身衣中的声波

传播路径, 对斗篷的声散射特性产生明显影响, 声
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波在斗篷中的传播途径集中在内表面时, 隐身性能
相对较差, 而如果声波在斗篷中的传播途径远离内
径时, 隐身性能较好.
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Abstract
The pentamode material, similar to fluid in physical properties, serves as a useful way for the physical implementation

of the anisotropic fluid. Based on the similarity, a method to design cloak with the pentamode materials has been put
forward by Norris. To analyze the effect factors and rules of the stealth performance of the cloak, the present article is
focused on the studying of the coordinate transformation equation of the pentamode cloak design of Norris. Cloaks with
different materials parameters distribution can be achieved by adjusting coordinate transformation equations. There
are four kinds of the distribution of pentamode cloak material parameters: the density equation being constant, the
modulus equation being constant, the density equation being, power equation and the modulus equation being power
equation. The average visibility is considered as the standard of stealth effect and is calculated with different coordinate
transformation equations by using the software COMSOL. The average visibility is used to analyze the relationship
between stealth effect and coordinate transformation equations. The relationship between the coordinate transformation
equation and the route of acoustic wave transmission, the relationship between the materials of obstacle and the stealth
effect, and the relationship between the route of acoustic wave transmission and the stealth effect are studied. Two
results are achieved by comparing these relationships mentioned above. The first is that the stealth effect of a cloak
with aluminum obstacle is worse than one with water obstacle. The reason lies in the impedance mismatch between the
aluminum and the cloak material. The second result shows that the coordinate transformation equation is related to the
distribution of material parameters and the route of acoustic wave transmission and it can affect the scattering property
of the cloak. When the route of acoustic wave transmission is close to inner surface of cloak, the stealth effect is relatively
poor, while when the route of acoustic wave transmission is close to outer surface of cloak, the stealth effect is relatively
well. The reason is that when the route of acoustic wave transmission is close to inner surface of cloak, the acoustic wave
affects the obstacle which leads to the enhancement of the scattering of obstacle. So when designing the cloak, not only
the physical realization of the cloak material but also the distributed situation of the route of acoustic wave transmission
should be considered. And the route of acoustic wave transmission is decided by the coordinate transformation equation.
Therefore the stealth performance can be improved by applying proper coordinate transformation equation.

Keywords: pentamode materials, acoustic coaking, acoustic metamaterials, transformation acoustic
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