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局域共振型加筋板的弯曲波带隙与减振特性∗

朱席席 肖勇† 温激鸿 郁殿龙

(国防科学技术大学机电工程与自动化学院, 装备综合保障技术重点实验室, 长沙 410073)

( 2016年 5月 17日收到; 2016年 6月 2日收到修改稿 )

通过在加筋板结构上附加周期性排列的 “弹簧 -质量”共振子单元, 构造了一种局域共振型加筋板结构.
针对这种新型结构, 基于有限元法和周期结构Bloch定理, 建立了其弹性波传播与振动特性理论计算方法; 采
用该方法深入研究了局域共振型加筋板的弯曲波带隙特性和减振特性. 研究表明, 局域共振子能够对加筋板
的弯曲波传播特性产生显著影响, 一方面使其产生更加低频的带隙, 另一方面还能拓宽其中高频带隙. 进一
步深入分析了共振子的弹簧刚度、共振子的质量对带隙特性和减振特性的影响, 发现了有价值的带隙调控现
象、规律和减振特性, 可为局域共振型加筋板的带隙特性设计与工程减振应用提供理论指导和有益参考.

关键词: 局域共振, 加筋板, 弯曲波带隙, 减振
PACS: 62.30.+d, 46.40.–f, 63.20.D– DOI: 10.7498/aps.65.176202

1 引 言

加筋板结构具有质量轻、刚度大的特点, 在船
舶、飞机、列车等装备中都作为一种基础结构使用,
其振动分析与控制问题一直以来是声学、力学、机

械工程等学科领域关注的重要课题. 针对加筋板
的传统振动控制技术按有无能量的输入分为无源

控制和有源控制. 一般而言, 传统的无源控制技术
(如附加动力吸振器、敷设黏弹性阻尼材料等)受附
加质量、安装空间等限制, 往往难以同时实现宽频
带和强衰减的减振效果. 而有源控制技术则存在稳
定性差、环境适应性差、维护成本高等不足, 因此需
要进一步探索更多可行的被动振动控制技术.

近年来, 声物理领域的 “局域共振型声子晶
体” [1−4]新概念、新原理的提出为解决加筋板等工

程结构的振动控制问题提供了新的思路. 声子晶
体是指由两种或两种以上介质/结构单元组成的具
有弹性波带隙特性的周期性复合材料或结构. 声

子晶体的弹性波带隙特性是指在某些频率范围 (带
隙)内, 弹性波不能在声子晶体中自由传播. 已有
声子晶体研究揭示了两种带隙形成机理, 一种是
Bragg散射机理 [5], 主要由结构的周期性所致, 其
带隙的频率位置主要受Bragg条件 [6]控制, 带隙频
率对应的弹性波半波长与晶格常数大致相当; 另
一种为局域共振机理, 主要由声子晶体中微结构的
局部共振所致, 其带隙的频率位置主要由微结构的
谐振频率决定. 理论及实验结果都表明, 局域共振
型声子晶体可以突破Bragg 条件的限制, 产生非常
低频的带隙, 带隙频率对应的弹性波波长远大于晶
格常数 [3]. 借鉴 “局域共振型声子晶体”思想, 通过
在杆、梁、板等传统工程结构上周期性地附加局域

共振单元, 可以构成一类局域共振型人工周期结构
(简称为 “局域共振型结构”). 已有研究表明, 局域
共振型结构中可以产生显著的弹性波带隙, 利用其
带隙可以实现对结构振动的高效控制, 具有广阔
的应用前景, 近年来吸引了国内外学者的广泛兴
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趣 [1,3,4,7−18].
2005年, 王刚 [9]在薄板上附加周期性的柱状

共振单元, 构造了一种局域共振型板结构, 并研究
了其弯曲波传播特性, 理论及实验证实这种结构中
存在局域共振弯曲波带隙, 利用这种带隙可以显
著抑制基体板中的弯曲振动传递. 2008年, Pennec
等 [12]通过在均质薄板上附加周期性排列的圆柱体

制备了一种局域共振型板结构, 研究发现这种局
域共振型板结构产生低频带隙的同时可以在高频

产生一个或多个带隙. 2012年, Xiao等 [14]提出一

种附加周期性排列的 “弹簧 -质量”共振单元的局域
共振型板结构, 并运用平面波展开法计算了其弯
曲波带隙, 分析了其带隙形成机理和调控规律; 此
外, Xiao等 [15]还发现这种局域共振型板结构在低

频段可以产生远高于相同面密度均质板的隔声量.
2014 年, Assouar等 [16]制备一种附加周期性排列

的圆柱体和孔穴的复合局域共振型板结构, 通过对
圆柱体和孔穴直径的优化实现带隙的拓宽和低频

化. 最近, Xiao等 [8]和Wu等 [17]又提出了一种附

加 “双悬臂梁式”共振单元的局域共振型板结构, 通
过调节 “悬臂梁”子结构的几何尺寸实现了对带隙
的调控, 并探讨了同时附加多种 “双悬臂梁式”子结
构的情况, 以产生多个带隙, 满足多目标频带的减
振需求. 2015年, 刘娇等 [18]也对附加 “弹簧 -质量”
的局域共振型板结构展开研究, 发现其带隙产生既
与共振子对板中弹性波的散射相位相关, 也与弹性
波在共振子之间的几何传播相位有关. 需要指出的
是, 上述研究涉及的局域共振型板结构都是以均质
薄板为基体板, 而未对工程中广泛应用的加筋板结
构展开研究.

在声学、力学等领域, 针对加筋板结构振动问
题的研究也广受关注. 姚熊亮、王献忠和庞福振
等 [19−21]研究了加筋板结构的振动和声辐射问题,
分析了敷设黏弹性阻尼材料对加筋板结构振动和

声辐射的抑制效果. 黎胜和赵德有 [22,23] 从振动模

态和声辐射模态的角度研究了加筋板结构的减振

降噪方法. 卢天健和辛锋先等 [24,25]对包括加筋
板在内的复杂板壳结构的声振耦合特性做了系统、

深入的研究. 已有文献中对加筋板结构振动抑制的
研究大多还是利用传统的振动控制手段, 而利用带
隙原理实现对加筋板结构振动抑制的研究还有待

深入.
本文借鉴前人关于局域共振型结构的研究成

果, 通过在加筋板结构上附加周期性排列的 “弹
簧 -质量”共振子, 构造一种局域共振型加筋板结
构, 对其带隙特性和减振特性展开深入研究, 以期
为加筋板的减振设计提供有益参考.

2 局域共振型加筋板的波传播与振动
特性理论计算模型

2.1 结构振动有限元模型

根据传统有限元方法, 在忽略阻尼的情况下,
局域共振型加筋板的简谐弯曲振动方程可表述为

(K − ω2M)q = F , (1)

其中K和M分别为结构总体的刚度和质量矩阵,
q和F 分别为结构整体的广义位移矢量和力矢量,
ω为简谐振动角频率. 为方便分析, 将局域共振型
加筋板分为两部分, 一部分为加筋板, 即基体板; 另
一部分为 “弹簧 -质量”谐振子系统, 或简称共振子,
如图 1所示. 加筋板质量矩阵Mb和刚度矩阵Kb

的构建在文献 [26]中有详细的理论推导, 不再赘述.
需要说明的是, 由于本文考虑的是弯曲振动, 且频
率较低, 对板的建模是基尔霍夫的薄板理论. 本文
在有限元建模中, 将加筋板离散成若干四节点矩形
单元, 每个节点有三个位移自由度: w, θx, θy, 分别
表示挠度、绕x轴转角和绕 y轴转角. 记节点的总
数为n, 则加筋板的总自由度数为 3n, 加筋板的质
量矩阵Mb和刚度矩阵Kb的规模为3n× 3n. 需要
注意的是, 附加的 “弹簧 -质量”共振子仅对基体板
单元节点处的横向位移自由度产生作用, 而对绕x

轴和 y轴的转动自由度不产生作用.

x 

y 
z 

kj

mj

图 1 局域共振型加筋板示意图

Fig. 1. Schematic diagram of the locally resonant pe-
riodic stiffened plate.

假设加筋板上附加了N个 “弹簧 -质量”共振
子, 记第 j (= 1, 2, 3, · · · , N)个共振子附加在基体
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板第 i个节点处, 其质量为mj , 固有频率为 fj , 则
其弹簧刚度可以表示为

kj = mj(2πfj)
2, (2)

共振子的质量矩阵和刚度矩阵可表示为:

mj =

0 0

0 mj

 ,

kj =

 kj −kj

−kj kj

 . (3)

为建立 “加筋板 -共振子”的耦合振动方程, 需
将加筋板和每个共振子的质量矩阵、刚度矩阵扩充

至整体结构的自由度数规模 (3n+N), 得到扩充后
的矩阵为M̃b, K̃b, m̃j , k̃j . 那么, “加筋板共振子”
耦合结构整体的质量和刚度矩阵可以表示为:

M = M̃b +

N∑
j=1

m̃j ,

K = K̃b +

N∑
j=1

k̃j . (4)

于是, 根据 (1)式可求得局域共振型加筋板结构在
给定力激励F 下的振动位移q频率响应.

2.2 基于有限元法和Bloch定理的弯曲波
带隙计算方法

将有限元法和周期结构Bloch定理相结合, 可
以计算周期结构带隙特性, 这种方法在文献中已被
广泛采用 [27,28]. 由于结构的周期性, 只需对结构的
单个周期元胞进行有限元建模, 例如取图 2 (a)所

示的单个元胞进行建模. 基于有限元法离散处理
后, 可以获得该周期元胞的简谐振动方程为

(Kc − ω2Mc)qc = Fc, (5)

式中Kc和Mc分别为元胞的刚度和质量矩阵, qc

和Fc为元胞的广义位移矢量和力矢量, 其分量构
成如图 2 (b)所示, 其中:

qc =
[
qT

B qT
T qT

LB qT
LT qT

RB qT
RT qT

L qT
R qT

I

]T
,

(6)

Fc =
[
FT

B FT
T FT

LB FT
LT FT

RB FT
RT FT

L FT
R FT

I

]T
.

(7)

(6)式和 (7)式中位移和力向量的下标L, R, B, T分
别表示元胞的左、右、下、上边界, 而LB, RB, LT,
RT表示左下、右下、左上和右上 4个角点, I表示元
胞内部. 根据周期结构Bloch定理, 元胞边界上的
位移矢量必须满足下列关系式:

qT
R = e−ikxaxqT

L ,

qT
T = e−ikyayqT

B . (8)

同样,可以将角点处的位移矢量用qLB表示成:

qT
RB = e−ikxaxqT

LB,

qT
LT = e−ikyayqT

LB,

qT
RT = e−ikxax−ikyayqT

LB, (9)

式中kx和ky分别表示x方向和 y方向的波矢分量,
ax和ay分别表示沿x方向和 y方向的晶格常数, 此
处可理解为周期元胞分别在x方向和 y方向的长

度. (8)式和 (9)式表示成矩阵的形式为:

x

y
z

ax

ay

y

x

o

o

ıqT֒FT℘

ıqB֒FB℘ıqLB֒FLB℘

Botton

Top

L
e
ft

R
ig
h
t

ıqRB֒FRB℘

ıqL֒FL℘

ıqLT֒FLT℘ ıqRT֒FRT℘

ıqR֒FR℘
ıqI֒FI℘

(a) (b)

图 2 (a)局域共振型加筋板的周期元胞模型示意图; (b) 元胞的位移自由度及受力示意图
Fig. 2. (a) Schematic diagram of the unit cell of a locally resonant stiffened plate; (b) schematic diagram of
displacement degrees of freedom and forces of the unit cell.
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qc =



qB

qT

qLB

qLT

qRB

qRT

qL

qR

qI


=



IB 0 0 0

e−ikyayIT 0 0 0

0 ILB 0 0

0 e−ikyayILT 0 0

0 e−ikxaxIRB 0 0

0 e−ikxax−ikyayIRT 0 0

0 0 IL 0

0 0 e−ikxaxIR 0

0 0 0 II




qB

qLB

qL

qI

 = R(kx, ky)q
′
c, (10)

式中矩阵I为单位矩阵, 下标表示该单位矩阵的维
数对应于相应边界上节点的自由度数. 元胞边界
力矢量之间的关系通过Bloch定理和力平衡条件
获得 [29,30], 取4个相邻的元胞研究, 如图 3所示, 边
界和角点的受力已在图中标出. 根据元胞 1⃝ 和元

胞 2⃝、元胞 3⃝和元胞 4⃝之间的力平衡条件可得:

FR + e−ikxaxFL = 0,

FT + e−ikyayFB = 0. (11)

此外, 4个元胞存在1个公共角点, 在这个角点
处的力平衡关系为

FRT + e−ikxaxFLT + e−ikyayFRB

+ e−ikxax−ikyayFLB = 0. (12)

将 (10)式代入 (5)式可以得到

(Kc − ω2Mc)R(kx, ky)q
′
c = Fc. (13)

在上式左右两边同时乘以RH(kx, ky) (为R(kx, ky)

的共轭转置矩阵), 可以得到

RH(kx, ky)(Kc − ω2Mc)R(kx, ky)q
′
c

= RH(kx, ky)Fc. (14)

将上式的右边展开, 并结合 (11)式、 (12)式可
以得到

RH(kx, ky)Fc =


FT + e−ikyayFB

FRT + e−ikxaxFLT + e−ikyayFRB + e−ikxax−ikyayFLB

FR + e−ikxaxF

FI

 =


0

0

0

FI

 . (15)

由于这里是考虑自由波传播问题, 上式中的
FI = 0, 进而可将 (14)式转换为下列本征值问题

[K ′
c(kx, ky)− ωM ′

c(kx, ky)] q
′
c = 0, (16)

其中

K′
c(kx, ky) = RH(kx, ky)KcR(kx, ky),

M ′
c(kx, ky) = RH(kx, ky)McR(kx, ky)

分别表示元胞缩聚自由度后的刚度矩阵和质量

矩阵.
每给定一组Bloch波矢 (kx, ky)可以得到一组

特征值和特征向量. 一般将 (kx, ky)的取值范围设
定在第一布里渊区 (如图 4所示), 而在实际计算带
隙时, 为减少计算量, 通常将波矢设定在不可约布
里渊区的边界上 (图 4中ΓX, XM , ΓM线段上),

FB

FT

FL FR

FRT

FRB

FLT

FLB

e－ikyay FB

e－ikxax FL

e－ikxax֓ikyay FLB

e－ikxax FLT

e－ikyay FRB

图 3 四个相邻原胞边界受力示意图

Fig. 3. Forces at the boundaries of four connected unit cells.
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计算得到的本征频率ω即对应了在结构中可以自

由传播的本征波的频率, 本征频率ω随波矢的变化

曲线即为色散曲线 (能带图), 不存在色散曲线的频
率范围即为带隙的频率范围.

Γ X

M

kx

ky

↼֒ p⊳a↽

↼p⊳a֒ ↽

图 4 不可约布里渊区示意图 (阴影部分)
Fig. 4. Schematic diagram of the irreducible region of
the Brillouin zone.

3 结果与分析

本节首先分别给出一个局域共振型加筋板带

隙及振动特性计算的简单算例, 并与有限元软件
COMSOL的仿真结果进行对比, 以验证本文计算
方法的有效性, 从而证实局域共振型加筋板的带隙
与减振特性. 然后, 进一步分析共振子的弹簧刚度
和共振子的质量对带隙特性的影响规律.

图 5所示为算例中考虑的局域共振型加筋板
结构的示意图, 其中红色点线框内为周期元胞, 元
胞内栅格交点处的红点表示附加共振子的位置. 在
计算振动特性时, 考虑的局域共振型加筋板有限结
构由5×5个元胞组合而成,考虑的边界条件为四边
简支. 图 5中右下角的黑点为施加点力激励的位置
(0.15, 0.15), 激励力幅值大小为1 N, 右上角的蓝点
为位移响应拾取点位置 (0.85, 0.70). 假定局域共振
型加筋板的晶格常数为 ax = ay = 0.2 m, 共振子
相对基体加筋板的附加质量比设为 25%, 调节共振
子的弹簧刚度, 使共振子的固有频率为 300 Hz, 弹
簧刚度和固有频率的关系如 (2)式. 另外, 结构的
几何及材料参数如表 1所示, 其中ρ, E, v分别表示
加筋板材料的密度、杨氏模量和泊松比, a, b, h分
别表示板的长、宽和高, H表示筋条的高度, W为
筋条的宽度.

表 1 加筋薄板材料参数和几何尺寸

Table 1. Parameters of stiffened plate.

ρ/kg·m−3 E/GPa v a/m b/m h/m H/m W/m

2700 70 0.3 0.2× 5 0.2× 5 0.004 0.15 0.005

x

y 
ay

ax

H 

h 

b 

a 

W

O 

图 5 (网刊彩色) 加筋板结构示意图
Fig. 5. (color online) Schematic diagram of a finite
locally resonant stiffened plate.

3.1 带隙和振动特性计算与验证

首先, 通过与COMSOL软件计算对比来验证
本文第 2节所述弯曲波带隙计算方法的准确性. 采
用本文方法计算得到了上述局域共振型加筋板

结构在 1000 Hz以下的弯曲波色散关系曲线 (如
图 6 (a)中蓝色圆圈线所示), 另外利用有限元软件
COMSOL仿真计算 (采用三维 solid单元建模)得
到同一结构在同频段内的色散关系曲线 (如图 6 (a)
中红色实线所示). 图 6 (b)是COMSOL软件有限
元仿真模型, 其几何尺寸和材料参数均与理论计算
所采用的相同. 仿真中利用一个立方体质量块 (其
质量与理论设置的质量相同)和一个圆柱体软材料
来替代 “弹簧 -质量” (软件无法直接仿真 “弹簧 -质
量”系统), 调节 “立方体质量块 -圆柱体软材料”的
固有频率为 300 Hz, 限制立方体质量块侧面沿x,
y方向的自由度以更贴合理论计算考虑的情况, 基
体加筋板的边界条件设置为Floquet周期性连接条
件, 波矢取值范围设定在图 4 所示的不可约布里渊
区边界上.

从图 6 (a)中COMSOL仿真计算得到的三维
局域共振型加筋板的色散关系曲线可以发现, 基体
加筋板中存在不同类型的弹性波传播, 为辨别色散
曲线对应的弹性波模式, 取图 6 (a) 中ΓX方向上

的A,B,C三点, 分别得到其振动模态如图 7所示.
从图 7中可以发现, 点A处的振动模式为横向 (沿 z

方向)弯曲振动, 点B处的振动模式为沿 y 方向的

面内剪切振动, 点C处的振动模式为沿x方向的面

内纵向振动. 因此可以判断COMSOL仿真计算得
到的点B和C所在的曲线及其在ΓM方向上对应
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的色散关系曲线表示加筋板面内剪切波及纵波的

能带结构, 其余色散曲线均为加筋板的弯曲波能带
结构, 恰恰与本文理论方法计算得到的弯曲波色散
曲线符合, 说明本文的理论方法是准确有效的.

Γ X M Γ
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(b)
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D 

图 6 (网刊彩色) (a)采用COMSOL软件仿真计算与采用本文理论方法计算得到的局域共振型加筋板的色散曲线
图 (能带结构)比较; (b) 三维局域共振型加筋板COMSOL仿真模型 (单个周期原胞)
Fig. 6. (color online) (a) Comparison of the band structures of a locally resonant stiffened plate calculated
by the present theoretical method and by the COMSOL; (b) the COMSOL model of a locally resonant
stiffened plate.
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图 7 (网刊彩色) (a)点A处的振动模态; (b)点B处的振动模态; (c) 点C处的振动模态

Fig. 7. (color online) (a) Vibration mode of point A; (b) vibration mode of point B; (c) vibration mode of point C.

接下来, 进一步考察有限大四边简支局域共振
型加筋板结构振动特性, 并将其与无限大结构的带
隙特性做比较. 图 8 (a)所示为采用本文理论方法
计算得到的局域共振型加筋板和普通加筋板 (未附
加 “弹簧 -质量”共振子)的色散关系曲线. 图 8 (b)
是有限大四边简支局域共振型加筋板的振动位移

响应曲线, 实线和虚线分别表示本文理论计算和有
限元软件COMSOL仿真得到的局域共振型加筋板
的振动响应曲线, 点线表示本文理论计算得到的普
通加筋板的振动响应曲线.

从图 8 (a)中可以看出, 局域共振型加筋板和
普通加筋板相比, 其色散关系曲线 (能带结构)在某
些范围内存在显著不同, 说明加筋板上附加的 “弹
簧 -质量”共振子对加筋板的波传播特性产生了显
著影响. 具体而言, 图 8 (a)中局域共振型加筋板和
普通加筋板的色散曲线存在两处显著不同: 其一,

普通加筋板 (虚线)只存在一个较窄的完全带隙, 其
频率范围为 495.8—522.7 Hz, 而局域共振型加筋
板 (实线)在相同频率位置产生了一个更宽频的完
全带隙, 其频率范围为 495.8—568 Hz, 如图 8 (a)
中高频段的阴影区所示; 其二, 局域共振型加筋板
在低频段产生了一个新的弯曲带隙, 其频率范围
为 288.8—331.4 Hz, 如图 8 (a)中低频段的阴影区
所示.

进一步探究可发现, 图 8 (a)中局域共振型加
筋板的低频段带隙 (288.8—331.4 Hz)出现的频率
位置与共振子的固有频率 (300 Hz)相对应, 而且下
文还将证实该带隙的频率位置会随共振子的固有

频率调谐而发生改变, 因此可将这一带隙视为一
个局域共振带隙, 其产生是由共振子的局域共振
效应引起的. 另外, 通过分析这个低频带隙带边的
振动模态也可验证共振子对其带隙产生起着决定性
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图 8 (网刊彩色) (a)普通加筋板和局域共振型加筋板色散曲线图 (能带结构图); (b)普通加筋板和局域共振型加筋
板位移响应

Fig. 8. (color online) (a) Band structures of a traditional stiffened plate and a locally resonant stiffened
plate; (b) displacement response of the traditional stiffened plate and the locally resonant stiffened plate.

作用. 例如, 选取该低频带隙的起始频率点D (如
图 6 (a)中所示)进行考察, 得到该点对应的原胞振
动模态如图 9所示. 从图 9中可以看出, 在该低频
带隙的起始频率处 (点D处), 结构振动能量主要被
局域在振子中, 而基体加筋板则基本保持不动, 由
此可说明该带隙的形成是由共振子的局域共振效

应所致.

z 

x 

y 













图 9 (网刊彩色) 点D处局域共振型加筋板的振动模态

Fig. 9. (color online) Vibration mode of the locally
resonant stiffened plate corresponding to the point D

of Fig. 6(a).

此外, 图 8 (a)中局域共振型加筋板的高频段
带隙 (495.8—568 Hz)的起始频率和普通加筋板的
带隙 (495.8—522.7 Hz)起始频率完全一样, 说明该
带隙产生的频率位置与共振子没有关系, 或换言
之,只与加筋板结构自身相关. 事实上,这一带隙的
形成是由于加筋板自身的周期性结构对弹性波的

多重散射 (Bragg散射)所致, 因此可将其视为一个
Bragg带隙. 值得说明的是, 虽然加筋板中Bragg
带隙的起始频率位置不会受附加共振子的影响,
但是其带隙宽度 (或简称带宽)却会受影响, 正如
图 8 (a)所示, 局域共振型加筋板的Bragg带隙明显

宽于普通加筋板中Bragg带隙. 这是因为, 附加共
振子相当于在原有加筋板结构上增加了一组周期

性排列的弹性波散射源, 从而增强了周期性结构对
弹性波的多重散射能力, 于是局域共振型加筋板中
实现了更宽的Bragg带隙.

为了更加准确地评价附加 “弹簧 -质量”共振
子对加筋板中Bragg带隙宽度产生的影响, 现引入
归一化的带隙宽度 (归一化带宽)概念 [4], 其定义
如下:

∆f =
f2 − f1

(f2 + f1)/2
=

2(f2 − f1)

f2 + f1
, (17)

式中 f1是带隙的起始频率, f2是带隙的截止频率.

表 2 局域共振型加筋板和普通加筋板中Bragg完全带隙
对比

Table 2. Comparison of the complete Bragg band gaps
in a traditional stiffened plate and a locally resonant
stiffened plate.

带隙起始

频率/Hz
带隙截止

频率/Hz
归一化带宽

普通加筋板 495.8 522.7 0.0528

局域共振型加筋板 495.8 568.0 0.1357

表 2对比了局域共振型加筋板和普通加筋板
中Bragg完全带隙的起始频率、截止频率和归一化
带宽. 可以发现, 附加 “弹簧 -质量”共振子使加筋
板中Bragg带隙的带宽得到了极大拓展, 附加后的
归一化带宽是无附加情况下的2.57倍.

图 8 (a)中局域共振型加筋板和普通加筋板的
Bragg带隙的起始频率均产生于ΓX方向的色散曲
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线折叠处, 且位于同一频率点 (点 1处, 495.8 Hz),
这一频率代表ΓX方向的Bragg频率 [14], 其物理
意义是: 在该频率处, 周期结构沿ΓX方向的晶格
常数正好等于结构中沿ΓX方向传播的弹性波波

长的 1/2, 从而可以产生Bragg 散射效应. 类似地,
在高频段, 局域共振型加筋板和普通加筋板的色
散曲线也在同一频率点 (点 2处, 823.4 Hz)发生折
叠, 这一频率代表ΓM方向的Bragg频率. 为方便
阐述, 本文将点1和点 2处的Bragg频率分别用 fB1

(495.8 Hz)和 fB2 (823.4 Hz)表示.
另一方面, 通过图 8 (b)中给出的有限结构振

动位移响应曲线可以进一步考察不同结构的减振

效果. 从图 8 (b)中可以看出, 理论计算和COM-
SOL仿真得到的局域共振型加筋板的振动响应曲
线基本符合, 而且均反映出在两个带隙频率范围
内, 结构振动都被显著衰减, 再次说明本文建立的
理论计算方法是有效的. 同时还可以发现, 相比普
通加筋板, 局域共振型加筋板的减振效果具有两方
面的优势, 一方面其在低频段 (对应于局域共振带
隙范围)多出了一个高效减振频带; 另一方面, 其在
中高频带 (对应于Bragg带隙范围)实现了更宽频
的减振频带. 这说明, 利用局域共振型加筋板的带
隙特性实现对加筋板结构的振动控制是有益的.

3.2 共振子弹簧刚度对带隙特性的影响

局域共振型加筋板中 “弹簧 -质量”共振子的弹
簧刚度和振子质量是共振子设计时两个最重要的

参数, 本小节旨在分析弹簧刚度对带隙特性的影
响. 在保持振子质量不变的情况下, 共振子的固有
频率和弹簧刚度呈正相关的变化关系, 因而调节弹
簧刚度就相当于调节振子的固有频率. 另外, 由前
文分析易知, 局域共振带隙产生的频率位置与共振
子的固有频率有直接的对应关系. 因此, 为了更直
观地探讨带隙特性调控规律, 本小节分析弹簧刚度
对带隙特性的影响, 统一将其转化为 (共振子质量
不变的情况下)共振子固有频率对带隙特性的影响.

首先, 对比了 3组简单算例, 3组算例中共振子
的固有频率分别为: 200, 300和 400 Hz, 其中固有
频率为 300 Hz 的算例参数与上一小节考虑的算例
参数完全一样 (参见图 5和表 1 ), 而另两个算例的
参数除固有频率外其他参数也一样. 图 10所示为
3组算例的色散曲线, 表 3和表 4分别给出了 3组算

例中局域共振带隙和Bragg带隙的起始频率、截止
频率和归一化的带宽.
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图 10 (网刊彩色) 共振子固有频率对带隙特性的影响
Fig. 10. (color online) Effects of the natural frequency
of local resonators on the band gaps.

表 3 共振子固有频率对局域共振带隙特性的影响

Table 3. Effects of the natural frequency of resonators
on the local resonance band gap.

共振子固有

频率/Hz
带隙起始

频率/Hz
带隙截止

频率/Hz
归一化带宽

200 196.7 222.5 0.1231

300 288.8 331.4 0.1377

400 373.1 436.3 0.1562

表 4 共振子固有频率对Bragg带隙特性的影响
Table 4. Effects of the natural frequency of resonators
on the Bragg band gap.

共振子固有

频率/Hz
带隙起始

频率/Hz
带隙截止

频率/Hz
归一化带宽

200 495.8 540.1 0.0855

300 495.8 568.0 0.1357

400 495.8 616.6 0.2172

从图 10和表 3、表 4中容易发现, 随着共振子
固有频率的提高, 局域共振带隙的起始频率和截止
频率也随之提高, 归一化带宽也随着共振子固有频
率的提高而拓宽. Bragg带隙的截止频率随着共振
子固有频率的提高而提高, 归一化带宽也随之拓
宽, 这一规律和局域共振带隙变化规律是一致的.
但是, 不同的是, Bragg带隙的起始频率始终保持
不变, 即等于ΓX方向Bragg频率 fB1.

进一步, 为更加全面地分析共振子固有频率对
带隙特性的影响, 通过逐步调节共振子固有频率,
计算了相应的带隙起始频率、截止频率和归一化带
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宽变化曲线, 如图 11所示. 图 11 (a)和图 11 (b)分
别表示带隙频率范围和归一化带宽随共振子固有

频率调节的变化曲线.
从图 11中可以看出, 共振子固有频率低于

456 Hz时, 局域共振型加筋板有两个带隙 (完全
带隙), 第一个带隙是局域共振带隙 (图中由 “RG”
标出), 第二个带隙是Bragg带隙 (图中由 “BG” 标
出). 随着共振子固有频率的提高, 局域共振带隙的
起始频率、截止频率均向高频移动, 归一化带宽也
随之拓宽; Bragg带隙的起始频率保持不变 (Bragg
频率 fB1), 截止频率向高频移动, 归一化带宽逐渐
变宽. 值得注意的是, 在共振子固有频率为 456 Hz
时, 第一带隙的截止频率和第二带隙的起始频率非

常的接近, 这时候达到了两种带隙之间的近似耦合
条件 [1,7],两个带隙中间的通带变得最窄,两个带隙
看上去几乎合二为一, 此时第一带隙和第二带隙的
归一化带宽同时达到最大值, 两者形成一个超宽的
“伪”完全带隙. 图 12所示为这一情形下的色散曲
线图, 其中图 12 (a)表示共振子固有频率为 456 Hz
时局域共振型加筋板的色散曲线; 图 12 (b)是相同
条件下有限大四边简支局域共振型加筋板三个不

同位置的位移响应曲线, 其结构尺寸、激励点同
图 5和表 1 , 位移拾取位置在图中标出. 从图 12 (b)
可以看出, 由于两个带隙非常接近, 振动在很宽的
频率范围内得到有效衰减. 这说明利用两种带隙的
近似耦合效应, 可以实现结构的宽带减振.
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图 11 (网刊彩色) (a)带隙的起始频率与截止频率随共振子固有频率调节的变化曲线; (b)带隙的归一化带宽随共
振子固有频率变化曲线

Fig. 11. (color online) (a) Variation of the lower and upper edge frequency of the local resonance band gap
and Bragg band gap with tuning natural frequency of resonator; (b) variation of normalized gap width of
the first and second complete band gap with tuning natural frequency of resonator.
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图 12 (网刊彩色) (a)共振子固有频率 456 Hz时局域共振型加筋板的色散曲线; (b)共振子固有频率为 456 Hz时
有限大四边简支局域共振型加筋板位移响应曲线

Fig. 12. (color online) (a) Band structures of the locally resonant stiffened plate with the natural frequency
of resonator tuned to 456 Hz; (b) displacement response of the finite locally resonant stiffened plate with
the natural frequency of resonators tuned to 456 Hz.
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从图 11 (a)中还可以看出, 当共振子的固有频
率被调谐至跨过456 Hz时,发生了两种带隙之间的
相互转换现象, 即第一个带隙由局域共振带隙转换
为Bragg带隙, 其截止频率保持为Bragg频率 fB1

不变, 但是起始频率逐渐移向高频; 而第二个带隙
则由Bragg带隙转换为局域共振带隙, 其带隙的起
始、截止频率同时都随共振子固有频率提高而提高.
图 11 (b)还表明, 当共振子的固有频率由456 Hz逐
渐调谐至 564 Hz时, 两个带隙的归一化带宽均快
速地变窄, 其中第一带隙变窄的速度更快, 当共振
子固有频率被调至 564 Hz时, 第一带隙归一化带
宽变为0.

由图 11 (a)还可以发现, 当共振子的固有频率
由 564 Hz逐渐增加到 708 Hz时, 第一带隙 “消失”,
仅剩下第二带隙, 且这个带隙仍然是局域共振带
隙, 其起始、截止频率均随着共振子固有频率的
提高而提高. 而当共振子的固有频率被调谐至跨
过708 Hz时, 局域共振型带隙再次转换成Bragg带
隙,带隙的截止频率保持为Bragg频率fB2不变,而
带隙的起始频率随共振子固有频率的提高而提高.
当共振子的固有频率大于848 Hz (略大于Bragg频
率 fB2)时, 第二带隙的归一化带宽变为 0, 即结构
中不再存在完全带隙.

3.3 共振子质量对带隙特性的影响

本小节进一步分析共振子的附加质量对带隙

特性的影响 (保持共振子固有频率及结构其他参数
不变). 根据上一节的研究发现, 共振子固有频率不
同时会出现带隙转换、带隙耦合等现象, 因此分以

下三种情况研究附加质量比变化对带隙特性的影

响: 1) 共振子固有频率小于近似耦合频率 (取共振
子固有频率 300 Hz); 2)共振子固有频率为近似耦
合频率 (取 456 Hz); 3)共振子固有频率大于近似耦
合频率 (取700 Hz). 三种情况下分别得到两种带隙
的频率范围及归一化带宽随共振子附加质量比变

化曲线, 如图 13 , 图 14和图 16所示.
图 13表示共振子固有频率为300 Hz时两种带

隙频率范围和归一化带宽随共振子附加质量比变

化曲线. 从图中可以发现, 随着共振子附加质量比
的逐渐增大, 局域共振带隙的起始频率向低频移
动, 截止频率向高频移动, 归一化带宽逐渐增大; 而
Bragg带隙的起始频率始终保持为Bragg频率 fB1

不变, 截止频率向高频移动, 归一化带宽也逐渐拓
宽. 从图 13 (b)中还可以看出, 局域共振带隙的归
一化带宽随共振子质量比的增大而拓宽的速度要

更快. 此外, 当共振子附加质量比小于 23.4%时,
Bragg带隙的带宽大于局域共振带隙的带宽; 而当
质量比大于 23.4%时, Bragg带隙的带宽小于局域
共振带隙的带宽.

当共振子的固有频率为 456 Hz时, 其带隙随
共振子附加质量比变化规律如图 14所示. 从图中
可以看出, 当共振子附加质量比小于 25%时, 第一
个带隙为局域共振带隙, 随着附加质量比的增大,
起始频率向低频移动, 截止频率向高频移动, 归一
化带宽逐渐拓宽; 第二个完全带隙为Bragg带隙,
其起始频率为Bragg频率 fB1不变, 截止频率向高
频移动, 归一化带宽得到拓宽.
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图 13 (网刊彩色) (a)带隙的起始频率与截止频率随共振子附加质量比的变化曲线; (b)带隙的归一化带宽随附加
共振子质量比变化曲线 (共振子固有频率为 300 Hz)
Fig. 13. (color online) (a) Variation of the lower and upper edge frequency of the local resonance band gap
and Bragg band gap with changing mass ratio of resonators; (b) variation of the normalized gap width of
the band gaps with changing mass ratio of resonators (the natural frequency of resonator is 300 Hz).
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图 14表明, 当共振子附加质量比为25%时, 两
个带隙发生了近似耦合, 形成一个很宽的 “伪”带
隙. 继续调谐质量比跨过 25%时, 达到了带隙转换
条件, 第一完全带隙转换为Bragg带隙, 第二完全
带隙转换为局域共振带隙. 这种情况下, Bragg带
隙的截止频率为Bragg频率 fB1不变, 起始频率随

着质量比的增大向低频移动, 归一化带宽也随之拓
宽, 并呈现出单调拓宽的趋势. 局域共振带隙的起
始频率和截止频率都随着附加质量比的增大向高

频移动, 归一化带宽得到拓宽, 但是当质量比大于
68.3%时, 其归一化带宽随着质量比的增大反而逐
渐变窄.
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图 14 (网刊彩色) (a)带隙的起始频率与截止频率随共振子附加质量比的变化曲线; (b)带隙的归一化带宽随附加
共振子质量比变化曲线 (共振子固有频率为 456 Hz)
Fig. 14. (color online) (a) Variation of the lower and upper edge frequency of the local resonance band gap
and Bragg band gap with changing mass ratio of resonators; (b) variation of the normalized gap width of
the band gaps with changing mass ratio of resonators (the natural frequency of resonator is 456 Hz).

为验证上述结果的正确性, 取共振子附加质量
比为 40%和 100%时作为两个简单的算例, 分别计
算有限大局域共振型加筋板在这两种附加质量比

下不同位置的位移响应 (如图 15所示), 其结构尺
寸、激励点同图 5和表 1 , 位移拾取位置已标出.

从图 15中可以发现, 当共振子附加质量比为
40%和 100%时, 有限结构的振动位移响应曲线

均存在两个显著的衰减频率范围, 而且这些衰减
频率范围与图 14中计算所得带隙频率范围 (已在
图 15中用阴影标示)完全一致. 值得特别指出的
是, 两种附加质量比情况下, 有限结构的第一个振
动衰减频带的截止频率基本一致, 均对应于第一个
完全带隙的截止频率 fB1 (Bragg频率), 这进一步
验证了图 14中带隙特性计算结果的准确性.
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图 15 (网刊彩色) (a)共振子附加质量比为 40%时局域共振型加筋板的位移响应; (b)共振子附加质量比为 100%
时局域共振型加筋板的位移响应 (共振子固有频率为 456 Hz)
Fig. 15. (color online) (a) Displacement response of the finite locally resonant stiffened plate with the mass
ratio tuned to 40%; (b) displacement response of the finite locally resonant stiffened plate with the mass
ratio tuned to 100% (the natural frequency of resonator is 456 Hz).
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当共振子固有频率为 700 Hz时, 带隙特性随
共振子附加质量比的变化规律如图 16所示. 可
以发现, 当共振子的附加质量比从 0变化到 5%
时, 第一完全带隙为Bragg带隙 (起始频率为Bragg
频率 fB1), 且迅速地变窄直至消失; 而在质量比
5%—56.4%的范围内, Bragg 频率 fB1附近均不存

在完全带隙; 而当质量比大于 56.4%时, Bragg频
率 fB1 附近重新出现完全带隙, 其截止频率保持为
fB1, 并且随着质量比的增大, 带隙起始频率向低

频移动, 归一化带宽迅速地拓宽. 对于第二完全带
隙, 在质量比小于28.7%时, 其为局域共振带隙, 带
隙的起始频率和截止频率随着质量比的增大同时

向高频移动, 归一化带宽随之拓宽; 当质量比达到
28.7%时, 其归一化带宽达到最大值, 同时还达到
了带隙转换条件, 由局域共振带隙转换为Bragg带
隙; 当质量比大于 28.7%时, 带隙的截止频率保持
为 fB2不变, 带隙的起始频率向高频移动, 归一化
带宽随着质量比的增加而变窄.
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图 16 (网刊彩色) (a)带隙的起始频率与截止频率随共振子附加质量比的变化曲线; (b)带隙的归一化带宽随附加
共振子质量比变化曲线 (共振子固有频率为 700 Hz)
Fig. 16. (color online) (a) Variation of the lower and upper edge frequency of the local resonance band gap
and Bragg band gap with changing mass ratio of resonators; (b) variation of the normalized gap width of
the band gaps with changing mass ratio of resonators (the natural frequency of resonator is 700 Hz).
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图 17 (网刊彩色) (a)共振子附加质量比为 40%时局域共振型加筋板的位移响应; (b)共振子附加质量比为 100%
时局域共振型加筋板的位移响应 (共振子固有频率为 700 Hz)
Fig. 17. (color online) (a) Displacement response of the finite locally resonant stiffened plate with the mass
ratio tuned to 40%; (b) displacement response of the finite locally resonant stiffened plate with the mass
ratio tuned to 100% (the natural frequency of resonator is 700 Hz).

为进一步验证图 16中结果, 取附加质量比为
40%和 100%两种情况, 计算有限大局域共振型加
筋板结构的振动位移响应 (结果如图 17所示), 其
结构尺寸、激励点同图 5和表 1 , 位移拾取位置已
标出. 从图中可以发现, 当质量比为 40%时, 有限
大结构的振动位移响应曲线仅存在一个显著的衰

减频率范围, 而当质量比为 100%时, 有限大结构
的振动位移响应曲线在低频段、高频段均存在一

个显著的衰减频段. 比较发现, 在质量比为 40%和
100%这两种情况下, 振动位移响应曲线的衰减频
率范围刚好与图 16中计算得到的带隙频率范围完
全符合; 进一步比较还可以发现, 有限大结构的振
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动位移响应在高频段的衰减频率上限基本一致, 恰
好为图 16中给出的Bragg频率 fB2, 这些均验证了
图 16中的带隙特性计算结果的准确性.

4 结 论

本文将 “局域共振型声子晶体”思想引入到加
筋板结构设计, 通过在加筋板上周期性地附加 “弹
簧 -质量”共振子, 构造了一种局域共振型加筋板结
构; 基于有限元法和Bloch定理建立了这种结构的
弯曲波传播特性和振动特性理论计算方法, 并通过
与有限元软件COMSOL仿真对比, 验证了理论方
法的有效性; 进一步研究了局域共振型加筋板结构
的弯曲波带隙特性和减振特性, 着重分析了共振单
元的弹簧刚度和共振子质量对带隙特性和减振特

性的影响, 得到以下主要结论.
1)经合理设计, 附加 “弹簧 -质量”共振子的局

域共振型加筋板可以产生比普通加筋板 (未附加共
振子)更加低频的局域共振带隙, 同时还能有效拓
宽高频段的Bragg带隙.

2)局域共振型加筋板中共振子弹簧刚度的变
化对带隙特性有着显著的影响. 随着弹簧刚度逐渐
调节变大, 共振子固有频率由低频向高频调节, 结
构中会产生两种带隙的相互转换、近似耦合等现象,
且在近似耦合条件下, 两种带隙之间的通带变得非
常窄, 两者看上去耦合成了一个很宽的 “伪”带隙,
这对实现结构的宽带减振具有重要的意义; 然而,
当共振子的固有频率被调至足够高频时, 结构中将
不存在完全带隙, 即局域共振带隙只能在一定的低
频范围内出现, 这个频率范围与结构本身的几何结
构和材料参数有关.

3)当共振子固有频率处于不同的频率段时, 其
附加质量比的变化对带隙特性产生不同的影响. 在
低于带隙近似耦合频率的低频段, 增加附加质量比
可以使两种带隙均得到拓宽; 在带隙近似耦合频率
附近的中频段时, 改变质量比可以实现两种带隙的
相互转换和近似耦合 (或解耦), 而且随着附加质量
比由零逐渐增大, 两种带隙的归一化带宽会逐渐拓
展, 但是当质量比大到一定程度时, 其中高频段的
带隙的归一化带宽又会随质量比的增加反而逐渐

变窄. 在高于带隙近似耦合频率的高频段时, 随着
附加质量比的增加, 低频段的带隙 (Bragg带隙)会
迅速变窄直至消失, 而当质量比增至一定程度时,

该带隙又会再次出现, 且归一化带宽逐渐拓展; 同
时, 随着附加质量比的增加, 高频段的带隙 (局域共
振带隙)会逐渐变宽, 不过当质量比增至一定程度
时, 该带隙会转换为Bragg带隙, 此后随着质量比
的增大, 该带隙的归一化带宽逐渐变窄.
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Flexural wave band gaps and vibration reduction
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Abstract

A locally resonant stiffened plate is constructed by attaching a two-dimensional periodic array of spring-mass
resonators to a traditional periodic stiffened plate. A method based on the finite element method and Bloch theorem
is presented for calculating the flexural wave dispersion relation and forced vibration response of the proposed locally
resonant stiffened plate. The method is validated by comparing the predictions with simulations by FEM software
COMSOL. The effects of the spring-stiffness and mass ratio of local resonators on the flexural wave band gap and
vibration reduction performance are analysed, which can facilitate the design of the locally resonant stiffened plate for
vibration-reduction applications in engineering. The main findings of this work are as follows.

1) The local resonator can have a significant effect on the propagation of flexural wave in stiffened plate. On the one
hand, the local resonator is able to create a low-frequency local resonance band gap; on the other hand, it can enhance
the high-frequency Bragg band gap. Within the band gap frequency range, the vibration of the locally resonant stiffened
plate can be reduced remarkably.

2) The spring-stiffness of local resonators shows a notable influence on the band gap and vibration reduction
performance of the locally resonant stiffened plate. As the spring-stiffness gradually increases, the nature frequency
of local resonator is gradually tuned to higher frequency, and the phenomenon of band-gap transition and band-gap
near-coupling may arise. Under the near-coupling condition, the pass band between two band gaps turns narrow, and
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it seems that these two band gaps form a super-wide pseudo-gap (within which only a very narrow pass band exists).
This behaviour is of great interest for the broad band vibration reduction applications. Moreover, the complete band
gap will disappear if the nature frequency of local resonator is tuned to a higher value than a threshold frequency, which
is dependent on the geometrical and material parameters.

3) The influence of the additional mass ratio of local resonator on the band gap behavior is highly relevant to
the nature frequency of local resonator. If the nature frequency of resonator is lower than the band-gap near-coupling
frequency, both the local resonance band gap and Bragg band gap are broadened with increasing the additional mass ratio
of resonator. When the nature frequency of resonator is close to the band-gap near-coupling frequency, the phenomenon
of band-gap near coupling and band-gap transition may arise or disappear as the additional mass ratio of resonator
gradually changes. When the nature frequency of resonator is higher than the band-gap near-coupling frequency, on the
one hand, the lower frequency band gap will disappear rapidly with increasing the mass ratio of resonator. However, it
will be present again if the mass ratio of resonator increases up to a large enough value. On the other hand, the higher
frequency band gap is broadened with increasing the mass ratio, but if the mass ratio is tuned to a larger value than a
specific value, this band gap will transform from local resonance band gap to Bragg band gap, and the normalized gap
width of this band gap will be narrowed with increasing the mass ratio.

Keywords: local resonance, stiffened plate, flexural wave band gap, vibration reduction
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