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专题: 软物质研究进展

软物质系颗粒材料组成、微结构与传输性能

之间关联建模综述∗

许文祥1)† 孙洪广1) 陈文1)‡ 陈惠苏2)

1)(河海大学力学与材料学院, 软物质力学研究所, 南京 211100)

2)(东南大学材料科学与工程学院, 江苏省土木工程材料重点实验室, 南京 211189)

( 2016年 5月 31日收到; 2016年 7月 4日收到修改稿 )

作为一种典型的软物质体系, 颗粒材料的传输性能对相关工程材料在实际工程中应用的耐久性和服役寿
命具有至关重要的影响. 材料的物理性能通常依赖于其微结构特征, 而颗粒材料微观结构的形成又直接与其
成分结构密切相关. 因此, 清楚、准确地认识颗粒材料的组成、微结构与其传输性能之间的多尺度关联机理是
提升颗粒材料力学性能和耐久性的保障. 本文综述了当前颗粒多相复合材料传输性能建模的研究现状, 着重
介绍了颗粒材料传输性能建模涉及的三个主要方面: 颗粒材料组成结构的建模、材料内部孔相和界面微结构
的定量表征、颗粒材料传输行为的建模方法. 并对复杂拓扑几何颗粒的构造、非球形粒子接触判据和随机堆积
模型、界面厚度和孔隙率分布、界面体积分数、软化粒子 (包括孔隙和界面)渗流以及颗粒多相复合材料有效扩
散和反常扩散性能等领域的研究进展和前沿给予阐述, 总结和展望了颗粒多相复合材料多尺度力学行为建模
有待拓展的研究方向.

关键词: 颗粒材料, 随机堆积, 渗流, 传输性能
PACS: 81.05.Rm, 61.43.Bn, 64.60.ah, 66.30.Dn DOI: 10.7498/aps.65.178101

1 引 言

颗粒材料是由大量不同尺度离散颗粒组成的

复杂多相体系, 它普遍存在于自然界和工程实践
中, 例如沙漠、泥石流、混凝土、陶瓷、玻璃、胶体、
聚合物、纤维等复合材料体系. 提升颗粒材料在实
际工程应用中的耐久性和服役寿命是当今力学、物

理、材料、水利工程和土木工程等学科研究的热点

问题和前沿领域. 根据现代材料科学的基本理论,
材料的物理性能与其组成、微结构之间存在内在紧

密的关联, 充分地探析和掌握材料的组成和微结构
信息是深入理解材料力学和传输性能的关键. 颗粒
材料作为一种典型的非均质多相复合材料, 它的内

部结构直接影响到侵袭性活性介质在其内部传输

的速率和路径, 而颗粒材料微结构的形成同样依赖
于其组成结构. 因此, 若想揭示因侵袭性活性介质
传输导致颗粒材料过早的劣化本质, 必须清楚地认
识和理解颗粒材料组成、微结构和传输性能之间的

多尺度关联机理, 以便通过优化组成来调控材料的
微结构, 达到改善颗粒材料传输行为的目的, 从而
提高颗粒材料在实际工程应用中的耐久性和服役

寿命.
20世纪末, 在诺贝尔物理学奖获得者 de

Gennes等国际著名软物质学者的大力提倡下, 颗
粒材料物理性能的研究引起了越来越多的关注. 经
历近 30年的研究发展, 对颗粒材料的试验、理论和
数值研究已经成为当前力学、物理、材料、水利工
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程和土木工程等学科的热门课题. 值得一提的是,
从 2012年起, 我国国家自然科学基金委员会连续 5
年 (2012—2016)将 “软物质体系的物理问题: 1) 软
物质微结构与相互作用, 2) 界面体系结构、功能特
性及调控等作为我国自然科学研究的重点支持领

域 [1]. 对于试验研究, 人们主要运用宏观唯象试验、
或与微细观试验相结合的方法对颗粒材料的物理

性能进行观察, 提出了很多宝贵的经验公式, 并解
决了大量的实际问题 [2]. 尽管如此, 唯象试验的研
究不仅需要花费大量的时间、人力和物力, 而且得
到的试验结果往往因试验条件、环境条件、以及原

材料组成等的变化而相对离散化, 可复制性不强.
此外, 随着研究尺度的进一步深入, 小尺度如微观
层次的试验研究对样本的制作技术、测量的硬件配

置以及操作技术等的要求都越来越高. 因此, 仅仅
靠试验研究很难满足对颗粒材料探索与发展的需

求. 在理论和数值研究方面, 近年来, 随着计算固
体力学和计算材料学的迅猛发展, 颗粒材料计算力
学作为材料科学在力学学科的一个前沿分支学科

已经集聚了力学、材料、物理、水利工程、土木工程、

计算机等多学科融合交叉的特点 [3]. 颗粒材料计
算力学主要采用理论和数值仿真技术研究颗粒材

料的物理行为特征, 而且在颗粒介质的计算固体力
学、材料力学、统计力学、细观力学等研究方面取得

了突破性进展 [4−7], 其中, 国内在近 20年的发展历
程中也涌现出了一批优秀的研究成果 [8−12]. 然而,
近 10年来出现的新的工程需求 (如: 西部和近海地
区混凝土结构长期处在氯盐侵蚀环境中)以及新的
盐碱土壤灾害, 促使研究人员探索并揭示这些没有
得到深刻认识而又关系国计民生的颗粒材料的传

输行为, 而且这也关乎国家重大基础设施的安全和
子孙后代赖以生存的基础. 这些科学问题和国家需
求成为推动颗粒材料传输性能研究的源动力.

颗粒材料是复杂的多尺度离散介质, 其组成形
式在某种程度上可以看成是由不同尺度的硬/软化
粒子随机堆积结构, 其中涉及纳米尺度的硬化粒
子自组装结构 [13]、微观尺度的硬化粒子紧密堆积

结构 [14]、细 -宏观尺度的颗粒松散堆积结构 [15]以

及作为软化粒子的离散孔隙或界面的随机堆积结

构 [16]. 不同尺度的粒子堆积形式具有不同的物理
机理, 而且不同尺度结构之间又互相具有关联性.
一般而言, 微纳尺度的各向同性粒子的随机堆积形
式满足布朗运动, 且颗粒运动学能很好地描述各向

同性粒子的运动规律, 近 30年是该理论发展的黄
金期 [17]. 但是, 颗粒材料中的离散粒子普遍呈现各
向异性特征, 包括尺寸的各向异性、形状的各向异
性、表面性能的各向异性 (Janus particles)以及多
种混合各向异性 [18]. 尺寸和形状的各向异性特征
给粒子自身带来较多的自由度, 必然引起复杂多样
化的粒子堆积行为. 另外, 粒子间的空隙通常充满
着界面、孔隙、或流体等介质, 这些界面、孔隙微结
构形成的物理机理依赖于粒子的堆积行为, 而不同
物理机理的界面、孔隙结构会在颗粒材料内部产生

多样的传输通道, 直接影响侵袭性活性介质的传输
速率. 因此, 对颗粒材料传输行为机理的研究, 首
先需要探析颗粒材料中离散粒子的堆积行为, 其次
要掌握在多样化的组成形式驱动下界面、孔隙微结

构的演化规律.
本文结合作者在颗粒材料计算力学等相关研

究中的积累, 对国内外颗粒多相材料组成结构、微
结构和传输性能的理论和数值研究现状和发展趋

势进行综述. 首先总结基于各向异性离散粒子随机
堆积行为构建颗粒材料组成结构的研究现状, 着重
分析形状各向异性粒子的构造、非球形粒子的接触

检测和随机堆积方式的发展动态; 其次介绍在颗粒
材料组成结构驱动下界面和孔隙微结构定量表征

技术的研究现状, 以孔隙率分布和界面厚度、界面
体积分数、软化粒子 (如: 离散孔隙和界面)渗流为
主要的微结构特征量进行阐述; 然后选择扩散行为
作为传输性能的研究对象, 比较分析有效扩散和反
常扩散这两类扩散行为的主要特点和建模方法; 最
后, 对颗粒材料组成结构建模、微结构定量表征和
传输行为建模等有待拓展的研究方向给出建议.

2 颗粒材料组成结构建模

利用离散颗粒随机堆积模型构建颗粒材料组

成结构主要受三个基本条件控制: 1)形状各向异性
粒子的构造; 2)形状各向异性粒子间的接触判据;
3)粒子的随机堆积方式. 以下重点阐述这三个基本
条件的发展历程.

2.1 形状各向异性粒子的构造

近年来, 在化学领域中, 随着合成技术的不断
提高, 各种不同形状的各向异性胶体粒子已经被成
功地合成, 比如二维椭圆、多边形、三维的椭球、柱
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体、立方体等 [18]. 对于这些较规则粒子几何形态的
重构, 可以由代数或几何表达式实现, 例如, 可以分
别通过二次曲线或二次曲面方程表示一般性椭圆

或椭球的几何形态 (具有空间取向性和位置性的椭
圆或椭球) [19,20]; 可以分别通过线性规划、voronoi
tessellations等方式表征具有空间取向性的多边形、
多面体等 [21,22]; 也可以利用空间点信息、棱信息和
面信息组合方式描述规则凸多边形或多面体的几

何形态 [23−25]. 尽管前期的这些积累为揭示颗粒材
料的组成结构发挥了巨大的推动作用, 但是随着研
究的不断深入, 早期较规则颗粒形态的重构并不
能满足人们日益对颗粒材料组成结构认识提高的

需求, 对颗粒材料内部真实组成结构的模拟和重
构是相关研究人员一直追求的目标和动力, 人们
渴望探求如何表征颗粒材料内部纷繁复杂的颗粒

几何形态. 目前, 对于非规则颗粒形态的重构方法
主要有五种: 1)数学级数展开方法; 2) 图像分析
方法; 3) 球 (圆)集合方法; 4)规则粒子延拓方法;
5) Minkowski sum方法.

1)数学级数展开方法, 其基本思想主要是通
过选取特定的级数来描述不规则粒子的几何形态、

尺寸、物理特性等. 对于二维体系, 傅里叶级数
(Fourier series)展开形式为构造多边形的几何形态
提供了可能 [26], 如 (1)式所示.

R(θ) = a0 +
∞∑

m=1

(am cosmθ + bm sinmθ), (1a)

R0 = A2
0 +

1

2

∑
m=1

A2
m, (1b)

A2
m = a2m + b2m, (1c)

A0 = a0, (1d)

式中, R(θ)是极角 θ对应的极半径, R0是等效半

径, Am是傅里叶级数振幅, A0为平均半径. Kwan
等 [27]在极坐标系中通过变换傅里叶级数方程实现

了对任意形状的二维多边形构造, 如 (2)式所示.

R(θ) = A0 +

M0∑
m=1

Am cos(mθ + αm), (2)

式中, αm为多边形的相角, M0为多边形的边的数

量. 然而, 三维体系的构造远比二维体系困难且复
杂, 相关的研究非常少, 包括美国标准技术研究所
(NIST)研究员Garboczi [28−30]、捷克理工大学的

Rypl [31]、香港城市大学的Zhou等 [32]以及我们研

究团队 [33]开展了初步的研究工作, 他们尝试着利
用球谐函数 (spherical harmonic function)展开形
式构造接近真实集料颗粒的非凸形粒子几何形态,
如 (3)式所示.

r(β, φ) =
∞∑
s=0

s∑
h=−s

ashYh
s (β, φ), (3)

式中, r(β, φ)是在球坐标系下沿着方向角 (β, φ) 从
粒子中心到表面上点的径向距离, β为天顶角, φ为
方位角, ash 是系数, Yh

s (β, φ)为具有h阶 s度的球

谐级数, 其值可以由伴随勒让德多项式表示 [33]:

Yh
s (β, φ) =

√(
(2s+ 1)(s− h)!

4π(s+ h)!

)
× Ph

s (cos(β)) e ihφ, (4)

式中Ph
s (x)为伴随勒让德多项式. 对于 (3)式和 (4)

式, 只要已知真实颗粒系数ash和在球坐标系中划

定的 s度, 即能在三维空间中确定组成该颗粒表面
上点的几何信息. 图 1为以真实砾石颗粒为例, 取
不同的 s度利用上述球谐函数构造的颗粒几何形

态. 可以看到当 s=1时颗粒表面纹理非常光滑细腻
等价于完美的球形; 随着 s度的增大, 颗粒表面纹
理粗糙度增加, 形状也随之复杂; 当 s > 5时, 构造
的粒子几何形态已经与真实卵石颗粒的表面纹理

非常接近.

(a) (b) (c) (d) (e) 

图 1 利用球谐函数展开形式构造真实砾石颗粒几何形态 (a) s = 1; (b) s = 2; (c) s = 3; (d) s = 5; (e) s = 7

Fig. 1. Reconstruction for geometric morphology of a gravel using spherical harmonic function: (a) s = 1;
(b) s = 2; (c) s = 3; (d) s = 5; (e) s = 7.
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尽管级数展开式可以较好地描述二维和三维

不规则非凸形颗粒几何形态, 但是从以上公式可以
看到构造粒子的几何形态需要已知级数的系数 (如
A0和ash), 而该系数并不能直接得出, 通常需要借
助图像扫描设备对实际颗粒进行图像分析来获取

该系数数据. 因此, 为了便利地利用级数展开方法
重构真实粒子几何形态, 研究人员需要在不久的将
来结合图像分析建立不同真实颗粒表面系数的数

据库.
2)图像分析方法作为级数展开方法的一个很

好的 “合作伙伴”, 其主要借助现有的商业成像设
备和软件对不同尺度下的真实颗粒进行扫描重

构, 利用二维或三维像素特征描述颗粒的几何形
态 [34−36]. 正如上述, 随着研究尺度的进一步深入,
图像分析过程中对样本的制作、测量、人为的操作

技术等的要求都非常苛刻. 直接采用像素重构往
往局限于所用成像设备的分辨率; 结合级数展开在
弥补图像精度固有缺陷的基础上实现真实粒子的

重构, 这将成为重构复杂各向异性粒子的一个有效
途径.

3)球 (圆)集合方法主要通过将球 (圆)按一定
排列方式组装一起, 球 (圆)的组装原则既可以按
照球 (圆)之间不重叠也可以按照球 (圆)之间重叠
增长 (缩减)模式组装, 组装的结果可近似地描述
不规则颗粒的几何形态. 该方法由于操作简便,
在近 10年里已经发展成为目前构造非规则几何粒
子最常用的方法之一. 相关的研究报道也非常之
多, 从早期Nolan和Kavanagh [37]利用二维重叠圆

组装构造矩形、椭圆等二维粒子, 到近期不同的研
究学者利用球集合方法构造纷繁复杂的不规则粒

子 [38−42]. 但要较精确地组装一个各向异性粒子则
需要大量的球 (圆)单元, 这势必影响各向异性粒子
随机堆积的效率, 而且球 (圆)单元的组装模式因颗
粒的形态特征一直还在不断地发展完善之中.

4)规则粒子延拓方法则通过简单的粒子延拓
构造复杂的颗粒, 延拓的方式主要依赖于规则粒子
的形貌特征. 目前延拓式的重构仅限于规则多面体
(多边形)延拓复杂的多面体 (多边形) [43−45]. 事实
上, 延拓构造类似于球 (圆)集合方法, 延拓的方式
本质上属于简单粒子组装模式的一类.

5)近几年, 利用Minkowski sum理论构造不规
则颗粒已经受到了广泛关注. Minkowski sum方法
是将两个任意几何形态的颗粒在给定的坐标系中

进行叠加求和形成一个新的几何粒子 [46−51], 如下
式所示:

C ⊕B = {X + Y |X ∈ C, Y ∈ B} (5)

式中, C和B分别表示两个任意的几何粒子, X和
Y 分别表征C和B几何轮廓的点向量. 在几何上,
上述关系式可以通过一个几何体在另一个几何体

表面上滚动且不改变几何体原有的空间取向和位

置实现. 在Minkowski sum方法的几何实现过程
中, 几何体C可采用简单的直线、圆盘、多边形、规

则多面体等作为基本构造单元, 几何体B则可简

化为球体作为扩展单元, 当扩展球B绕着几何体

表面C滚动一圈, 即实现C和B的Minkowski sum
构造一个新的不规则几何粒子, 如柱体、三维盘状
体、板状体、超面体等, 这些新的构造粒子在空间
中的取向和位置保持与C几何体一致. 图 2展示了
一个以二维五边形为基本单元、球为扩展单元通

过Minkowski sum构造的三维不规则几何体. 需要
指出的是, 采用Minkowski sum方法构造不规则颗
粒取决于选取的基本构造单元C, 当C的几何形态

越复杂, 构造出颗粒的不规则度越高. 另外, 该理
论在颗粒材料的模型化研究中也可以灵活地实现

不规则颗粒周围界面几何形貌的构建, 这为理论和
数值研究颗粒材料的界面性能提供了技术支持 [51].
因此, 利用Minkowski sum方法构造颗粒的各向异
性形态并探求颗粒材料的微结构性能将成为颗粒

材料研究中一个重要的工具.

⊕

图 2 Minkowski sum方法实现超五面几何体
Fig. 2. Realization of super-pentahedron using
Minkowski sum method.

2.2 非球形粒子的接触判据

硬化粒子 (如: 沙子、石料、纤维、陶瓷颗粒、胶
体颗粒等)作为刚性颗粒, 它的堆积行为需要保证
每个粒子之间不能发生任何重叠现象, 软化粒子
(如: 界面、孔、裂纹、软涂层等)作为柔性颗粒, 它的
堆积行为允许粒子之间发生相互重叠现象. 因此,
各向异性形状粒子间的接触判据对于不管是构造
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硬化粒子的随机堆积行为还是建立软化粒子的随

机堆积模型 (界面网络、孔隙结构、裂纹网络、涂层
结构等)来说都是一个基本且关键性的步骤, 而且
粒子间接触判断的精度和效率直接影响构建颗粒

材料组成结构的可靠性. 基于上述形状各向异性粒
子的构造方式, 判断它们之间重叠的方法可以分为
三类: 简单粒子集合法、图像识别法、数值算法.

简单粒子集合法是依据球 (圆)集合和规则粒
子延拓方法构造的各向异性粒子, 采用简单规则粒
子间的接触判断来替代复杂几何粒子间的重叠判

据. 例如, 通过球集合方法构造的不规则粒子, 即
可以采用球体之间的重叠判断实现不规则粒子间

重叠检测, 因为该不规则粒子本质上是由一定数量
的球体组装而成 (见文献 [33]中图 1所示). 虽然该
方法操作起来非常简便, 但是一定数量的简单粒子
组装不能精确地表征粒子的几何形貌, 而且当简单
粒子的数量增多时会严重降低重叠检测的效率, 不
宜进行大规模的粒子堆积模拟, 该方法受到组装粒
子数量的限制.

图像识别法针对那些通过像素重构的不规则

粒子, 采用图像软件提取粒子表面轮廓的像素,
利用组成颗粒像素之间的相交代替原始粒子之

间的重叠判断. 常用的成像设备如CT扫描 (X-
Ray CT)、三维LS激光扫描 (3D laser scanner),
原子力显微镜 (atomic force microscopy, AFM)通
过扫描可以获取粒子的表面轮廓, 但是不同的成
像设备拥有不同的像素分辨率, 如: X-Ray CT
的成像分辨率为 5—50 µm [52], 3D LS的成像分
辨率为 100—500 µm [53], AFM的成像分辨率为
0.05—0.1 µm [54], 这给图像成形以及像素接触分析
都带来了一定的差异性. 所以采用图像分析方法只
能粗略地检测粒子间的重叠, 原因在于像素点的分
析主要受制于成像设备的像素分辨率精度, 而且图
像分析所花费的人力和成本也是十分的昂贵. 需要
指出的是, 随着数字图像技术的高速发展, 近年来,
利用数字图像技术结合微细观试验展开对颗粒材

料微细观结构演变和损伤劣化过程的研究已经成

为一种 “时髦”的技术策略 [55−57]; 正如上述, 数字
图像处理也为观测材料内部组分介质的几何表象

提供了一种更为直接的途径. 图 3以混凝土材料为
例, 给出了基于数字图像识别的集料颗粒在混凝土
样本内部的空间分布和几何表象. 但这类方法面临
的局限仍然在于操作过程中人为因素的干扰和分

辨率相对不高等问题, 而对构建的任意复杂形状的
颗粒组分如何有效地实现高质量的网格离散表征

也是当前的研究热点之一.

图 3 混凝土材料样本截面数字图像分析结果 [55]

Fig. 3. Results from digital image analysis of a con-
crete sampling section [55].

数值算法主要借助于代数、计算几何、计算机

图形学等相关理论开发不规则粒子间接触判据. 与
简单粒子集合法和图像识别法相比, 数值算法从数
学的角度检测粒子间的接触, 毋庸置疑, 数值算法
精度应比前两种方法更加精确. 然而, 目前国际上
开发的数值算法主要研究对象为凸形粒子, 如椭
球、柱体、凸面体等, 对于非凸形粒子间接触检测的
数值算法非常少.

椭球体由于具有较宽范围的长径比, 已经被
广泛地使用在软物质体系中 (如从长纤维到扁片状
红细胞的模拟) [4−6,18,19]. 对椭球体间接触判据的
研究已经有近40年的历史,早在1972年, Vieillard-
Baron [58]试图通过直接计算椭球体之间的最邻

近间距来识别两椭球的相对空间位置关系, 遗憾
的是该数值算法仅适用于一定范围内的长径比

椭球, 即当长径比κ < 0.2时, 该数值算法产生的
误差就不容忽视 [59]. 基于此, 1985年, Perram和
Wertheim [60]改进了上述的数值算法, 通过预置
“重叠势函数”的形式识别三维椭球体的接触, 直
至今日, 该方法仍被国际上所采用. 后续的研究学
者也相继开发了一系列的数值算法, 如: “相交”算
法 [61,62], “几何势”算法 [63], “普法线”算法 [64,65],
“优化的几何势”算法等 [66,67], 用于检测二维椭圆
或三维椭球体间的接触. 这些数值算法的相似点在
于利用代数的方法通过求解一元四次方程或一元

六次方程获取两个椭圆或椭球间的交点 (又称之为
最低几何势点或接触点)用以判断粒子间是否重叠,
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它们的不同之处是获取代数方程时所采用不同的

几何方式. 虽然这些数值算法在满足各自适用性条
件下都能很好地检测粒子间的重叠, 但是它们都无
法避免在求解这些复杂的代数方程中所引起的精

度和效率的缺陷. 我们已经在文献 [68]中对这些数
值算法的适用条件、计算精度和执行效率做了详细

的分析. 另外, 为了避免求解这些复杂的代数方程
带来的精度误差, Lee 等 [69]介绍了一种简单的黄

金分割搜寻策略遍历椭球表面, 以得到坐标系的原
点到椭球面的最近距离. 但是该策略并不能完全遍
历整个椭球体的表面, 忽略了椭球面的两个边缘区
域, 而当椭球的长径比较大 (扁平形状)或较小 (针
状)时, 椭球表面上离坐标系原点最近的那个点极

有可能出现在椭球的边缘区域附近. 在此基础上,
我们提出了一种新的检测二维椭圆和三维椭球体

重叠的数值算法 [68,70], 该算法既避免了求解复杂
的数学方程, 又可以完全搜寻整个椭球面. 我们将
该算法与上述算法进行了测试比较, 测试结果列于
表 1 . 从表 1中可以看出该算法在执行精度和效率
上要优于以往的数值算法, 具体的细节描述和参数
定义请参见文献 [70]. 柱体间的接触判据相对较简
单, 不管是通过Minkowski sum方法还是通过数学
几何构造的柱体, 仅需要借助柱体轴线间的最邻近
间距判断. 数学上, 轴线间的最邻近间距事实上即
为空间中任意两条线段的最近距离, 这方面的计算
已经有相当成熟的方法 [71].

表 1 三维椭球体重叠检测的数值算法测试 [70]

Table 1. Test for overlapping detection between ellipsoids [70].

Algorithm
Normalized
distance

Average relative
error/%

Average CPU
time/ms

“普法线”算法 [65] 3.93414× 10−11 7.715× 10−10 2.677
“优化的几何势”算法 [67] 1.52608× 10−17 1.323× 10−12 1.633

Xu and Chen [70] 1.52612× 10−17 1.323× 10−12 1.210

凸面体间的重叠检测可能要追溯到 20世纪 70
年代, 一些学者通过线段的参数方程形式直接计算
组成凸边形每条线段之间的相交来衡量凸边形的

相交问题 [72−74]. 如 (6)和 (7)式所示, 求解交点.

P (u) = Pu + (Pe − Pu)u, (6)

Q(t0) = Qu + (Qe −Qu)t0, (7)

式中, Pu和Pe为其中一个凸形粒子边长的两个顶

点, Qu和Qe 为另外一个凸形粒子边长的两个顶

点, u和 t0为两条线段参数方程的参数. 设置 (6)
式 = (7)式, 求解参数u和 t0. 当 0 6 u 6 1, 且
0 6 t0 6 1时, 两条线段相交, 即两个凸形粒子重
叠; 否则, 两个线段不相交, 则需要继续循环计算
凸形粒子的下一条边与另外一个凸形粒子的各条

边相交情况, 因此, 该算法的时间复杂度为O(n2
1),

其中n1为边的数量, 且该算法不适用于三维凸形
粒子. Müller 等 [75]利用三角划分的方式检测二维

凸形粒子重叠, 其基本思想是将凸形粒子Ai的顶

点ai1, ai2, · · · , ain按照一定方向 (逆时针方向)排
列, 并将凸形粒子Bi的任意一顶点P与Ai的相邻

两顶点aiai+1连接组成一个三角形, 由 (8)式计算
有向面积S∆Paiai+1. 如果S∆Paiai+1 > 0, 则点P

包含在凸形粒子Ai内; 如果S∆Paiai+1 = 0, 则点P

位于含在凸形粒子Ai边界上; 如果S∆Paiai+1 < 0,
则点P位于凸形粒子Ai以外. 后来, 高政国和刘光
廷 [44]成功地将三角划分算法延伸到三维情况. 本
质上, 三角划分算法是根据凸形粒子的顶点集合是
否存在相交来检测粒子间的重叠. 然而顶点集合的
判断却忽略了凸形粒子之间存在的边与边以及边

与面相交时所带来的粒子重叠问题.

S∆Paiai+1 =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

xi yi 1

xi+1 yi+1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (8)

对于三维凸面体的接触判据, 也相继出现了一
批优秀的数值算法, 例如, 基于凸面体的点、棱、面
信息逐步搜寻判断 [76,77], “公共面搜寻法” [78], “优
化公共面搜寻法” [79]等. 值得一提的是, 我们最近
利用分离轴机理成功地识别了凸面体间的重叠问

题 [80], 其基本思想为: 如果两个凸形粒子不发生重
叠现象, 则在两个凸形粒子之间肯定存在一条轴,
使得两个凸形粒子在这条轴上的投影区域不重叠,
满足 (9)式所示, 而且这条轴垂直于其中一个凸形
粒子的一个面或边, 即该分离轴为其中一个面或边
的法平面或法线.
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η
(i)
min(d) > η(j)max(d) 或 η(i)max(d) < η

(j)
min(d), (9)

式中, d为分离轴的方向, 上标 i和 j分别代表两凸

面体 i和 j, ηmax 和 ηmin分别为在分离轴方向上最

大投影向量和最小投影向量, 详细操作细节可参考
文献 [80]. 随着计算机图形学的迅猛发展, 最近的
10年是凸形粒子重叠判据发展的高峰期. 正如我
们前期总结的那样, 上述这些优秀的数值算法在各
自的适用范围内针对特定的各向异性粒子有其独

特的优势, 同时也不可避免地存在相应的缺陷, 如
执行对象的通用性、执行精度和执行效率的可靠

性 [68,70,80].
国内外对于非凸形粒子的接触判据主要集中

在针对球集合方式和数字图像分析方法构造的粒

子间接触判别上, 而数值算法却寥寥无几, 其中包
括Garboczi等 [81,82]最近开发的初级 “extent over-
lap box”检测到优化的 “extent overlap box”检测;
Qian等 [30]利用 “Newton-Raphson”迭代方法检测
非凸形粒子的重叠; 以及我们尝试利用分离轴机理
结合三角划分的方法判断非凸形粒子间的接触问

题 [33]. 虽然以上非凸形粒子的接触判断数值算法
在执行效率上还远未达到大规模数值模拟和计算

的要求, 但是这些数值算法的出现为复杂非凸形粒
子的接触判别提供了新的思路和参考, 在未来的研
究过程中, 该领域应当是今后相关研究人员努力突
破的方向.

2.3 粒子随机堆积方式

人类对粒子堆积行为的研究具有非常悠久的

历史, 可以追溯到古希腊时期的阿基米德关于填充
宇宙所需的沙粒数量的思考. 对于各向同性粒子
而言, 最为开创性的工作应属于开普勒于 1611年
提出的球体最大堆积密度是六面体组成的紧密晶

体结构密度的假设, 并且给出了这个最大的堆积密
度为 0.74 [83]. 这一假设在漫长的历史长河中被不
断地批判与论证, 2005年由Hales [84]通过高性能计

算机进行大规模运算证实了该著名假设的正确性.
对于各向异性粒子, 早在 1901年Hibert就提出了
四面体的最紧密堆积问题, 尽管已有学者通过模拟
显示了具有二聚体晶相结构的四面体堆积密度为

0.85 [25], 但该堆积密度是否是四面体的最紧密堆积
形式仍然悬而未决. 另外, Ulam提出了一个著名
的假设, 认为任何凸形粒子的堆积密度总是大于相
同球体的最大堆积密度 [85]. 对这一假设已经有许

多学者努力尝试着给出自己的答案, 例如, Latham
等 [86]分别模拟正四面体和球体的松散堆积行为,
得到正四面体的松散堆积密度为 0.416, 球体的松
散堆积密度为 0.586, 他们得出结论认为该假设不
成立; Jaoshlivi等 [87]通过实验发现正四面体的堆

积密度为 0.76, 而球体堆积密度为 0.64, 验证了这
个假设成立; 类似地, 也有一些学者通过数值模拟
分别得到相悖的结论 [13,88]. 该假设的证明本质上
是对凸形粒子随机堆积行为的研究来获取粒子的

堆积密度, 可以看到尽管目前学者们对这一假设的
论证存在很大的分歧, 但对该工作的努力尝试都将
会推动粒子随机堆积行为在颗粒材料计算力学中

的发展.
在不同的物理条件下, 颗粒材料内部组成粒子

的堆积方式是不一样的. 例如: 水泥基复合材料的
在成型搅拌过程中粗集料、沙子、矿物掺合料等都

以随机松散的状态堆积在一起, 然而, 在成型振动
密实过程中这些颗粒在外界施加力的作用下相互

运动达到一种随机紧密的填充状态. 事实上, 在自
然界和工程实践中, 粒子随机堆积行为主要存在两
种类别: 一是在未考虑任何力作用下的粒子静态堆
积行为, 二是在考虑粒子受到相应作用力下的粒子
随机动态堆积行为.

粒子随机静态堆积行为主要采用Monte Claro
(MC)随机抽样机理, 按照一定的次序在给定的时
间和空间区域内逐个分布粒子的空间位置, 一旦随
机分布成功, 粒子则被固定在相应的空间位置中.
粒子的随机静态堆积执行效率很高, 但堆积密度比
较低. 粒子随机静态堆积行为研究的历史比较悠
久, 早在 1978年, MacRitchie [89]总结了二维和三

维简单凸形粒子随机静态堆积模型的研究. 随着
计算机运算能力的不断提高, 近年来粒子随机静态
堆积模型从低维领域向高维领域发展 [90−92], 从单
分散系向多分散系粒子发展 [93,94], 从简单球形粒
子、复杂的凸形粒子、再至非凸形粒子发展 [27−33].
图 4展示了我们在各向异性多分散粒子随机静态
堆积模型方面所取得的研究进展, 包括椭球体的随
机有序堆积模型 (图 4 (a))、球柱体随机有序堆积模
型 (图 4 (b))、凸面体随机有序堆积模型 (图 4 (c))、
四维超六面体随机有序堆积模型 (图 4 (d))、非凸形
粒子随机静态堆积模型 (图 4 (e)). 这方面的研究发
展状况也可以参见Torquato和Stillinger [95]的综

述文章.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

图 4 带有周期性边界条件的多分散各向异性粒子随机静态堆积模型的可视化 (a) 多分散椭球体; (b)球柱体;
(c) 凸面体; (d)四维超六面体; (e)非凸形粒子
Fig. 4. Visualization for random static packing models of polydisperse anisotropic particles with periodic
boundary conditions: (a) Ellipsoids; (b) spherocylinders; (c) convex polyhedra; (d) 4-dimensional super-
cubes; (e) non-convex particles.

根据粒子间的作用机理, 粒子随机动态堆积
行为可以分为基于力学机理的动态堆积模拟和

基于物理机理 (不考虑粒子或粒子间的作用力)的
动态堆积模拟. 在力学机理下的粒子随机动态
堆积行为主要考虑粒子在自重、粒子间相互作用

力、外界施加的作用力等单一或耦合作用下发生

运动、碰撞、耗散、直至整个粒子系统能量达到

稳态. 该模式下最著名的粒子随机动态堆积方法
当属 1979 年Cundall和Strack [96]开发的离散元方

法 (discrete element method, DEM)用于模拟圆颗
粒动态堆积行为. DEM的核心策略是如何识别
粒子间的接触并计算该接触力, 在此基础上通过
经典牛顿第二运动定律计算粒子运动的速度和位

移, 更新粒子运动后的位置矢量, 获取粒子系统
在一定时域和空域内的运动状态. 经过近 35年的
发展, DEM已经在不同工程领域内得到了广泛应
用. 最近, Yu等 [97,98]以及Weerasekara等 [99]系统

地综述了DEM在化学工程及其矿物破碎工程中的
理论和应用发展状况. 另外, DEM也从最初的二维

圆盘堆积结构的模拟到目前形状复杂的粒子模型

的构建 [100−102], 而且作用力也从开始的线性形式
深化到非线性作用等 [97,103]. 图 5展示了我们利用
DEM模拟单分散椭圆的随机堆积行为, 且堆积密
度为0.87. 尽管如此, DEM的接触力理论发展比较
缓慢, 目前还主要沿用 20世纪 70 年代的Hertz接
触理论 [104], 而该理论严格意义上只适用于各向同
性的弹性体, 而对于那些各向异性粒子缺乏对应的
接触力理论, 关于接触力理论的讨论可以参见文献
[17]; 此外, DEM模拟粒子动态堆积效率和堆积密
度并不是很高, 因此很难进行大规模粒子组成的结
构统计分析. 需要指出的是, 尽管对DEM的研究
仍有许多基础问题等待学者们去认真解决, 但这并
不能掩盖DEM 已经成为研究颗粒材料的一个强有
力的工具.

一些学者借助分子动力学方法 (molecular dy-
namic, MD)模拟了球体、椭球等的随机动态堆积
行为 [105,106], 得到单分散椭球体紧密堆积结构且
堆积密度为 0.74 (目前最高的堆积密度). 有趣的
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是, Jaeger等 [42,107]最近通过MD方法探索粒子堆
积密度的反问题, 试图建立堆积密度与复杂形状粒
子的构造方式之间的联系. MD方法实施的关键在
于粒子间势函数的确立, 通过对势函数的换算来更
新粒子的速度和位移. 各向同性球体以及简单的
规则分子间的势函数已存在相应的经验和理论公

式, 但是形状复杂各向异性粒子间势函数的发展较
缓慢. 正如Torquato和 Jiao所述 [23], MD方法并
不一定适合于模拟凸面体的随机动态堆积行为是

由于获取凸面体间势函数的困难性和复杂性. 他
们在构造紧密网格的基础上提出了一种自适应收

缩单元动态机理 (adaptive shrinking cell, ASC)观
察柏拉图粒子和阿基米德粒子的随机动态堆积行

为 [23,108]. 随后, Jin等 [109]也将该算法沿用至超四

面体 (spherotetrahedron)随机动态堆积模拟.

图 5 DEM模拟周期边界条件下单分散椭圆随机紧密堆
积结构

Fig. 5. Random closed packing of monodisperse el-
lipses with periodic boundary conditions using DEM.

对于物理机理下粒子动态堆积模拟主要依靠

粒子间的物理几何关系产生粒子间的相对运动 (平
移和旋转), 当系统中粒子间的相对重叠率达到预
定的阈值时, 结构保持稳态. 相关的物理机理的动
态堆积方法包括松弛迭代法 (relaxation iteration,
RI) [110,111]、力学收缩法 (mechanical contraction,
MC) [112−116]、voronoi构造法 [47−50,117]等. RI方法
的基本思想是通过控制球体间的重叠率来产生球

体的相对平移运动, 同时有限区域结构产生相对
松弛的扩展, 当整个系统中球体间的相对重叠率
达到预定阈值时, 系统结构趋于稳定. 该方法的
优势在于纯物理运动操作简便而且能使球体达到

紧密堆积状态, 但目前RI方法仅被用于球体的随
机动态堆积. 图 6展示了我们利用RI方法模拟的

单分散球体随机紧密堆积结构. 紧接着, Philipse
等 [112,113]提出了MC方法模拟柱体和椭球体的随
机动态堆积行为. MC方法的本质是在RI方法的
基础上引入各向异性粒子的旋转自由度, 提高各向
异性粒子堆积密度. 最近, MC方法被一些学者进
一步地改进和提高球柱体的堆积密度并延伸至其

他凸形粒子的随机堆积模拟 [114−116]. 我们也尝试
利用MC方法模拟了单分散球柱体的随机动态堆
积行为, 如图 7所示.

图 6 利用RI方法模拟单分散球体随机紧密堆积
Fig. 6. Random packing of monodisperse spheres us-
ing RI.

图 7 利用MC方法模拟单分散球柱体随机动态堆积行为
Fig. 7. Random dynamic packing of monodisperse
spherocylinders using MC.

上述的粒子堆积方式都是针对离散粒子的操

作, 除此之外还有一种经典的堆积方式, 即voronoi
构造法, 其主要执行对象为连续粒子, 且粒子形
状以二维凸多边形和三维凸多面体为主 [47−50,117].
Voronoi构造法的基本思想为: 首先在已知的空间
中随机地或指定地产生一定数量的点Pi (又称之
为voronoi点), 这样对应于voronoi 点Pi的voronoi
单元可以被定义为由空间中满足一定条件的点
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集W组成, 并且该条件是要保证W中的点满足

到 voronoi点Pi 的最近, 即满足于WPi < WPj ,
∀i ̸= j; 实施的方法可以做两个相邻的voronoi点连
线的中垂线, 直到这些中垂线相交构成凸多边形或
凸多面体 (即voronoi单元). 此方法所构造出来的
凸多边形或凸多面体是连续相连达到紧密堆积状

态, 但粒子的尺寸和方向很难控制.
纵观上述这些粒子的随机堆积方式, 都是以

计算机模拟且主要围绕着单分散同类型凸形粒子

为出发点展开研究, 对颗粒材料中尺寸、形状和多
混合交织的各向异性特征的分析比较粗浅; 多分
散、形状混合、特别是非凸形粒子的随机堆积行为

的研究应是后续努力的方向. 值得一提的是, 最近
Baule等 [41]依靠平均场理论近似预测了轴对称凸

形粒子的随机堆积密度; 以及Kallus [118]利用摄动

分析方法理论计算了近似球形粒子的随机堆积密

度. 可以看到研究者已经开始关注从理论分析的角
度试图揭示非球形粒子随机堆积行为, 尽管上述两
篇文献只是初步理论预测了轴对称和近似球形凸

形粒子的随机堆积密度, 但这两篇开创性的理论工
作拉开了理论分析非球形粒子随机堆积行为的序

幕. 作者有理由相信理论分析复杂凸形粒子甚至非
凸形粒子的随机堆积行为将是未来粒子随机堆积

研究的热点问题.

3 界面和孔相微结构定量表征

唯象的试验研究已经证实作为弱形式 (低刚
度)的界面和孔隙广泛地存在于颗粒材料内部粒子
之间, 这些弱形式的界面和孔隙成为侵蚀性活性
介质在材料内部传输的主要 “通道” [55,56,119−121].
不同的界面和孔隙结构产生不同的传输路径和

传输速率, 而粒子间的界面和孔隙特征受制于颗
粒材料内部粒子的堆积形式. 虽然研究人员已经
通过各种微细观试验观察到材料内部的界面和

孔隙是一个复杂的网络结构分布在颗粒材料内

部 [55,56,121−123], 但是唯象的试验研究很难定量地
表征由于粒子间相互作用引起的界面和孔隙微结

构特征的演变. 在理论和数值研究中, 颗粒材料通
常作为复合介质在微观尺度上可以考虑是由硬化

颗粒介质堆积相、界面相、基体和孔相组成的多相

复合材料 [124], 对这些微观结构性能的理论和数值
研究可以定量地描述颗粒材料的传输行为在微观

结构下的演化机理, 同时也为实现对颗粒材料宏观
劣化过程的理解、把握和预测起到桥梁作用. 目前,
关于界面和孔隙结构定量表征的研究已取得了丰

富的研究成果, 以下针对影响颗粒材料传输行为关
键的几个界面和孔隙微结构性能包括界面厚度、界

面体积分数、界面渗流、孔隙率分布和孔隙渗流等

做简要评述.

3.1 界面厚度和孔隙率分布

孔隙率分布与界面厚度是相互对应的, 通过孔
隙率分布曲线确定粒子周围的界面厚度是研究人

员常用的技术策略. 而获取孔隙率分布的前提是
必须要建立颗粒材料内部的硬化粒子随机堆积结

构, 然后通过截面分析或图像分析等方法提取硬化
颗粒表面周围的孔隙率分布特征. 对各向同性粒
子堆积结构的孔隙率分布和界面厚度的研究已经

得到了广泛的关注, 早期不同的研究学者通过球形
颗粒的随机静态堆积行为结合背散射图像分析或

截面分析方法评估了球形粒子周围的孔隙率分布,
并得到不同的界面厚度: 30—50 µm [125], 15—20
µm即粒子的平均粒径 [126], 10—30 µm即粒子的
中值粒径 [127], 20—56 µm即粒子的最大粒径 [128]

等. 此外, 还有一些利用图像分析与实验相结合的
半定量方法来表征界面厚度. 例如, Labri [129]采用

X-ray CT断层扫描分析界面厚度约为40 µm; Min-
dess [130]通过电子显微镜 (SEM) 和XRD 方法研究
发现界面厚度约为 40—50 µm, 以及Chen等 [131]

对水化硅酸三钙 (C3S)表面氢氧化钙 (CH) 取向性
和钙硅比 (Ca/Si)沿着界面分布的结果得到界面厚
度约为100—200 µm等. 可以看到这些研究成果丰
富了人们对颗粒材料内部孔隙率分布和界面厚度

的认识, 可是对于各向同性粒子周围的孔隙率分布
和界面厚度的研究结果差异性较大. 近几年, 我们
研究团队相继开展了关于形状和尺寸各向异性粒

子包括椭球、凸面体周围孔隙率分布和界面厚度的

研究 [15,93,94,132], 通过构建单分散和多分散非球形
粒子的随机静态堆积模型定量分析了颗粒材料的

固相体积分数 (即孔隙率= 1−固相体积分数)、比
表面积、粒子间的平均间距 (平均自由程)的分布,
发现粒子的形状和尺寸分布对孔隙率分布的影响

不是很显著, 而且界面厚度近似为最大等效粒径的
一半. 可以看出, 上述的孔隙率分布和界面厚度的
理论和数值研究都是以粒子静态堆积结构的统计
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分析为前提, 正如前述, 粒子的随机静态堆积行为
产生的粒子堆积密度较低, 而一般的颗粒材料通常
具有大体积比的内部粒子组成结构. 鉴于颗粒材料
中粒子组成的高体积含量的特点, 对颗粒材料组成
结构的合理模拟是对于分析孔隙率分布和界面厚

度尤为重要. Stroven等 [133]和Yu等 [134]已经开展

了利用球形颗粒的DEM结合截面分析方法观察孔
隙率分布. 但是关于大体积比的各向异性颗粒材料
内部孔隙率分布和界面厚度研究的相关文献甚少,
因此建议有针对性地模拟大体积比各向异性颗粒

材料组成结构并开展孔隙率分布和界面厚度的研

究, 特别是基于各向异性粒子随机动态堆积行为的
复杂凸形粒子、非凸形粒子周围孔隙率分布和界面

厚度的数值和理论研究工作.

3.2 界面体积分数

在复合材料的微细观力学研究中, 各种理论预
测机理 (见下述的材料扩散建模)都已经证实了材
料的有效传输和力学性能 (作为材料均质化宏观响
应的平均值)依赖于材料组成各相的体积分数和性
能. 对于含有界面相的颗粒增强复合材料而言, 界
面的体积分数作为关键的界面性能对颗粒增强复

合材料的有效传输性能具有至关重要的影响. 大量
的试验研究已经发现, 在颗粒随机堆积过程中, 由
于粒子间相互作用通常会在颗粒表面周围形成一

个相对高孔隙的界面区域 [55,56,121−123,125−130], 而
且在大体积比的颗粒材料内部, 相邻的颗粒表面周
围界面区域通常会产生重叠现象, 如图 8所示, 如
此的交叠区域所占整个材料组成相的体积含量 (即
界面体积分数)很难利用常规的实验技术确定.

近 20年来, 研究人员一直试图通过理论或
数值方法来提取颗粒材料内部的界面体积分

数. 在理论研究方面, 最具代表性的工作是Lu
和Torquato [135]基于复合材料的统计几何理论提

出了球形粒子最邻近表面分布函数, 该函数建立了
硬化球形粒子表面周围等厚度外壳 (注意: 该壳层
既可以是软壳层也可以是硬壳层)体积分数的解析
形式. Garboczi和Bentz [136]将最邻近表面分布函

数引入颗粒材料中并借助hard core/soft shell模型
得到了多分散系球形粒子表面周围界面体积分数

的理论近似模型. 在该模型中, 硬化球形颗粒作为
hard core随机静态堆积在基体之中, 而且每个硬化

粒子表面涂层一个等厚度的界面层作为 soft shell,
界面厚度的取值依赖于上一节的数值和理论分析,
而且 soft shell之间以及 soft shell与hard core之间
可以相互重叠构成颗粒材料内部界面网络结构, 这
就是著名的hard core/soft shell模型 [137],如图 9所
述. 但是该近似解只适用于各向同性球形粒子周围
的界面体积分数. 在优化最邻近表面分布函数的基
础上, 我们进一步地利用hard core/soft shell模型
获取了多分散系的椭球 [138]、凸面体 [139,140]以及球

柱体 [71]周围界面体积分数的理论近似解, 结果揭
示了这些粒子的几何特征对界面体积分数的作用

机理. 我们最近给出了单分散任意凸形粒子周围界
面体积分的广义理论模型, 如 (10)式所示 [141].

Vsi = (1− Vp)

{
1− exp

[
−6Vpλ

3

1− Vp

(
1

spλ2

+
1

λ

(
2 +

3Vp
sp2 (1− Vp)

)
+

4

3

+
4Vp

sp (1− Vp)

)]}
, (10)

式中, Vsi和Vp分别为界面和粒子的体积分数; λ称
之为几何尺寸因子, 其值等于界面厚度 t与粒子等

效直径Deq的比值 (λ = t/Deq); sp为球形度用来

统一描述任意凸形粒子的几何形状; 详细的描述可
以参见文献 [141]. 该模型的提出统一了以往分析
界面体积分数的离散性, 避免每针对一种凸形粒子
进行一次统计分析和研究的繁琐工作. 但是该广义
理论机理是建立在凸形粒子基础上的分析, 它是否
能延拓并适用于非凸形粒子还不知晓.

50 mm

图 8 水泥基复合材料背散射电镜图片, 图中灰色二维粒
子为集料, 在其周围黄色轮廓曲线标注为界面区域 [56]

Fig. 8. Backscattered electron (BSE) image of ce-
mentitious composite materials, in which interfacial
regions invariably locate in the vicinity of gray aggre-
gates roughly marked by yellow curve [56].
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图 9 由球形粒子和界面组成的 hard core/soft shell模
型示意图, 图中淡蓝色圆为颗粒且淡紫色外壳为界面
Fig. 9. Schematic view of hard core/soft shell model
composed of spherical particles and interfaces, where
light blue circles and orchid shells represent hard par-
ticles and soft interfaces, respectively.

在数值研究方面, 学者们通常在构建hard
core/soft shell 模型的基础上通过一点概率函数
评估粒子周围的界面体积分数, 并且取得了一些研
究成果, 如: 各向同性粒子周围界面体积分数的数
值研究结果证实了界面体积分数的理论近似解的

可靠性 [136]; 对扁长形椭球体周围界面体积分数的
数值评估暗示了粒子的形状各向异性特征能够降

低界面的体积分数相对于各向同性粒子 [142]; 而一
些学者对带有广义长径比的椭球粒子周围界面体

积分数的数值研究却发现球形粒子周围界面体积

分数最小 [138,143], 而且相似的发现也出现在凸面体
周围界面体积分数的数值研究中, 即粒子形状的各
向异性特征能够增大界面体积分数 [140]. 但是, 最
近我们分别对单分散和多分散球柱体周围界面体

积分数的理论和数值研究发现, 当球柱体的长径
比为 0 (即退化为球体)时, 界面体积分数达到最大
值 [71], 这意味着对于球柱体而言, 球体过高估计了
界面体积分数, 该结果却与我们前期对椭球体和

凸面体的研究结果相悖. 需要指出的是, 以上这些
不管是理论研究还是数值研究工作主要是围绕着

凸形粒子的随机静态堆积结构展开, 而且这些数
值结果都已经证实粒子的各向异性特征对界面体

积分数具有重要的影响. 但是可以发现各向异性
粒子形状效应的结果却似乎大相径庭. 究其原因,
我们认为一方面在于构建复杂凸形粒子系统hard
core/soft shell 模型的精度目前存在缺陷, 另一方
面在于凸形粒子的几何形状的表征存在差异性和

未能真正地理论解析复杂凸形粒子的最邻近表面

分布函数. 因此, 对于复杂凸形粒子周围界面体积
分数的理论和数值研究是学者们进一步需要解决

的问题. 而且关于非凸形粒子周围界面体积分数以
及粒子随机堆积方式演变下的界面体积分数差异

性的研究迄今也尚未见诸文献.

3.3 软化粒子连续渗流

渗流 (percolation)行为是一种常见的物理过
程, 广泛地存在于材料、化学、生物、信息以及
工程应用中, 它的存在对复合材料和多孔介质的
传输和力学性能、岩石层的分形过程、疾病的传

播、火灾的蔓延、金属中的导体 -绝缘体转变、玻
璃相变等具有至关重要的影响. 自 1957年数学家
Broadent和Hammersley [144]研究流体在无序多孔

介质中流动时首次提出渗流概念以来, 经过半个
多世纪的发展, 渗流行为按照渗流对象可以分为
离散/网格渗流 (discrete/lattice percolation)和连
续渗流 (continuum percolation). 网格渗流又包括
键渗流 (bond percolation)和点渗流 (site percola-
tion), 如图 10所示. 在一个网格单元中, 键渗流过

(a) (b) 

图 10 网格渗流的两种类型 (a)键渗流; (b)点渗流

Fig. 10. Two types of lattice percolation: (a) Bond percolation; (b) site percolation.
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程就是通常所谓的流体在相互联通的网格通道中

的流动,如图 10 (a)所示;点渗流过程就是流体在相
互联通网格通道之间交叉点处的流动, 如图 10 (b)
所示. 最近, Ziff等 [145] 回顾并展望了网格渗流近

50 年的发展历程和面临的挑战. 尽管如此, 网格
渗流却不能反映介质的各向异性特征包括形状、尺

寸、分布等对渗流行为的影响.
连续渗流与网格渗流相比, 它具有两个显著特

征: 1)联通簇中的单元体并不局限于固定网格中的
点或键, 它们可以被任意地放置在体系中, 而且单
元体之间抑或不重叠抑或相互重叠, 也就是所谓的
hard particle或 soft particle; 2)可以反映单元体的
各向异性特征 [146−148]. 因此连续渗流能较真实地
反映实际的非均匀介质渗流现象. 事实上, 可以认
为网格渗流模型是连续渗流模型中一种特殊情况.
正如前述, 通过试验测试和高分辨率图像处理方法
已经观测到在颗粒材料中的孔相和界面是一个随

机的复杂体系, 对孔隙和界面渗流行为的研究是一
项非常艰巨的任务. 在理论和模型化研究中, 界面
相和孔相通常可以当作为非均匀离散介质, 其中每
个界面和孔被离散为软化壳 (soft shell)或软化粒
子 (soft particle), 利用这些软化粒子的随机堆积行
为重构弱形式的界面和孔隙离散介质体系. 这样,
孔隙介质的各向异性特征关于渗流行为的影响能

够很好地转化为对各向异性软化粒子连续渗流行

为的研究.

φφc

T
r
a
n
s
p
o
r
t
 p

r
o
p
e
r
t
ic

s

图 11 颗粒材料的传输性能在渗流阈值附近非线性变化

示意图

Fig. 11. Schematic of nonlinear change in the trans-
port properties of granular materials near the perco-
lation threshold φc.

不管是对网格渗流还是对连续渗流的研究, 获
取体系的渗流阈值才是研究渗流的关键所在, 因为
它直接影响着材料结构的物理性能, 例如, 材料内
部结构传输行为与孔隙渗流阈值之间是通常满足

以下指数法则 [149−151]:

Transport Properties ∝ |ϕ− ϕc|±e
, (11)

式中, ϕ为孔隙率, ϕc为孔隙发生渗流时的临界

体积分数 (即为渗流阈值), e 为相关长度指数.
图 11显示了材料的传输性能在渗流阈值附近的
非线性变化. 可以发现, 当界面或孔相结构达到渗
流阈值的临界状态时, 材料结构的传输性能会发生
突变, 渗流阈值作为渗流行为的关键性能已经受到
广泛的关注.

目前研究渗流阈值的技术策略主要包括理论

和数值模拟方法. 数学上, 连续渗流行为可以通过
著名的Ornstein-Zemike (OZ)方程表示 [148], 换句
话说, OZ方程表征了两个软化粒子在空间向量r1

和r2中的整个相关关系, 例如, 在空间向量r1中的

粒子直接影响着在空间向量r2中的粒子, 这是一
个短尺度相关关系并且能够使用一种类型的相关

函数D2(r) 表示这种短尺度的相关关系; 另外, 在
空间向量r1中的粒子首先直接影响着在空间向量

r3中的粒子, 然后再通过空间向量r3中的粒子间

接地影响空间向量r2中的粒子, 对于这种间接影
响机理一般需要通过对所有可能性的r3进行加权

的方式获取在空间向量r1和r2中的两个粒子间的

相关关系. 基于此, Coniglio等 [152]利用OZ方程定
义了一个双连通函数P2(r):

P2(r) = D2(r) +NV D2(r)⊗ P2(r), (12)

式中, D2(r)是直接连通函数, NV 为体系内的粒子

数量密度, ⊗表示的是卷积积分, 即

D2(r)⊗ P2(r) =

∫
D2(r)P2(r)dr. (13)

两个函数卷积积分的傅里叶变换等于每个函

数傅里叶变换的乘积. 这样, (12)式两边同时实施
傅里叶变换, 得:

P̃2(w) = D̃2(w) + nD̃2(w)P̃2(w)

=
D̃2(w)

1−NV D̃2(w)
. (14)

另一方面, 平均簇尺寸S与双连通函数P2(r)之间

关系可以表达为

S = 1 +NV

∫
P2(r)dr. (15)

根据傅里叶变换, (15)式又可以延伸为

S = 1 +NV P̃2(0) =
[
1−NV D̃2(0)

]−1

. (16)
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这样, 根据在渗流阈值附近平均簇簇尺寸S的发散

性, (16)式即可近似得到以粒子临界数量密度定义
的体系中渗流阈值nc:

nc =
[
D̃2(0)

]−1

=

[∫
D2 (r) dr

]−1

. (17)

临界数量密度nc与临界体积分数ϕc之间满

足 [153−155]:

φc =

1− exp (−nc ⟨V ⟩) soft particles,

nc ⟨V ⟩ , hard particles .

(18)

以上即是通过数学近似计算法获取连续渗流

模型中的渗流阈值的基本公式. 但是利用数学近
似计算法观察连续渗流模型中的渗流阈值目前仅

仅局限于球形软化粒子 [152]、二维椭圆形软化粒

子 [155]、以及二维硬化柱状体系 [156]. 其原因在于还
无法从数学的角度得到其他几何形状粒子间的直

接连通函数D2(r).
相对于复杂的数学近似计算方法, Monte

Carlo数值模拟已经被证实是一种更加有效的获
取各向异性软化粒子渗流阈值的工具, 特别是针对
三维各向异性软化粒子体系结构. Monte Carlo数
值模拟的本质是借助计算机模拟技术数值仿真随

机体系结构, 通过统计分析获取随机体系结构内的
渗流阈值. 对于二维软化粒子的连续渗流行为研
究, 目前主要集中于二维圆盘、正方形、不同长径比
的椭圆软化粒子, 表 2列出了这些软化粒子渗流阈
值的数值结果.

表 2 二维软化粒子的渗流阈值

Table 2. Percolation threshold of two-dimensional soft
particles.

Literature Soft particles
Percolation
threshold

[157] circles 0.676339

[158] circles, squares
0.676348,
0.625540

[159] squares 0.67

[160] squares 0.6254

[161] ellipses with κ = 2 0.63

[155]
ellipses with
κ = 5, 10, 20

0.455, 0.301, 0.178

对于三维软化粒子的渗流行为的研究, 目前主
要以球 [162,163]、椭球 [154,164]、块体 [160,165]、柱状软

化粒子等 [149,166−168]为研究对象. 此外, 还有一些

将裂纹模拟为二维的软化粒子用以观察裂纹网络

的渗流行为 [169−171], 很少考虑复杂的各向异性软
化粒子的连续渗流行为.

对界面连续渗流行为的研究, 早期学者在hard
core/soft shell模型基础上借助 “燃烧算法”观察了
多粒径的球形硬化粒子表面周围界面的连续渗流

特征 [172]. 后来, 也有学者进一步评估了球形粒子
的几何特征对界面渗流行为的影响以及该渗流特

征对材料有效传输性能的响应机理 [173]. 然而关于
非球形粒子表面周围的界面连续渗流行为的研究

却寥寥无几. 在物理学领域中, 研究人员在硬化椭
球体表面周围加一层非常薄的软壳 (其本质为软界
面)研究了硬化椭球体的连续渗流行为 [174,175]; 而
且相似的研究最近也被应用于硬化柱体连续渗流

行为 [176], 但遗憾的是, 他们的研究并不关注于软
壳层即界面的作用而是侧重于硬化粒子的渗流行

为. 目前, 对于复杂各向异性粒子表面周围界面连
续渗流行为的研究非常少, 究其原因, 我们认为该
数值研究主要受到两个方面因素的制约: 一是构
造复杂各向异性粒子hard core/soft shell结构的困
难; 二是精确高效地识别hard core/soft shell结构
渗流簇的限制. 值得强调的是, 第一个因素不仅对
复杂各向异性粒子表面周围界面渗流行为的研究

是非常关键的, 而且也是建立三相颗粒材料结构单
元的关键. 因此, 在未来的研究中, 该领域应当是
相关研究人员重点突破的方向.

4 颗粒多相材料传输性能建模

颗粒材料的传输行为包括热传导、电传导、磁

传导、介电和扩散行为等, 人类对这些传输行为的
研究已经有相当长的历史. 从数学角度上, 尽管这
些传输性能本质上代表了不同的物理行为, 但是它
们拥有相似的特征和适用表达式. 本文以扩散行为
作为分析和评述对象, 需要指出的是, 以下对扩散
行为分析和研究的方法同样可以为其他相关传输

性能的研究提供借鉴. 颗粒材料的扩散行为通常分
为两类: 有效扩散行为和反常扩散行为. 以下对这
两类扩散行为做简要评述.

4.1 有效扩散行为

1855年, 生理学家菲克在研究气体的扩散时
发现了后来以他的名字命名的Fick扩散定律 [177].
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Fick定律认为单位时间内通过垂直于扩散方向
的单位截面积上的扩散物质流量 (即扩散通量J)
与该截面处的浓度梯度成正比, 一维情况下可以
表述为

J = −Deff
dς
dx, (19)

式中, Deff为有效扩散系数, ς为扩散物质的体积浓
度, dς/dx表示浓度梯度, 负号表示物质扩散方向
与浓度梯度的方向相反, 即扩散物质由高浓度区域
向低浓度区域扩散. (19)式说明物质扩散的驱动力
取决于浓度梯度的大小. 根据扩散通量是否随时间
发生变化, 扩散过程又可以分为稳态扩散和非稳态
扩散两种. 稳态过程中任一点的浓度不随时间变
化, 可以直接用 (19)式来描述, 通常称之为Fick第
一定律. 若扩散过程中扩散物质浓度在颗粒材料
中是位置和时间的函数, 假定颗粒材料为均质各向
同性介质, 而且扩散物质不与任何物质发生化学反
应, 扩散系数恒定, 这样的非稳态扩散行为, 通常采
用Fick 第二定律描述:

∂ς

∂t
=

∂

∂x

(
Deff

dς
dx

)
. (20)

当Deff为常数时, (20)式可以简化为
∂ς

∂t
= Deff

d2ς

dx2
. (21)

从 20世纪 70年代以来, Fick定律已经在工程
领域中得到了广泛的应用, 而且也相继出现了大量
的改进与修正模型, 这方面的总结工作可以参见文
献 [178]. 但是这些模型大多是建立在各向同性且
均匀介质的基础上, 很少涉及材料的各向异性特征
和材料内部微结构的作用.

颗粒材料是典型的多相复合介质, 它的有效扩
散行为同样拥有复合介质有效行为的特性: 1)均质
性, 即有效扩散系数是宏观扩散行为的均值平均化
响应; 2)物理性, 即有效扩散系数是纯物理性能, 不
考虑各相内部的化学反应; 3)不变性, 即有效扩散
系数不考虑各相之间相互转化所引起的变化. 目
前, 国际上基于非均质各向异性材料微结构信息的
有效扩散行为研究包含理论预测方法和数值模拟

方法.
理论预测方法主要依靠复合材料微细观力

学理论, 建立非均质各向异性颗粒材料的微观
结构性能与表征颗粒材料扩散行为的有效扩散

系数之间联系, 通过复合材料理论公式预测含

有微结构信息的有效扩散系数, 颗粒材料的有
效扩散行为是多相复合材料有效性能研究的一

个特例. 对于由简单的球形颗粒与基体组成的
两相复合材料有效性能的研究已有 100多年的历
史, 最早可以追溯到 1873年Maxwell研究复合材
料的有效电导率和磁导率 [179]. 在这 100多年的
发展历程中, 相继出现了很多著名的理论预测模
型用于分析如此两相复合结构的有效扩散系数,
如: 串联模型、并联模型以及混联模型 [180] (如
(22)式所示), Hashin-Shtrikman bounds [181] (如
(23)式所示), Mori-Tanaka模型 [182] (如 (24)式所
示), 自洽机理 [183]和广义自洽机理 [184] (如 (25)
式所示), Maxwell-Wagner模型 [185] (如 (26)式所
示), Maxwell-Garnett模型 [186] (如 (27)式所示),
Archie-type指数法则 [187] (如 (28)式所示), 非线
性近似机理 [188] (如 (29)式所示), 微分有效介质
近似机理 [189] (如 (30)式所示), 相关函数近似机
理 [190]等.

1)并联模型和串联模型:

Deff =


DmDp

(1− Vp)Dp + VpDm
, 并联模型,

Dm (1− Vp) +DpVp, 串联模型.

(22)

2) Hashin-Shtrikman bounds:

Deff =



Dp +
1− Vp
1

Dm −Dp
+

Vp
3Dp

, 上限,

Dm +
Vp

1

Dp −Dm
+

1− Vp
3Dm

, 下限.

(23)

3) Mori-Tanaka机理:

Deff = Dm +
3Vp (Dp −Dm)Dm

3Dm + (1− Vp) (Dp −Dm)
. (24)

4)自洽机理:

Vm

[
Dm −Deff
Dm + 2Deff

]
+ Vp

[
Dp −Deff
Dp + 2Deff

]
= 0. (25)

5) Maxewell-Wagner模型:

Deff =
Dm [2Dm +Dp − 2Vp (Dm −Dp)]

[2Dm +Dp + Vp (Dm −Dp)]
. (26)

6) Maxwell-Garnett模型:
Deff −Dm
Deff + 2Dm

= Vp

[
Dp −Dm
Dp + 2Dm

]
. (27)
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7) Archie-type指数法则:

Deff = Dm (1− Vp)
3/2

. (28)

8)非线性近似机理:

Deff = Dm exp
(
− 1.5Vp
1− Vp

)
. (29)

9)微分有效介质:

(Deff −Dp)

(Dm −Dp)

(
Deff
Dm

)−1/3

= 1− Vp. (30)

式中, Deff是颗粒材料的有效扩散系数, Dm和Dp

分别为基体和粒子的扩散系数, Vm和Vp分别为基

体和粒子的体积分数. 可以看到以上这些模型所引
入的材料微观结构参数非常有限, 仅以硬化球形颗
粒和基体的体积分数为主.

对于考虑界面的三相复合材料, 最早可能要追
溯到 1956年, Kerner [191]通过球形颗粒、界面和基

体组成的三相模型研究了复合材料的有效物理性

能. 1979年, Christensen和Lo [124]利用广义自洽

机理系统地观察了由硬化球体颗粒、硬化界面层和

基体组成的三相复合材料有效传输性能. 该两项
工作正式拉开了后续研究者对三相复合材料有效

性能分析的序幕. 尽管如此, 在他们的研究中, 球
形颗粒周围的界面仅仅被考虑作为硬化涂层, 未
涉及界面微结构信息. 在以上两相复合结构有效
性能模型的基础上, 其他研究者也进行不断地改
进, 并提出相应的考虑硬化界面层存在的三相复
合结构有效传输性能模型, 相关的研究进展可以
参见Wang 和Pan [192]和Fu等 [120]的综述文章, 以
及Milton [193]和Torquato [147]的书籍. 纵观这些改
进的三相复合有效介质模型, 它们的出发点主要
以考虑界面物理模型为主, 很少涉及界面微结构
信息, 特别是柔性界面微结构性能. 例如, 在这些
三相复合有效介质模型中通常将界面模型假定为

线弹性模型 (the linear-spring model) [194]、界面应

力模型 (interface stress model) [195]、界面功能梯度

模型 (the functionally graded interface model) [196]

和中间相模型 (interphase model) [136]. 前两个物
理模型认为界面作为零体积非完美地嵌入在材料

中, 因此, 对于线弹性模型和界面应力模型而言,
三相复合结构本质上仅为两相材料. Duan等 [197]

已经深入地阐述了这些界面模型的物理特性. 第
三种界面物理模型指定球形颗粒周围界面物理性

能随着界面厚度满足一定的分布规律 (如: 指数

分布法则), 而且界面厚度的因素被完全考虑 [196].
中间相模型考虑了占有一定体积比的界面相完美

地嵌入在材料中, 作为硬化界面区域, 一些学者
分别通过修正Mori-Tanaka和Christensen-Lo方法
研究了含有球形颗粒周围界面层三相复合材料的

有效性能 [198−200], 其中考察了界面厚度的影响.
此外, 作为柔性界面区域, Garboczi等 [127,136]以及

Dridi [201] 分别利用微分有效介质和广义有效介质

理论观察了含有柔性界面层的三相复合结构有效

扩散系数, 并探讨了球形集料周围界面厚度和界面
体积分数对材料扩散行为的作用机理. 可以看到这
些界面微结构特征对材料有效性能作用机理的研

究基本多以球形集料为基础构建的三相复合结构.
值得一提的是, 我们最近以经典的Eshelby等效夹
杂方法为基础搭建了单分散和多分散系椭球形颗

粒周围柔性界面微观结构与颗粒增强复合材料有

效传输和弹性性能的关联机理模型, 重点分析了非
均质椭球颗粒周围柔性界面体积分数和厚度影响

机理, 如图 12所示 [202,203].
从图 12 (a)中可以清楚地看到, 当界面厚度逐

渐增大时柔性界面体积分数在不断地变大, 这意味
着随着界面厚度的增加柔性界面区域将发生剧烈

的交叉重叠并且逐渐占据更多的基体区域, 当界面
厚度增长到一定的阈值时, 柔性界面相会形成渗
流, 对应于图 12 (a)中曲线水平稳定状态; 而产生
的界面渗流 “通道”将显著地改变活性介质在材料
内部的传输速率和路径. 但遗憾的是, 直至目前为
止, 界面渗流特性以及在如此特性驱动下颗粒增强
复合材料有效传输性能的演变机理的研究还未引

起学者们足够的重视, 这将是我们及相关研究学者
在不久的将来需要重点关注的领域. 此外, 由于经
典的Eshelby等效夹杂方法和复合材料力学理论模
型都是以简单的球形颗粒和椭球形颗粒为基础的

分析, 这些理论模型是否可以延伸并适用于复杂凸
形乃至非凸形颗粒组成的复合材料结构有待进一

步的探索.
数值模拟方法是以材料复杂的微观结构信息

为基础结合一定的算法来预测材料有效扩散系数

的方法, 现已成为一个热门的研究领域. 与理论预
测模型相比, 数值模拟方法虽然计算时间长, 但能
够引入的微观结构信息多, 适用于具有复杂结构的
颗粒材料体系. 特别是对于当前理论预测方法未能
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图 12 (a)界面厚度 t关于柔性界面体积分数 Vsi的影响; (b) 界面厚度 t和界面体积分数 Vsi关于颗粒增强复合材料有效弹

性模量的影响 [203]

Fig. 12. (a) The interfacial volume fraction Vsi versus the interfacial thickness t and (b) the effective elastic modulus
E e versus the interfacial thickness t and the interfacial volume fraction Vsi [203].

解决的含有复杂各向异性粒子的颗粒材料有效扩

散行为的研究, 数值模拟方法具有鲜明的优势. 随
着计算机性能的不断地提高, 数值模拟技术得到了
长足的发展, 出现了很多优秀的数值模拟方法: 有
限元法 [204]、有限差分法 [205]、离散元法 [206]、格构

模型 [207]、随机游走算法 (图 13所示)等. 这些数值
方法都是在重构颗粒材料微结构的基础上进行数

值计算和物理统计, 针对特定的结构, 不同数值算
法有其独特的优势, 同时也存在各自的缺陷. 但不
管怎样, 只有对颗粒材料微结构理解的深入, 才能
提高不同数值算法对颗粒材料有效扩散行为模拟

的精度.

图 13 利用随机游走方法模拟含有球形粒子的颗粒两相

复合材料有效扩散系数, 图中带颜色的曲线为不同随机行
走者的行走路径

Fig. 13. Numerical simulation for diffusivity of two-
phase granular composites of spherical particles using
random walks, in which color curves are paths of dif-
ferent random walkers.

纵观这些理论和数值预测模型在颗粒材料有

效传输性能中的研究发现, 它们本质上的差异在于
对颗粒材料微观结构的认识, 即在不同的理论和数
值模型中所引入的微观结构信息有所区别. 当对颗
粒材料微观结构的认识提高以后, 理论和数值模型
的发展和完善也就向前迈进了一步, 可以说颗粒材
料有效扩散行为理论和数值预测模型的发展是建

立在对颗粒材料微观结构认识的基础上, 而微观结
构的认识离不开对材料组成的深入分析.

4.2 反常扩散行为

由于在微观尺度上颗粒材料的各向异性和非

均匀性是固有属性, 描述有效扩散的Fick定律成立
的均匀介质假设从根本上是不成立的, 而且上述的
有效扩散行为无法反映材料内部扩散的历史依赖

性和非局域性特征, 这时则需要运用反常扩散的相
关理论来分析. 本质上, 颗粒材料中的反常扩散是
由于材料结构的非均匀性或流场的复杂性造成的,
除此之外化学反应和生物活性的影响也能够使得

扩散过程具有反常扩散特征 [208]. 反常扩散现象广
泛存在, 并已被越来越多的室内和野外观测实验证
实, 例如地下水溶质迁移、核废料扩散、烂尾矿渗
漏、混凝土腐蚀、泥沙紊动扩散 [209]等.

通常, 不符合Fick扩散定律的扩散过程都可
以称为反常扩散. 从统计力学上来讲, 多数反常扩
散可以通过粒子位移的二阶矩与时间的关系来刻

画 ⟨r2(tt)⟩ = 2Daett
α, 当α = 1表示正常扩散; 当

α > 1表示超扩散; 当α < 1表示次扩散. 反常扩散
过程通常表现出尺度依赖性、历史依赖性、非局域
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性、非高斯分布和拖尾特征, 因此其数学物理描述
是一个难点问题. 当前反常扩散过程的描述方法有
很多种, 包括分数阶导数扩散方程模型、连续时间
随机行走模型、多速率质量迁移模型 [210,211]等. 分
数阶导数扩散模型主要利用分数阶导数项来描述

反常扩散过程具有的历史依赖性和非局域性特征,
如溶质浓度的时间分数阶导数可表述为

∂αu(tt)

∂ttα
=

1

Γ (n− α)

∫ tt

0

u(n)(τ)

(tt− τ)α+1−n
dτ,

n− 1 < α 6 n. (31)

颗粒材料中粒子扩散过程的记忆性通过卷积积分

算子来表示, 其中阶数α表征记忆性的强弱. 分数
阶导数扩散模型中, 时间分数阶导数越小代表粒子
运动的记忆性越强.

分数阶导数扩散方程模型可以通过分数阶

Fick定律推导得到. 从粒子随机运动的角度来看,
Fick 定律假设在单位时间步长∆t内, 粒子只向左
右相邻的位置跳跃∆x. 但大量的实验观测表明非
均匀介质中粒子有一定的概率跳跃到更远的位置,
虽然这种概率要小于跳跃到相邻位置的概率 [212].
因此颗粒材料的反常扩散过程具有明显的非局域

性特征, 而分数阶导数恰好可以表示这种跳跃的
非局域性. 借助分数阶导数, Fick第一定律可以
改写为

J(x, tt) = −k∇γu(x, tt), 0 < γ 6 1. (32)

如果考虑粒子随机运动的历史记忆性, 则Fick第一
定律可以进一步改写为

J(x, tt) =
∂1−α

∂tt1−α
(−k∇γu(x, tt)),

0 < α, γ 6 1. (33)

由上述分数阶导数Fick第一定律可以得到分数阶
导数扩散方程模型如下:

∂αu(x, tt)

∂ttα
= k

∂1+γu(x, tt)

∂x1+γ
,

0 < α, γ 6 1. (34)

点源条件下, 扩散过程的位移二阶矩可表述为⟨
x2(tt)

⟩
∝ tt2α/(1+γ), 0 < α, γ 6 1. (35)

由此可以进一步分析扩散过程的特征和规律.
当前, 分数阶导数扩散模型是反常扩散研究的

一个热点课题, 相关的学术论文数量急剧增加. 近
年来, 为了描述更为复杂的反常扩散过程, 分数阶

导数扩散模型的扩展形式逐渐引起了研究人员的

兴趣. 例如, 已有研究一般假设介质结构是刚性的,
但是实际上随着含水率和溶质浓度等因素的变化,
介质的孔隙结构也随时间产生变化, 从而引起扩散
行为的变化. 为了描述此类扩散行为, 研究人员提
出了变导数分数阶扩散方程模型和分布阶扩散方

程模型, 变导数模型通过分数阶求导阶数的变化来
描述扩散行为随时间或空间的演化 [213,214]; 而分
布阶模型通过多个时间或空间尺度的扩散特征耦

合来描述扩散行为的演化 [215,216]. 分数阶导数扩
散模型中, 由于分数阶导数项的引入使得模型的数
值计算量非常大, 因此模型的数值算法开发和快速
算法研究越来越受到重视. 同时, 针对反常扩散的
多尺度特征并简化分数阶导数模型的计算量, 研究
人员也提出了分形导数 (有时也称为局部分数阶导
数)的概念, 既能够描述某些扩散过程的尺度依赖
特征也便于工程应用 [217,218]. 分数阶导数扩散模
型中参数的确定也是当前研究的热点内容, 分数阶
导数与介质结构之间的定量关系和率定方法是其

中的关键课题 [219]. 如何刻画和建立分数阶反常扩
散模型中指数α与材料微结构的非均质性特征之

间定量联系将是反常扩散模型今后研究的重点问

题, 对该问题的探索能更好地理解分数阶反常扩散
模型的物理意义, 并恰当地解决实际工程问题 [220].

5 结论及展望

综上, 迄今有关颗粒材料传输行为建模的研
究, 国内外已有长足的进展, 逐渐突破了传统的本
构理论和宏观研究思想方法的束缚, 从早期的视颗
粒材料为连续介质的研究, 发展为按离散介质考
虑; 从各向同性均匀化理论模型发展到视颗粒材料
为多相非均匀各向异性离散介质. 最近 20年, 离散
介质力学正在或即将成为力学最为活跃的前沿方

向之一. 本文的研究思路正是从离散介质力学的
角度探析颗粒材料组成结构、微结构、传输性能之

间的关联机理, 为相关研究人员的后续研究提供参
考. 鉴于此, 本文简要地回顾了颗粒材料组成结构
的三个方面内容: 复杂几何颗粒构造、非球形粒子
接触判断、粒子随机堆积的研究进展状况; 分析了
界面厚度和孔隙率分布、界面体积分数、界面和孔

隙连续渗流等颗粒材料微结构信息的理论和数值

研究特点; 以及阐述了颗粒材料有效扩散和反常扩
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散行为的研究发展动态. 现有的颗粒材料微细观
力学研究, 丰富和提升了对该类材料的传输行为响
应和微结构以及组分发展演化之间的关联机理的

认识.
我们认为, 以离散介质模型为代表的颗粒材料

传输行为最新研究进展, 已经具备了解决地质灾害
和工程领域中相关实际问题的能力, 为相关技术的
提高和产业升级提供了可能和机遇. 特别是我国大
型海工和水工结构以及地下工程结构在服役过程

中面临着复杂的外界环境有害物质侵蚀, 其侵蚀速
率和侵蚀路径直接关系到工程结构的服役寿命和

耐久性, 而对有害物质在典型的离散颗粒材料结构
工程中传输行为的研究, 为我国海洋强国战略和相
关工程等领域的产业升级和发展提供了基础, 这应
当是今后的重点发展方向. 在未来的研究中, 研究
人员应积极推动两者的结合, 一方面应加强基础能
力的建设, 开发诸如非规则各向异性颗粒材料的重
构方法, 特别是针对真实的颗粒材料组成形态, 结
合目前正在开展的图像分析与级数展开耦合分析

方法, 建立相应的颗粒材料组成形态数据库. 在对
颗粒材料内部的界面和孔隙拓扑性能的表征上, 以
提高和完善微尺度试验方法为前提, 努力开发先进
的理论和数值定量表征技术, 以便真实有效地再现
颗粒材料内部界面和孔隙特征演变机理. 另一方面
应面向颗粒材料传输行为的实际问题与工程需求,
诸如结构材料在有害物质中腐蚀劣化、海洋和水工

程结构的耐久性机理分析、地质和土壤等的活性物

质扩散行为、围绕重大海洋和水资源配置工程建设

与安全需求, 今后应当在探索海工及水工水泥基材
料和建基岩体材料的传输行为与界面和孔隙特征

的演变规律的基础上, 揭示基建工程长期服役性能
的演化机理, 分析严酷环境运行下的颗粒材料结构
的耐久性并构建其全寿命期风险等级评价技术指

标体系, 开发仿真模拟技术, 提出安全评价方法和
安全保障技术; 以及定量表征分数阶反常扩散模型
中指数与材料微结构非均质性特征之间的内在联

系、分数阶导数扩散方程的快速算法开发和计算力

学软件研发等重大战略需求问题.
鉴于颗粒材料结构在外部复杂荷载和环境作

用下, 其内部组分和微结构的发展和演化规律导致
其传输能力的演变是一个及其复杂、富有挑战性的

研究课题, 当前有许多科学问题有待进一步探索和
研究, 提出如下建议.

1)复杂颗粒材料重构方面, 基于实际颗粒材
料, 重构不同尺度下的粒子并建立粒子形貌数据
库, 目前最有潜力的重构方法就是图像分析与数学
级数相结合的方法. 研究难点是检测真实粒子特别
是非凸形复杂形貌粒子间的接触, 以及构建非凸形
粒子随机动态堆积结构. 这是一个多学科交叉的领
域, 需要包括来自数学、计算机、物理、力学、材料等
学科的研究人员之间相互合作.

2)界面微结构信息提取方面, 作为弱形式的界
面相是活性介质在颗粒材料内部传输的主要路径,
它的微结构特征很大程度上决定了活性介质在颗

粒材料内部的传输能力. 界面微结构的形成依赖于
其周围的相互作用的颗粒. 主要的研究难点在于精
准和有效地提取复杂各向异性粒子周围的界面微

结构信息. 研究内容主要包括理论和数值评估各向
异性粒子周围的界面厚度、界面体积浓度以及界面

渗流行为并获取界面渗流阈值等.
3)孔相微结构表征方面, 活性介质在多孔介质

体系中的传输速率和传输路径直接受制于各向异

性孔隙结构的特征, 如孔结构的曲折度、孔相渗流
行为、孔结构的分形特性. 这些微结构信息与孔隙
结构的拓扑几何性能, 如孔的尺寸、几何形态等是
密切相关的. 主要的研究难点在于可靠并有效地重
构真实的孔隙结构以及缺乏对各向异性孔隙的复

杂拓扑几何性能的分析. 主要研究内容包括构建各
向异性或真实孔隙三维结构, 依据结构模型, 结合
相关理论和数值方法分析孔隙拓扑几何性质, 并在
此基础上研究孔相曲折度、孔隙渗流行为、孔相分

形特征.
4)颗粒材料有效传输行为方面, 颗粒材料有

效传输行为的研究离不开对材料微结构的探析.
但是对于非轴对称的复杂颗粒夹杂体系, 传统的
Eshelby张量和经典复合材料力学理论模型已不再
适用, 如何建立复杂颗粒材料体系的微结构与有效
物理性能之间的关联模型应当是未来研究的重点

内容. 另外, 结合实际工程应用, 考虑颗粒材料在
承受荷载、劣化状态和多场耦合作用下的其内部微

结构演化、以及在此基础上对颗粒材料物理性能的

定量分析, 也是后续研究的一个热点和难点的科学
问题.

5)颗粒材料反常扩散行为方面, 反常扩散过程
的准确刻画离不开材料微观结构的精确描述. 当前
材料结构参数与反常扩散模型参数之间的定量关
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系仍处于探索阶段, 特定结构中反常扩散实验数据
的描述能够定性地得到两者之间的联系, 但实际的
颗粒材料结构多种多样, 如何开展系统研究从而得
到普适性的定量关系是一项具有挑战性的工作. 一
些学者试图建立颗粒级配与模型参数之间的关系,
但是即使同样的级配条件下扩散行为仍有一定差

异. 利用介质结构的分形维数分析是另一种研究思
路, 但由于相同分形维数不同分形结构条件下的扩
散行为也不相同, 因此如何建立一种一般化的分形
结构模型, 从而得到普适性的规律也是一个前沿的
研究方向.
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Abstract
The transport property of granular material that is a typical of soft matter, plays a significant role in durability

and service life in a relevant practical engineering structure. Physical properties of material is generally dependent on
its microstructure. Meanwhile, the formation of microstructure is directly related to compositions of granular material.
Understanding the intrinsic mechanisms of composition, microstructure, and transport property are of great importance
for improving mechanical properties and durability of granular material. In this article, we review the new progress
of modeling transport properties of granular multiphase materials. We focus on the three main aspects involving the
simulations for geometrical models of composition structures, the quantitative characterizations for microstructures of
pore and interface phases, and the theoretical and numerical strategies for transport properties of granular multiphase
materials. In the first aspect, in-depth reviews of realizing complex morphologies of geometrical particles, detecting
the overlap between adjacent non-spherical particles, and packing randomly non-spherical particles are presented. In
the second aspect, we emphasize the development progress of the interfacial thickness and porosity distribution, the
interfacial volume fraction, and the continuum percolation of soft particles such as compliant interfaces and discrete
pores. In the final aspect, the modeling the transport properties and the frontier issues of the effective diffusion and
anomalous diffusion in granular multiphase materials are elucidated. Finally, some conclusions and perspectives for
future studies are provided.
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