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专题: 软物质研究进展

变换热学: 热超构材料及其应用∗

沈翔瀛 黄吉平†

(复旦大学物理系, 应用表面物理国家重点实验室, 上海 200433)

( 2016年 5月 26日收到; 2016年 7月 4日收到修改稿 )

热输运是自然界中最普遍的现象之一, 如何高效操控热流在工业等领域有着巨大的应用价值. 尽管主导
热传导过程的扩散方程与波动方程迥异, 但是, 自 2008年和 2012年起, 已有研究人员成功地将变换理论推广
到宏观热传导领域. 自此之后, 多种具有特异性质的新型热材料在变换热学的理论框架下被设计出来, 并同
时获得实验验证. 本文介绍该领域的研究进展, 并同时介绍在热超构材料实验中软物质材料所起的关键作用.

关键词: 变换热学, 热超构材料, 软物质材料
PACS: 81.05.Xj, 74.25.fc, 44.90.+c DOI: 10.7498/aps.65.178103

1 引 言

热能是世界上最普遍的能量形式之一, 也是最
常被忽视的能量. 由于大多数能量形式耗散后得
到热能, 因此它也常被看作是一种废能并且难以利
用. 然而随着人类科技和工业文明的日益发展, 非
可再生资源以惊人的速度即将被消耗殆尽, 人类已
经面临资源枯竭的窘境. 因此如何高效地利用之前
所认为的废能——热能, 成为科学研究的一个重要
目标和课题. 超构材料 (metamaterial) [1]通过将自

然材料排布出一定的结构从而实现奇特的非自然

的材料功能, 可能成为解决一些传统传热问题的关
键方法.

热传递有三种方式: 热传导、热对流和热辐射.
本文主要讨论热传导. 由于热传导是一个扩散过
程, 这就导致热能往往很难被收集和利用. 这种性
质也大大限制了热电材料和太阳能电池的效率. 另
一方面, 如何让热能更快速地转移走而不是积累并
造成对工业器件的损坏, 如芯片的过热冷却方法
等, 也是一个具有重大意义的研究方向. 那么, 能
否随心所欲地操控热流也就变得非常的迫切和重

要. 正如同光超构材料可以控制光的传播, 在本文

中我们将展示通过变换热学方法来设计不同的热

超构材料, 以便用于控制热流. 变换热学的基础是
坐标变换. 文中将会详细地给出利用不同的变换设
计各类不同功能的热超构材料: 热隐身衣 (可以引
导热流绕过被隐身的物体); 热聚集器 (可以将热流
聚集在某一特定区域中); 热旋转器 (可以将热流旋
转一个特定的角度); 热透镜 (可以将热流汇聚到较
小的区域里). 这些特异材料的实验手段和方法也
将在文中给出.

作为常识, 不同的材料具有不同的热性质已被
大众广泛接受. 热导率低的材料被应用于保温, 实
现冬暖夏凉的目的. 然而这些使用数千年的传统材
料在面对日益增长的对热流控制的渴求时显得力

不从心. 在芯片冷却中我们需要热能够快速地耗
散, 在太阳能电池和热电材料中我们又希望热能快
速聚集来提高能量转换的效率. 因此需要寻找超越
传统材料的新型材料来满足人们对热流控制的要

求, 这就使得超构材料应运而生. 这种材料由基础
的普通自然材料通过一系列特殊的方式组合而成,
它们可以实现自然材料所不具有的特殊性质, 而这
种性质的本质来源于材料的特殊结构而非其本身

的物理性质. 当然, 由于热传递的复杂性和扩散性

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11222544)和上海市科学技术委员会 (批准号: 16ZR1445100) 资助的课题.
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(例如热传导), 使得材料的制备变得比较困难.
幸运的是, 在 2006年, Pendry课题组 [2]和

Leonhardt课题组 [3] 分别设计出了光学隐身衣.
一个物体之所以可见, 在于光线到达物体后发生的
散射可以被生物的视觉系统感知. 这种隐身衣可以
扭曲接近被隐身物体的光线, 让它们绕行从而产生
一种物体并不存在的幻像. 这样一个划时代的设计
很快引起了学界的重视和兴趣. 隐身衣的设计暗示
了一种全新的超构材料 [4−8]设计理念. 本质上, 该
理论的核心被归纳为变换光学. 麦克斯韦方程组的
高度对称性保证了光的波动方程在坐标变换下保

持形式的不变性 [9−15]. 这一性质是后续一系列变
换理论的基础. 因其方程的不变性, 我们可以通过
设计各向异性的材料来引导光的传播. 变换光学
被迅速地推广到了其他波动方程主导的物理学领

域如: 微波 [16]、声波 [17−25]、地震波 [26−28]、水的表

面波 [29]、甚至物质波 [30−33]. 很明显, 这种推广是
相对容易的, 因为它们都满足波动方程. 数学上讲,
波动方程属于双曲型微分方程, 而扩散方程是抛物
型微分方程. 这种天然的区别就导致变换理论在相
关领域的推广存在困难性.

2008年, 基于前人的工作, 文献 [34−37]建立了

稳态的变换热学理论并在理论上第一次提出了热

隐身衣. 2012年, Guenneau等 [38]建立了非稳态的

热变换理论, 使得该领域受到科学界广泛的关注并
被一些公众媒体如BBC报道. 在此基础上, 大量新
型热超构材料被提出 [35−47]. 本文将介绍这 8年来
变换热学的蓬勃发展, 其中包括大量的理论设计和
实验验证. 在热超构材料实验中, 软物质材料被广
泛地应用. 它们可以作为填充物调节材料的热导
率, 减少接触热阻; 也可以作为保护膜防止金属样
品的氧化; 以及对抗热对流耗散. 更重要的是, 软
物质覆盖的金属样品能够被红外热成像仪拍摄成

像, 进而通过实验观测来验证理论设计的合理性.
一些最新的进展 [48−53]为古老的热输运注入了新

的血液和活力.

2 变换热学及热超构材料

2.1 变换热学理论

热传递具有三种形式: 对流、传导和辐射. 其
中辐射是微波, 天然符合变换光学理论的要求, 而
对流方程比较复杂, 在固体材料中起到的作用也相

对较弱. 因此变换热学理论仅考虑热传导过程. 出
于一般性考虑, 根据傅里叶定律, 一个在各向异性
介质中的热传导方程具有如下的形式

ρc
∂T

∂t
= ∇ · (κ · ∇T ) , (1)

式中, ρ是材料的质量密度, c是比热, T是温度, t
是时间, 而κ是材料的热导率. 在一个n维曲线系

统里有协变基 g1, g2, · · · , gn, 那么方程 (1)可以写
成如下的分量形式:

ρc
∂T

∂t
= ∂iκ

ij∂jT + Γ i
ikκ

kj∂jT, (2)

式中Γ i
ik是克里斯托弗记号, 它被定义为对应于xi

的 gk微分的第 i个逆变量分量; κij是给定坐标系

统下热导率张量中的第 ij个逆变量分量. 此处我们

使用爱因斯坦求 和方法消去了符号
∑n

i=1

∑n

j=1
.

在引入度规张量G (G的分量被定义为 gij =

gi · gj)后方程 (2)可以被继续简化, 克里斯托弗记
号可以表示为

Γ i
ik =

1

2
gil∂kgil =

1
√
g
∂k

√
g, (3)

这里, g是矩阵 [gij ]的行列式. 据此我们可以得到
方程 (1)的更简化版的分量形式:

√
gρc

∂T

∂t
= ∂i

√
gkij∂jT. (4)

对于各向同性的热导率, 有

κij = κgij , (5)

此处 gij是矩阵 [gij ] = [gi · gj ] = [gij ]
−1的第

ig个分量. 那么 (4)式可写作:
√
gρc

∂T

∂t
= ∂i

√
gκgij∂jT. (6)

另一方面, 在一个笛卡尔坐标系描述的空间
中, 我们可以直接写出方程 (1)的分量式:

ρ̃c̃
∂T

∂t
= ∂iκ̃

ij∂jT. (7)

上述方程与 (1)式相比其形式是相同的. 这证
明热传导方程可以在坐标变换下实现方程形式的

不变. 对比方程 (6)和 (7), 可以得到我们需要的热
导率张量的矩阵形式:[

κ̃ij
]
=

√
gκgij . (8)

这里需要注意, 为了能够得到相同的方程形式来满
足变换理论的条件,质量密度和比热的乘积 ρ̃c̃需要

满足关系

ρ̃c̃ =
√
gρc. (9)
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由于逆变基
[
g1, g2

]
在笛卡尔坐标系统下的

矩阵形式就是曲线系统中的雅克比矩阵J , 那
么度规张量G的矩阵形式就是:

[
gij

]
= JJT和

[gij ] = J−TJ−1, 注意此处JT代表雅可比矩阵的

转置. 那么行列式可以写为: g = det(J−TJ−1) =

det2(J−1) = det−2(J). 综上, 在坐标变换下, 热传
导方程若想保持其方程的形式不变, 热导率需要
变换为 [

κ̃ij
]
=

JκJT

det(J) . (10)

由以上讨论可知, 即使是抛物型偏微分方程热
传导或扩散方程在坐标变换下仍可保持形式不变,
这是变换热学最重要的前提. 值得注意的是变换改
变了热导率张量. 这种改变在数学上的体现在雅克
比矩阵J的引入, 而J恰恰是刻画坐标变换的数学

工具. 这个理论允许人们通过调节非匀质的各向异
性热导率来设计出具有特异热性质的热超构材料.

下面我们给出基于变换热学来设计热超构材

料的方法论. 整个过程大致可以分为三步. 首先,
根据不同的需要, 设计出一个适合的坐标变换. 以
二维极坐标为例, 一个坐标变换可以表示为r′ = f(r, θ),

θ′ = g(r, θ).
(11)

第二步, 根据 (10)式计算出新的热导率张量.
最后, 通过模拟或者实验的方法来验证具有新热导
率的热超构材料是否能够按照预期来实现设计好

的功能. 这三个步骤可以指导人们利用变换理论设
计形形色色的新材料, 包括隐身衣、聚集器、反转
器、旋转器和热透镜.

2.2 热超构材料

利用梯度材料实现电磁波隐身衣的方法在学

界受到了广泛关注 [54]. 一些研究其散射截面 [55]

及其二维情况甚至推广到其他物理场如电导领域

的工作随之产生 [56−58]. 尽管不同于波动方程, 在
2008年, Fan等 [34] 和Guenneau等 [38]依然成功地

将Pendry的电磁波隐身衣和变换理论推广到了热
学领域.

热传导是介质内无宏观运动时的传热现象, 其
在固体、液体和气体中均可发生, 但严格而言, 只有

在固体中才是纯粹的热传导. 当存在热梯度时, 热
能会自发地从高温端流向低温端. 为了设计的简单
起见, 由于自然状态中静态的热场分布往往比较重
要, 我们在设计热超构材料时经常会考虑静态无热
源的传导过程. 在此框架下, 方程 (1)可以简化为
拉普拉斯方程的形式:

0 = ∇ · (κ · ∇T ). (12)

在隐身衣的影响下, 大多数的热超构材料是在
二维极坐标下设计完成的. 这主要有两点原因: 一
方面二维系统无论在理论计算和模拟或实验验证

上都比较简单易行; 另一方面二维极坐标拓展到三
维柱坐标或球坐标系统非常容易. 因此, 在后面讨
论几种主要超构材料的过程中, 只讨论静态热传导
的二维极坐标的情况, 三维情况和非稳态只需做简
单的延伸即可得到.

光学隐身衣其实在具体操作上存在很大的问

题. 基于波动方程的变换理论在实现上需要考虑频
率. 目前实验中制造出来的超构材料往往对应于某
个单一或狭窄的频段. 因此, 光学隐身仍然任重而
道远. 相反, 基于热传导方程的热超构材料不存在
频率的问题. 这种特殊性使得基于变换热学理论设
计出来的材料有更强的适用性, 在足够宽泛的边界
条件中, 热超构材料都可以表现良好. 这就使得上
述材料在生产生活中可以更快地得到应用, 并具有
更广阔的适应范围和价值.

2.2.1 热隐身衣

热隐身衣是光学隐身衣在热力学上的一个推

广. Fan和Guenneau两个课题组分别建立了稳态
和非稳态的变换热学理论, 而此理论的一个直接
应用就是设计并制造热隐身衣. 相较于传统隐身
装置, 热隐身衣有两个特点. 第一, 在其隐身区域
(r < R1)区域温度梯度为0; 第二, 无论隐身区域中
放置一个怎样的物体, 它都不会对外场的温度分布
产生丝毫的影响. 换言之, 一个观测者是无法通过
隐身衣外的温度分布来探知隐身衣内的物体为何

物. 参照光学隐身衣的变换, 我们也可以依其写出
变换式: r′ = R1 + r(R2 −R1)/R2,

θ′ = θ.
(13)
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图 1 (a)热隐身衣的示意图 参数取值: R1 = 1 cm,
R2 = 2 cm; (b)在高温 400 K、低温 300 K、上下边界为
热绝缘时隐身隐身衣在热场中的温度分布

Fig. 1. (a) A schematic diagram of thermal cloak,
where the parameters, R1 = 1 cm, R2 = 2 cm; (b) the
temperature profile of the thermal cloak when the heat
diffuses from a temperature of 400 K to 300 K.

(13)式将一个圆形区域 (r < R2)压缩为一个
环形区域 (R1 < r < R2). 根据上面的讨论, 我们可
以计算出复合坐标变换 (x, y) → (r, θ) → (r′, θ′) →
(x′, y′) 的雅克比矩阵

Jxx′ = JxrJrrJr′x

= R(θ)diag (1, r) diag
(
f ′−1, 1

)
diag (1, 1/r′)R (θ′)

= R(θ)diag
(
f ′−1, r/r′

)
R (θ′) , (14)

其中R(θ)和R(θ′)是旋转矩阵,

Jxr = ∂(r, θ)/∂(x, y),

Jrr′ = ∂(r′, θ′)/∂(r, θ),

Jr′x′ = ∂(x′, y′)/∂(r′, θ′).

鉴于我们选用的是圆形的模型,

f ′ = (R2(θ)−R1(θ))/R2(θ),

切 旋 转 矩 阵R(θ)和R(θ′)是 单 位 模 量, 记
det(Jxx′) = f ′−1r/r′.

那么, 考虑到R(θ)−1 = R(θ)T, 以及 θ = θ′,
可以通过把这些因素代入方程 (10)计算出变换矩
阵T 来给出我们需要的材料参数:

T−1 =
JκJT

det(J) = J−T
xx J−1

xx′ det(Jxx′)

= R(θ′)−T diag(f ′, r′/r)

×R(θ′)−1 diag(f ′, r′/r)R(θ′)−1f ′−1r/r′

= R(θ′)diag(f ′r/r′, f ′−1r′/r)R(θ′)−1. (15)

因此, 变换后的环状隐身衣里的热导率就可以
表示为

κ′ = κT−1 = R(θ′)diag(κ′
r′ , κ

′
θ′)R(θ′)T. (16)

出于简化的目的, 假设背景的热导率为
1 W/mK, 我们最终可以得到矩阵的特征值:

κ′
r′ =

r′ −R1

r′
,

κ′
θ′ =

r′

r′ −R1
. (17)

(17)式是极坐标下的热导率, 对于笛卡尔坐标系统,
我们还需要让 (17)式乘以旋转矩阵R(θ)和R(θ′),
最终可得热导率张量:

 κ′
r′ cos2 θ + κ′

θ′ sin2 θ κ′
r′ sin θ cos θ − κ′

θ′ sin θ cos θ

κ′
r′ sin θ cos θ − κ′

θ′ sin θ cos θ κ′
r′ sin2 θ + κ′

θ′ cos2 θ

 . (18)

以上就是我们建造热隐身衣防护热流所需要的参

数. 如图 1所示, 据此设计出的热隐身衣可以被模
拟验证 (模拟使用了商业多物理场耦合有限元分析
软件COMSOL). 很明显, 热隐身衣的存在不会改
变外场的温度分布. 由于各向异性在内径附近角坐
标方向的无限高热导率和径向方向零热导率成功

地使热流避开了被保护的物体, 让隐身区域内部的

温度梯度为零.

2.2.2 热聚集器

热隐身衣的特殊性质和变换理论激发了对于

其他拥有特殊性质的热超构材料的研究. 下面我们
将介绍基于变换热学理论衍生出来的一系列热超

构材料. 比如子热聚集器: 此类材料可以在不影响
外场温度分布的情况下, 使得某一区域的热梯度急
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剧提高; 而热旋转器可以根据要求将热流扭转某一
特定角度. 所有这些有趣的性质都来源于理论提供
的设计非线性非匀质材料的极大自由度. 所有的方
法论也是从热隐身衣的成功中总结出来的.

回顾一下热隐身衣, 它可以让热流扭曲避开中
间区域从而保证了隐身衣内部没有温度梯度. 如
果我们想要通过类似的结构让中间区域的温度梯

度不降反生, 是否就是一个热聚集装置了呢？受此
影响, 在 2012年法国人Guenneau首次提出了热聚
集器的概念 [38]. 这种装置可以作为一种非侵入式
的热器件服务于热电效应, 从而提高能量的转化
效率.

如图 2所示, 考虑一个有三个环R1 < R2 <

R3的圆状模型, 存在如下的坐标变换 (我们仅仅列
出径向的变换因为 θ′ = θ):

r′ =
R1

R2
r (0 6 r 6 R2),

r′ =
R3 −R1

R3 −R2
r +

R1 −R2

R3 −R2
R3

(R2 6 r 6 R3).

(19)

上面的变换将 r < R2的区域压缩到 r < R1

的区域, 然后将R2 < r < R3的区域拉伸到

R1 < r < R3. 在整个变换空间中,拉伸和压缩互相
抵偿,从而导致原空间和变换空间的一致. 因此,热
聚集器由两部分组成. 可以通过使用上一小节的方
法来计算变换矩阵T , T−1 = J−1

xx′J
−T
xx′ det(Jxx′) =

R(θ′)J−1
θθ′J

−T
θθ′ R(−θ′). 然后就可以计算出热聚集

器的参数:

κ′
r′ = 1, κ′

θ′ = 1 (0 6 r′ 6 R2),

κ′
r′ =

r′ +R3
R2 −R1

R3 −R2

r′
,

κ′
θ′ =

r′

r′ +R3
R2 −R1

R3 −R2

(R2 6 r′ 6 R3). (20)

上面给出的热导率不会被消去或出现无穷大

的奇点. 类似与热隐身衣中的处理, 我们利用有限
元模拟来给出聚集器在热场中的表现. 在图 2中,
可以看到, 中间区域的温度梯度被提高了, 这是因
为中间区域的空间受到了挤压. 梯度提高的程度由
几何参数即三个同心圆的半径决定. 此外, 由于压
缩和拉伸抵消, 热导率矩阵的行列式与背景一样,

因此该超构材料和热隐身衣一样对外场温度分布

不会造成影响. 因此热聚集器看起来也是隐形的.

rϕ
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R3

(a)

(b)
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图 2 (a)热聚集器的示意图, 此处参数取值 R1 = 1 cm,
R2 = 1.5 cm, R3 = 2 cm; (b) 在高温 400 K、低温
300 K, 上下边界为热绝缘时聚集器在热场中的温度分布
Fig. 2. (a) A schematic diagram of thermal concentra-
tor, where the parameters: R1 = 1 cm, R2 = 1.5 cm,
R3 = 2 cm；(b) the temperature profile of the thermal
concentrator when the heat diffuses from a tempera-
ture of 400 K to 300 K.

2.2.3 热旋转器

在 2013年, Guenneau课题组 [41]通过有限元

方法分析柱体扩散问题时提出了另一种具有特异

功能的新型热超构材料, 它可以让热流旋转一个特
定的角度, 因此被称为热旋转器. 实现方法仍然是
由几何变换开始, 然后得到热导率张量. 在热旋转
器的一系列模拟中, 存在表观的负热导率现象. 换
言之, 热可能从低温端流向高温端. 假如在材料的
中心区域放置一个物体, 那么在外面的观测者看
来, 整个内部空间就像旋转了一个特定角度, 从而
导致了一类海市蜃楼般的现象 (关于热幻像将在后
面的章节中给予更详细的讨论). 根据设计热隐身
衣和聚集器的经验, 想要让变换区域保守就必须要
求det(J) = 1(此时质量密度和比热的乘积不变).
这将极大地简化瞬时状态下系统对热流的控制, 并
且如热隐身衣和热聚集器一样不会对外场产生影
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响. 该器件与前面两个超构材料一样是一个环状
结构.

现在来看看热旋转的变换:
对于 r < R1的环内区域r′ = r,

θ′ = θ + θ0;
(21)

对于 r > R2的环外区域不发生坐标变换.
对于R1 < r < R2的环区域

r′ = r,

θ′ = θ + θ0
f (R2)− f (r)

f (R2)− f (R1)
.

(22)

这一系列变换是让热流从外部进入环状区域

(R1 < r < R2)后在其中慢慢地转向, 最终扩散到
内环时旋转一个角度 θ0.

有了坐标变换式, 下一步就是着手计算变换矩
阵, 并求出热超构材料的热导率张量. 由于制作的
需要, 我们最好将其在笛卡尔坐标系中的张量也写

(a) (b)

(c) (d)

0

1

图 3 热聚集器在热场中的温度分布 图中热源放在模拟

图中的上方, 热流随着时间流逝不断向下方的冷端扩散; 图
中温度被归一化为 0—1; (a) t = 0.005 s时的温度分布; (b)
t = 0.01 s; (c) t = 0.1 s; 图中的旋转角度为 θ0 = π/2; (d)
在 t > 0.1 s的稳态后, 由等温线和热流线围成的网格, 这个网
格形象地刻画出了空间的扭曲情况; 在模拟中使用的参数为:
R1 = 1× 10−4 m和R2 = 3× 10−4 m [41]

Fig. 3. Temperature distribution for a heat source located
on the top, which diffuses heat in a medium containing
a rotator for different time: (a) t = 0.05 s; (b) t = 0.01

s; (c) t = 0.1 s. The rotation angle is θ0 = π/2; (d)
the mesh formed by heat flux streamlines and isothermal
lines in the long time regime, t > 0.1 s, illustrates the de-
formation of the transformed thermal space. Parameters:
R1 = 1× 10−4 m and R2 = 3× 10−4 m [41].

出来. 最后, 基于材料参数, 通过实验手段和模拟
我们就可以创造出这种热旋转装置. 通过之前的
经验式可得变换矩阵T−1 = J−1

xx′J
−T
xx′ det(Jxx′) =

R(θ′)J−1
θθ′J

−T
θθ′ R(−θ′). 其精确解如下:

T−1 =

(
T−1

)
11

(
T−1

)
12(

T−1
)
21

(
T−1

)
22

 , (23)

其中:

(T−1)11 = 1− 2t cos(θ′) sin(θ′) + t2 cos2(θ′),

(T−1)22 = 1 + 2t cos(θ′) sin(θ′) + t2 sin2(θ′),

(T−1)12 = (T−1)21

= t2 cos(θ′)− t(cos2(θ′)− sin2(θ′)),

(24)

此处 t = θ0r/(R2 −R1).

(a) (b)

(c) (d)

0

1

图 4 一个物体被放入了热旋转器的中心部分, 热源仍然在
模拟模型的上方, 此图展示了不同时间的温度场分布 (a),
(b) t = 0.005 s; (c), (d) t = 0.1 s. 旋转角度为 θ0 = π/2,
中间矩形物体的热导率是背景的 1/%, 在 (b) 和 (d)中它被
旋转了 π/2. 通过比较 (a), (c)与 (b), (d), 可以发现旋转器
外的温度分布几乎一模一样; 参数选取: R1 = 2 × 10−4 m;
R2 = 3× 10−4 m [41]

Fig. 4. Temperature distribution for a heat source located
on the top, which diffuses heat in a medium containing
a rotator for different time: (a), (b) t = 0.005 s; (c), (d)
t = 0.1 s. The rotation angle is θ0 = π/2. The rectan-
gular object has a diffusivity one hundred times smaller
than that of the surrounding medium, and it is rotated
by an angle of π/2 in (b) and (d) when compared to (a)
and (c). The temperature distribution outside the rotator
is the same in both (a) and (b), or in both (c) and (d).
Parameters: R1 = 1× 10−4 m and R2 = 3× 10−4 m [41].
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将上面的各向异性热导率输入COMSOL的模
型程序经过有限元模拟得出热旋转器在热场中的

表现. 图 3展示了旋转角度为π/2的情况, 图中温
度范围被归一化为 0—1. 通过观察白色的等温线
可以明显地发现在器件内部相比于外部, 热流的方
向被旋转了正好π/2. 这一现象同时也造成了表观
的负热导率, 因为热流明显从较低的温度端流向了
较高的温度. 这种表观负热导率在旋转过程中被明
显地增强: 热交换在非稳态过程中被加强了. 更为
重要的是热流在环状区域内被非常平滑地旋转了,
同时由于对外场没有影响, 热旋转器相对于外界的
观察者来说也是隐形的. 当一个物体被放置于环内
区域时且 θ0 = π/2, 图 4展示出对于外界观测者热
流的表现如同物体本身被旋转了π/2. 这种现象实
际上是一种类热幻像, 一个本来水平放置的物体表
现出来的温度分布如同被旋转了一个角度. 通过几
何变换和材料特性间的等价关系, 我们可以计算出
热旋转器对热场的相应. Guenneau等据此还进一
步改进了旋转器, 使其在于热源很近时也能工作,
并且在短时间内大大加强了表观负热导率效应. 可
见热旋转器具有改变热流方向的能力.

3 热超构材料的理论设计和实验制备

很显然, 仅在理论上设计这些超构材料是不够
的, 因为对于材料科学, 应用始终是最重要的环节.
由于我们在第2节中提到的材料参数均是非匀质且
各向异性, 这在自然界中是不可能找到的. 因此必
须要通过其他手段来实现这些需要的材料性质. 幸
运的是, 有效媒质理论为我们实现基于变换热学理
论的超构材料提供了一个强有力的工具. 此理论方
法可以通过使用多种匀质的且各向同性的材料排

列成一些特定的几何结构来拟合出原本各向异性

的复杂热导率.
从我们之前的讨论可以看出, 热隐身衣的参数

在实验中非常难以实现. 幸运的是, 在软物质材料
研究中, 通过各种材料属性的近似手段, 已经发展
出了一套行之有效且非常利于操作的有效媒质近

似理论. 这种理论其实根植于材料属性的近似思
想, 比如一组电路中多个电阻串联时它的电导率可
以看作是一个电阻的阻值等效出来的结果. 那么,
同样在实现一些自然界不存在的材料性质时, 可以
用相同的手段, 也就是把一个整体材料的性质分布

(如热隐身衣)看作是多个次结构组分等效出来的
性质. 这样得到的材料就可以具有各向异性的分
布, 这一分布与结构、材料的几何形状、多种材料不
同的物理性质、不同材料的组分等等因素有关.

3.1 有效媒质近似理论: 两种介质混合

3.1.1 对称微结构

现在来考虑有两种介质混合的材料. 首先假设
一个混合物中包含两种纳米大小或微米大小的颗

粒1 和2, 且两种颗粒均为随机掺杂见图 5 . 两种颗
粒1和2的热导率分别为κ1和κ2. 那么这种由两种
组分的混合物的等效热导率为κε, 可以表示为

P1
κ1 − κε

κ1 + 2κε
+ P2

κ2 − κε

κ2 + 2κε
= 0, (25)

这里P1和P2表示颗粒 1和 2的体积分数, 且P1 +

P2 = 1. 对方程 (25), 假如将1 和2 的指标互换, 方
程依然成立. 因此该方程是微观对称的, 实际上也
是介电质系统里的布拉格曼有效媒质近似理论在

热学中的副本 [59]. 把κ2 = 0代入方程可以得到

κε =


3

2
κ1 (P − Pε) , P1 > Pc,

0, P1 < Pc,
(26)

这里Pc = 1/3正是逾渗阈值.

图 5 微观对称结构的模型图: 一种混合物由颗粒 1(红色)和
颗粒 2(蓝色)随机掺杂组成, 颗粒的大小并不相同
Fig. 5. Schematic graph showing a model symmetrical mi-
crostructure: a two component composite where particles
1 (in red) and 2 (in blue) are randomly distributed in the
whole system. The size of particles are different, so that
they could fill in the whole composite.

将双组分混合物推广到多组分是非常容易的.
假设每一个组分都有一个对应的热导率κi, 那么拥
有N种颗粒组分的混合物其等效热导率κε满足如

下关系:
N∑
i=1

Pi
κi − κε

κi + 2κε
= 0, (27)
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这里Pi是第 i个组分的体积分数, 且
∑N

i
Pi = 1.

3.1.2 非对称微结构

我们继续考虑一类由两种组分组成的混合物

如图 6所示. 这种混合物由纳米尺度或微米尺度球
形颗粒 1随机分布在基底中组成. 颗粒 1和基底的
热导率分别为κ1和κ0. 两种组分的混合物具有等
效热导率κε, 且满足关系:

κε − κ0

κε + 2κ0
= P1

κ1 − κ0

κ1 + 2κ0
, (28)

此处P1表示颗粒 1的体积分数. 在方程 (28)中, 假
如我们将1和2颠倒,方程会发生改变. 因此这个方
程也被称为非对称的微观有效媒质方程. 如图 6所
示, (28)式实际上就是将电学里的麦克斯韦 -加内

图 6 微观非对称结构的模型图: 一种混合物由颗粒 1(蓝
色)和基底 (绿色)随机掺杂组成, 颗粒的大小并不相同
Fig. 6. Schematic graph showing a model non-
symmetrical microstructure: a two component com-
posite where particles 1 (in blue) are randomly dis-
tributed in a host (in green). The size of particles 1
may also be different.

特有效媒质近似理论借鉴到了热学领域. 此近似方
程不能用来预测结构的逾渗阈值.

同样地, (28)式可以非常容易地从两种组分推
广到N + 1种组分的混合物. 其中包含N 种填充

颗粒和一个基底. 每一种颗粒的热导率为κi, 基底
仍为κ0. 那么N + 1成分的混合物其等效热导率符

合如下关系:

κε − κ0

κε + 2κ0
=

N∑
i=1

(
Pi

κi − κ0

κi + 2κ0

)
, (29)

这里的Pi是第 i种颗粒的体积分数.

3.2 基于有效媒质理论的双场隐身衣

根据前面提到的Li等 [36]的工作, 他们提出了
使用纳米材料基于有效媒质理论来设计隐身衣, 希
望通过使用两种材料的混合来完美地拟合出由坐

标变换产生的各向异性参数. 在这个设计里, 热导
率κm的非球形纳米颗粒被散布在热导率为κi的均

匀介质上, 如图 7所示. 混合物的等效热导率由上
节介绍的布拉格曼形状相关的有效媒质近似理论

得出 [60−62].
考虑到纳米颗粒在混合物交界面上的热阻抗,

一个外面有一层厚度为 δ, 热导率为κs镀层的纳米

颗粒, 其热导率可以写为

κ′
m =

κm

1 +
RBd

ra
κm

, (30)

且

RBd = lim
δ→0,κs→0

(δ/κs). (31)

G
ra
de

d 
m
at
er
ia
ls

cl
oa

k

R

R

(a) (c) (e)

(d)(b)

图 7 双场隐身衣的结构设计图 此种隐身衣在热场和直流电场中均能发挥隐身作用, 非球形的纳米颗粒被沿径向镶嵌在各向同性
的匀质基底上, 且颗粒具有不同的形状和体积分数 [36]

Fig. 7. Schematic diagram of a designed bi-functional cloak with both thermal cloaking andelectrical cloaking. The
nonspherical nanoparticles are decorated along the radius of the cloak with various shape aspects and volume fractions [36].
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上面方程里κm是原来那个纳米颗粒的热导率, ra

是颗粒的平均半径. RBd的值依赖于我们选取何种

材料 [63,64]. 交界面上的热阻由微观颗粒的纵横比
决定. 当然, 如果纵横比够大, 方程 (30)会发生剧
烈的变化, 这一点也可以被近似理论计算阐明.

由于纳米颗粒的表面热阻, 整个混合体系的等
效热导率可以由理论给出:

P
κ′
m − κr,t

κr,t + Γr,t(κ′
m − κr,t)

+ (1− P )
κ′

i − κr,t

κr,t + Γr,t(κ′
i − κr,t)

= 0, (32)

(32)式中, P是非球状纳米颗粒的体积分数. Γr和

Γt分别是沿着径向和切向的颗粒几何形状因子.

Position R⊳R

Radial conductivity (κr)

Tangential conductivity (κt)

图 8 在隐身隐身衣壳层中的等效电导率和热导率的值,
参数为 R1 : R2 = 1 : 10 [36]

Fig. 8. The normalized values of the effective electri-
cal and thermal conductivities at different positions in
the cloaking shell. Parameters: R1 : R2 = 1 : 10 [36].

为了能够在解方程 (32)时得到Γr,t和P的相

同结果, 他们选择参数κ′
m = n1κ0κ

′
i = n2κ0, 这里

n1和n2是比例因子. 这意味着纳米颗粒等效热导
率κ′

m和表面热阻必须和原始未变换空间中的比值

一样. 根据方程 (30), 可以将形状因子计算出来.
在这个工作里, 径向的形状因子一直比 1/3要大,
这代表混合物中的纳米颗粒是一个扁椭球, 且它的
三个主轴满足关系 c < b = a. 另一方面, 形状因子
Γr和Γt都是纵横比γ的方程, 且γ = a/c [65].

Γr(γ) =
γ

γ − 1
−

γsec−1√γ

(γ − 1)
3/2

, (33)

Γt(γ) =
1

2

[
γsec−1√γ

(γ − 1)
3/2

− 1

γ − 1

]
, (34)

这里几何形状因子还满足关系Γr + 2Γt = 1 [65]. 对
于奇点, 当γ = 1时表示的是球的情况, 那么, 用来
制作隐身衣壳层的、在混合物中掺杂的纳米颗粒形

状就可以确定下来了. 接下来通过调整由形状因子
决定的纳米颗粒的形状和体积分数, 就可以把它们
嵌入到基底中从而实现各向异性非均匀的材料性

质. 在图 8中展示了在隐身衣参数R1 : R2 = 1 : 10

时, 理论计算的等效电、热导率和位置的关系.
为了能满足理论要求的热导率, 选取了

R1 : R2 = 1 : 3的情况. 利用不同形状和体积
分数的非球纳米颗粒, 可以尽可能接近地拟合出任
意给定的各向异性热导率 (见图 9 ).

Position R⊳R

Radial conductivity (κr)κ
Γ

γ

Tangential conductivity (κt)

Radial geometrical shape factor (Γr)

Tangential geometrical shape factor (Γt)

Volume fraction (p)

Aspect ratio (γ)

Volume fraction (p)

(c)

(b)

d
d

(a)

图 9 当参数取R1 : R2 = 1 : 3时, 计算出来的结果是一
个R/R1的函数 (a)非球形纳米颗粒形状纵横比和体积
分数的关系; (b)纳米颗粒径向和切向的几何形状因子及
体积分数的关系; (c)等效的电导率和热导率的值 [36]

Fig. 9. The calculated results of parameters for a
cloak with R1 : R2 = 1 : 3 as functions of R/R1.
(a) The shape aspect ratio and volume fraction of the
nonspherical nanoparticles; (b) the radial and tangen-
tial part of geometrical shape factors, and the volume
fraction of the nonspherical nanoparticles; (c) the nor-
malized values of the effective electrical and thermal
conductivities [36].
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3.3 稳态热超构材料的实验实现

自从基于变换理论的热超构材料提出后, 它极
端各向异性的热导率一直都给实验的实现带来了

巨大的挑战. 在本小节里, 我们继续探讨稳态热传
导下的各种超构材料如何实现.

受到上述这些简化方法的影响, Han等 [42]发

展出了基于稳态变换热学理论的热隐身衣的实现

方法. 这种方法只采用了均匀的、无奇点的自然界
中广泛存在的传导材料. 由这种材料制成的热隐身
衣也具有上述性质而且是各向异性的, 且可以是任
意的几何尺寸, 这与以往报道的热隐身衣原理均不
相同.

该设计与热传导方程在坐标变换下的形式不

变性. 一个完美的热隐身衣参数可见方程 (17). 很
明显, 热导率是一个与空间参量有关的变量, 并且
在 r等于内径时存在奇点, 这一切都使得在工程上
制造这样的热器件非常困难. 因此, 人们是否能够
使用有限的热导率为常数的材料近似地组成一个

接近热隐身衣表现的热材料呢？答案是肯定的. 我
们发现在完美的热导率张量里提及的径向和切向

两部分存在一个非常有趣的关系, 由此可以发展
出一套实现热隐身衣的方法. 根据 (17)式可以发
现κ′

r′κ
′
θ′ = 1, 且 0 6 κ′

r′ = 1/κ′
θ′ 6 (b− a) /a, 此

处 b和a分别是热隐身衣的外径和内径. 我们记为:
κ′
r′ = 1/κ′

θ′ = C, 此处C是一个常数, 且满足关系
0 6 C 6 (b− a) /a, 根据这几点就能够用均匀材
料制造出没有奇点的热隐身衣. 图 10展示了四种
热隐身衣的温度分布. 其中图 10 (a)展示了一个完
美的热隐身衣. 而图 10 (b)—(d)则展示了C取0.1,
0.2 和0.3时的匀质热隐身衣. 如图所示, 即使是匀
质的热隐身衣也能将热流偏转, 使其绕开被保护区
域并防止热流进入内圈. 很明显, 这种设计极大地
简化了参数, 而且也可以和完美热隐身衣一样起到
热隐身效果.

在图 10中我们可以看出, 当C很小时, 热流被
限制在热隐身衣内部一个很狭窄的区间内. 当然,
在C很大的情况下, 热流可能会进入到隐身区域内
部. 因此参数C决不能超过某一个特定的值. 根
据上述讨论设计均匀化的热隐身衣最首要的问题

是找到C的阈值. 下面将给出一个严谨的理论分
析来找出这个值. 首先在柱坐标系统里热传导方程
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图 10 热隐身衣在热场中的温度分布 (a) 理想的隐身衣参数; (b) κ′
r′ = 0.1, κ′

θ′ = 10; (c) κ′
r′ = 0.2, κ′

θ′ = 5;
(d) κ′

r′ = 0.3, κ′
θ′ = 3.3; 绿线代表等温线; 参数为 R1 = 1 m, R2 = 2 m [42]

Fig. 10. Temperature profile for a thermal cloak: (a) Ideal conductivity; (b) κ′
r′ = 0.1 and κ′

θ′ = 10;
(c) κ′

r′ = 0.2 and κ′
θ′ = 5; (d) κ′

r′ = 0.3 and κ′
θ′ = 3.3. Isothermal lines are represented in green.

Parameters: R1 = 1 m and R2 = 2 m [42].
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写作:
∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
+

l2

r2
∂2T

∂θ2
= 0. (35)

在方程 (35)中隐形区域内和背景中 l = 1, 在
隐身衣区域 l =

√
κ′
θ′/κ′

r′ . 考虑到对称性可以得到
关系T (x, y) → T (x,−y), 那么温度在三个区域中
的分布可以分别写成下式:

Ti =

∞∑
n=1

A2n−1r
2n−1 cos(2n− 1)θ,

(invisible region),

Tc =
∞∑

n=1

[
B2n−1r

(2n−1)l + 2C2n−1r
−(2n−1)l

]
× cos(2n− 1)θ (cloak region),

Tb =

∞∑
n=1

[
D2n−1r

2n−1 + E2n−1r
−2n+1

]
× cos(2n− 1)θ (background region). (36)

由于温度分布和热通量分量在交界面上是连

续的, 故可以得到Ti |r=a = Tc |r=a ,

Tc |r=b = Tb |r=a ,
(37)

∇Ti |r=a = κ′
r′∇Tc |r=a ,

∇Tb |r=b = κ′
r′∇Tc |r=b .

(38)

将边界条件考虑进去, T (x = ±x0) = ∓T0,其中T0

是一个常数, 最终可得

Ti = − T0

x0

(a
b

)l−1

r cos θ,

Tc = − T0

x0

(r
b

)l−1

r cos θ,

Tb = − T0

x0
r cos θ. (39)

如此, 三个不同区域内的温度分布就全部如
上式般被呈现出来. 很明显, 当 l = 1时, 会导致
Ti = Tc = Tb,就如同普通的空间一样. 如要设计均
匀化的热隐身衣, 参数如下: l =

√
κ′
θ′/κ′

r′ = 1/C

和Ti/Tb = (a/b)
l−1
及Tc/Tb = (r/b)

l−1. 当 l足够

大, 会使得Ti/Tb → 0, 造成几乎没有热流流入内
圈的情况, 所以要让参数C使参数 l足够大, 这样
就能实验制造热隐身衣了. 相应的模拟结果展示在
图 11中, 可以看出按照这种参数设计出来的热隐
身衣表现良好.

我们还需要更多的稳态热隐身衣的实现建议

和实验验证, 热隐身衣是否能够实现隐身功能也亟

需制造出一个真正的热器件来检验. 为此, 在 2012
年, Narayana和Sato [39]利用两种不同热导率的材

料创造出了真正意义上的第一个热隐身衣实物.
正如之前所指出的, 多层同心圆般交替放置的

层状结构可以用来实现压缩变换. 设想一种混合物
是由两种交替的层状材料A和B组成. 在其垂直方
向, 两种交替热导率会产生压缩效果, 而在切向方
向则是拉伸. 因此, 尽管我们用的一直是各向同性
的均匀材料, 整个混合物的等效热导率却变得各向
异性, 而热流也会如期望般绕开被隐形物体. 当此
效果被实现后, 它可以启发人们有目的地设计一些
特殊的热流扩散路径. 如图 12所示, Narayana和
Sato [39] 设计了一种同心层状的结构. 两种热导率
分别为κA和κB的普通材料A和B组合产生了各
向异性的热隐身衣.

对于背景材料而言, 他们使用了 5%的琼脂水
合物, 其热导率κh ∼ 0.56 W/mK. 由于需要保证
器件不对外场分布产生影响 [66], 基底材料的热阻
抗需要和两种材料通过有效媒质理论计算出来的

热阻值匹配.
如图 12所示, 他们设计的柱状超构材料由

40层 0.36 mm厚的热导率为κA = 0.13 W/mK
的天然橡胶膜和 0.38 mm厚的热导率为κB =

2.6 W/mK的含镍硅脂膜交替排列而成. 柱体内
径a为0.8 cm, 外径 b为2.7 cm. 整个热隐身衣材料
长度为5 cm, 被放置在一个琼脂板上. 他们也使用
了两种其他材料作为对照组. 第一种对比材料是一
个空心铜柱. 另一个种是聚亚安酯. 这两种材料一
种是热导材料, 另一种是绝热材料. 这两种材料也
和样品一起被放置在琼脂板上. 在实验中两侧的温
度控制在 41 ◦C和 0 ◦C. 根据尺寸, 相当于外界提
供了一个温度差 (∇T = 5.1 K/cm). 实验结果测到
的实际温度分布如图 13所示.

很明显, 热隐身衣还是不会扭曲外场的温度分
布, 而铜板和聚亚安酯的存在就能扭曲外场的温
度分布. 铜环的高热导率可以成功地让热流绕过
中心区域, 根据测量, 在 r < a区域, 温度梯度仅为
0.25 K/cm (是外加梯度的 5%). 作为对比的另一
个材料聚亚安酯中心的热梯度约为 3.5 K/cm (是
外加梯度的70%). 模拟显示, 热隐身衣内部不会有
温度梯度. 根据实验结果测量, 内部的温度梯度约
等于0.38 K/cm(外加梯度的7%). 可见热隐身衣对
热流的屏蔽效果堪比铜环.
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图 11 热隐身衣的温度分布 (a) C = 0.25; (b)多层材料组合来实现 (a)中的热隐身衣; (c)多层结构的放大图; (d) C = 0.1; (e)组
合实现 (d)图中的热隐身衣; (f)用来展示 (e)图中的多层隐身衣的; 热流线和等温线由黄色和绿色的线分别表示; 参数为 R1 = 1 m,
R2 = 2 m [42]

Fig. 11. Temperature profile for a thermal cloak: (a) C = 0.25; (b) the multilayered composition realization for the cloak in
(a); (c) a close-up view of the multilayered cloak in (b), showing the constitutive materials available in nature; (d) C = 0.1;
(e) the multilayered composition realization for the cloak in (d); (f) a close-up view of the multilayered cloak in (e) showing
the constitutive materials. Thermal flux and isothermal lines are represented in yellow and green, respectively. Parameters:
R1 = 1 m and R2 = 2 m [42].

(a)

a

b

(b)

图 12 (a) 各向异性的热隐身衣的如何通过两种材料交替同
心排列构成; (b)一张多层热聚集器的剖面图 [39]

Fig. 12. (a) A sketch to show how to fabricate an
anisotropic thermal cloak; (b) cross-sectional schematic
graph of a multilayered thermal concentrator [39].

315 K

273 K

图 13 在实验实地测量中得到的热隐身衣和热聚集器温

度分布结果图 [39]

Fig. 13. Experimentally measured temperature map
for the reported thermal cloak and concentrator [39].

此外, 该课题组还利用相同的两种材料通过一
种特殊的排布 (见图 12 (b))制造了一个热聚集器.
在设计中, 不同于压缩变换的径向堆叠, 拉伸变换
是通过在切向上交替排列堆叠 4层和 2层的A, B

材料来实现. 他们提供了外加温度梯度, 并测量了
热聚集器的温度分布. 在图 13中热聚集器将整个
环中的热流压缩到了一个很小的区域, 当内部的
能量密度被极大提高的同时, 外场仍然能够保持均
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匀. 可以非常清楚地发现, 与热隐身衣情况截然相
反, 外圈的热流线向内弯折. 这可以提高内部的温
度梯度, 同时不会对外面造成影响. 最后实验结果
显示, 热聚集器的存在可以将 r < a区域内的热梯

度提高44%.

3.4 非稳态热隐身衣的实验表现

Guenneau等 [38]尝试给出一种行之有效的方

法来制造非稳态的热隐身衣. 他们的设计和文
献 [39]静态热隐身衣类似, 但是在在细节上更为复
杂一些. 他们想通过使用大量均匀的热扩散系数为
常数的层状材料来组合出一个广域的隐身衣. 为了
达到这个目的,整个设计被分成两步: 第一步,标准
化和同质化热导率, 并且得到各向异性但均匀的热
扩散系数Khom = κhom/ρc, 这一方法减化了数值
计算, 当用多层隐身衣去近似得到理想隐身衣时,
将用到M层匀质同心环; 第二步, 利用上面的方法,
需用匀质化的N层, 其具有更细的各向同性的薄层
去近似每一层 i, i = 1, 2, · · · ,M . 这意味着将有总
数为NM之多的各向同性的薄层. 当然这个数字
可能会很大, 使用的参数为N = 2和M = 10. 一
个相应的数学论证可以在薛定谔和声波方程中找

到 [31], 他们详细地描述了匀质化的过程和方法. 首
先, 这样一个设计需要用到材料的扩散系数.

当然, 在整个同质化过程中一个径向变化或与
r相关的行列式是一个主要问题. 于是, 可利用数
学技巧推导出一个各向异性热导率的变体κ′′:

κ′′
r =

(
R2

R2 −R1

)(
r′ −R1

r′

)2

,

κ′′
θ =

R2

R2 −R1
. (40)

这个近似是通过让κ′
r′和κ′

θ′乘上径向变化的

行列式得到的. 这样, 就可以只用方程 (40)作为热
隐身衣的参数, 从而成功地将质量和热容项的行列
式去除掉. 当然, 这样的一步简化得到的参数是基
于以下近似:

∇ · (κ′′∇T ) = det (J)∇ · (κ′∇T )

+ κ′∇ · (det (J)∇T ) . (41)

这个近似只有在扰动κ′∇· (det(J)∇T )足够小的时

候才成立. 这个条件在热隐身衣的外部边界是不
具备的, 这就造成了热隐身衣和背景之间因材料扩
散系数不同而产生的界面热阻. 当然, 我们将在后

面看到尽管如此, 隐身衣内部的热保护作用仍然
有效.

下一个需要面对和解决的问题就是热隐身衣

内部存在的各向异性热导率. 如果热隐身衣由两
种各向同性且均匀的厚度分别为dA和dB, 热导率
为κA和κB, 密度为ρA和ρB, 密度为 cA和 cB的薄

层交替排列组成的话, 这种混合物的等效材料参
数即为

1

κr
=

1

1 + η

(
1

κA
+

1

κB

)
, κθ =

κA + κB
1 + η

,

⟨ρc⟩ = ρAcA + ηρBcB
1 + η

. (42)

它们分别被描述为一个调和函数和两个几何平均,
此处 η = dB/dA是A薄层和B薄层的厚度之比, 且
dA + dB = 1. 可以用商业模拟软件COMSOL通过
有限元模拟来检测这一近似设计得到的热隐身效

果, 见图 14 . 根据模拟结果, 我们可以看出利用两
种不同种类的各向同性均匀的同心圆排布的薄层

材料, 可以比较好地得到各向异性非均匀的隐身衣
效果.

(a) (b)

(c) (d)

0

0.5

1

图 14 热流在上从多层结构隐身衣的左侧流向右侧, 该
结构由 20层各向同性且同一厚度的薄层组成 在 (a)
t = 0.001 s, (b) t = 0.005 s, (c) t = 0.02 s, 以及 (d)
t = 0.05 s时的分布如图所示, 图中的灰色线代表等温
线, 且温度被归一化; 模拟参数为 R1 = 1.5 × 10−4 m,
R2 = 3× 10−4 m [38]

Fig. 14. Diffusion of heat from the left toward a mul-
tilayered cloak, which consists of 20 homogeneous lay-
ers of equal thickness, at time (a) t = 0.001 s, (b)
t = 0.005 s, (c) t =0.02 s, and (d) t = 0.05 s. The
mesh is formed by heat flux streamlines and isother-
mal lines. Parameters: R1 = 1.5 × 10−4 m and
R2 = 3× 10−4 m [38].
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为了能够验证上述理论, Schittney等 [40]在

2013年发布了他们的非稳态热传导隐身衣实验结
果. 受到之前理论工作以及一些相应的实验方法
的启发, 他们选择 10个等厚度的环,通过交替不同
热导率薄层的排布来近似出从R2到R1逐渐降低

的径向材料参数. 每一环的热导率κi (i = 1—10
是从热隐身衣内部到外部排列)由方程 (41)定义,
据此可以很好地去拟合方程 (39)给出的材料参数.
在R1 < r < R2范围内, 单位为W/mK, 每一层的

热导率分别为: κ1 = 0.15, κ2 = 394.0, κ3 = 2.91,
κ4 = 390.0, κ5 = 11.26, κ6 = 382.7, κ7 = 19.02,
κ8 = 375.0, κ9 = 26.38, κ10 = 367.6. 根据方程
(39)和 (41)ρc不再乘以det, 因此不具有径向分布,
也就是说可以被视为常数. 为了能够尽可能贴近
以上的参数, 要求背景热导率为κ0 = 85 W/(Km).
他们通过一对环来拟合贴近各向异性的材料参数,
为了能够使得近似足够精确, 环与环之间的距离需
要相比于温度梯度亦即热扩散尺度而言足够小.

(d)

图 15 非稳态热隐身衣的实验装置和实验结果图 实验样品是由一整块铜板在上面打好洞然后在洞里填充PDMS制成的;
(c) 实验的设计样品被弯成一个U 形放入冷热水槽热浴, 然后温度分布由上方的红外热成像仪拍摄; (d) 非稳态热传导在热
浴后各个时刻的温度分布, 左侧为热隐身衣结构, 右侧是一块铜板作为对照组; 通过实验结果可见热隐身衣可以有效地使隐
身区域与外界热传导隔绝, 形成一个无热梯度且比外界温度低许多的热隐身区域, 而且不会对外场产生影响; 理论与实验结
果符合得相当好 [40].
Fig. 15. (a)–(c) The experiment installation of Schittny’s group. They fill PDMS into the hole drilled in a copper
plate and a infrared camera is used to measure the heat distribution of the device; (d) the experiment results of
unsteady state heat flow cloak and a copper case as reference are presented [40].
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为了利用两种材料得到上述不同的热导率, 他
们设计了几种混合结构: 通过在铜板上钻洞并且
向洞中注入软物质聚二甲基硅氧烷 (PDMS), 利用
两种材料所占的体积分数来调和出符合要求的热

导率. 铜板的热导率为κCu = 394 W/(Km), 填充
物PDMS的热导率为κPDMS = 0.15 W/(Km), 前
者比后者大了将近三个数量级. 另一个重要参数即
质量密度和比热容的乘积, 铜板和PDMS的值分别
为: ρc = 3.4 MJ/Km3和ρc = 1.4 MJ/Km3.

根据之前的介绍, 尺度对热超构材料没有影
响. 考虑到这一点, 图 15 (a)—(c) 给出了在室温
环境下的非稳态热传导隐身衣的实验装置图. 在
实验中, 整个装置的尺度被限定为R1 = 2.5 cm,
R2 = 5 cm, 每一个环的的厚度为 2.5 mm. 为了
测量非稳态的温度数据, 他们采用了传统的热红
外摄像机 (FLIR A320). 依照基尔霍夫定律, 能够
得到近似 100%吸收等同于辐射的效应至关重要.
PDMS的存在可以有效地消除铜板表面的反射现
象, 从而利于摄像机成像. 此外一层 100 µm厚的
PDMS薄膜也可以对抗热耗散效果. 在热传导过
程中, 由于外界空气的存在,不可避免地会有热对
流和辐射效应出现, 这就会让传热在实际上比理论
复杂. 为了克服这些问题实验中装置的厚度被定
为 2 mm, 这极大地提高了整个体系的热容, 从而
极大地减少了对流和辐射耗散对实验结果的影响.
图 15 (d)给出了完整非稳态热隐身衣的实验结果和
作为对照组的铜板在不同时间节点上的结果. 实验
中 t = 0是装置刚开始进行热浴的时刻.

通过观察实验结果, 很明显可以看出热隐身衣
的中间区域在整个实验过程中都比外面的环境温

度要低. 热隐身衣的存在可以保护中间的隐身区域
免于被外界热流影响. 一个无温度梯度的区域可以
通过这种混合结构生成. 总而言之, 实验结果和理
论计算符合得相当好. Sato和Schittny 等的工作,
给予变换热学理论以实验上的支持.

3.5 双层热隐身衣

双层结构的热隐身衣如图 16所示. 这种热隐
身衣仅有两层各向同性的材料组成, 这无疑是简化
到极致的热隐身衣设计 [67]. 双层热隐身衣由一个
内层 (a < r < b)和外层 (b < r < c)组成, 两层的
热导率分别设为κ2和κ3, 背景的热导率为κ0. 这

种设计仅仅用到了自然界中最基本的材料, 通过简
单的排布就能实现我们渴望已久的热隐身效果. 这
无疑是一个非常巨大的进步.

a c

b

Cloaking
region

κ

κ

κ

κb

图 16 双层结构热隐身衣的 3D展示图, 整个样品完全由
自然材料组成 [67]

Fig. 16. Schematic illustration of the 3D bilayer ther-
mal cloak with naturally available materials [67].

双层热隐身衣从第一性原理出发, 通过直接解
稳态热传导方程得到令外场不扭曲、内部无梯度的

解. 这种方法的得到的热隐身衣鲁棒性极强, 同时
大大减少了实验设计的难度. 之后许多实验均是
基于双层热隐身衣设计的, 而且这种从第一性原理
出发的方法打开了变换热学的思路, 也促进了更多
简化热超构材料的设计, 并且为实现特殊功能操控
热流增加了自由度. 对于稳态的无热源的热扩散
情况, 如前面提及的主方程满足拉普拉斯方程的形
式. 通过解这个方程, 我们可以给出在空间各处的
温度分布, 这一分布可以表达为

Ti =
∞∑

m=1

[
Ai

mrm +Bi
mr−m−1

]
Pm (cos θ) , (43)

此处Ai
m和Bi

m (i = 1, 2, 3, 4)均为常数, 且可以
由边界条件惟一确定; Pm (cos θ)为勒让德函数, 且
m为解得阶数, Ti代表了不同区域里的温度分布:
i = 1, 是隐身区域 (r < a), i = 2代表了内层热隐

身衣; i = 3, 是外层热隐身衣; 而 i = 4是背景环境

(r > c).
假设一个温度分布具有沿着 z方向的均匀

的温度梯度 t0. 在远场 r → ∞, T4将趋向于

−t0r cos θ, 因此我们只考虑m = 1的情况. 又因
为在中心位置 r → 0, T1应该是收敛而非发散的,
可以得到B1

1 = 0. 考虑到温度场和热流分量在边
界上是连续的, 可以得到边界条件如下:
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Ti |r=a,b,c = Ti+1 |r=a,b,c ,

κi
∂Ti
∂r

∣∣∣∣r=a,b,c = κi+1
∂Ti+1

∂r
|r=a,b,c ,

(44)

式中, κ4 = κ0且κ1是内部物体的热导率. 假设内
层是一个非常完美的绝热材料, 即κ2 = 0, 这使得
外场无法穿透这一绝热层达到隐形区域. 那么对于
热隐身衣来说, 内部隐形区隔热内部无梯度的第一
个特性就算达到了, 剩下还有一个任务就是需消除
外场的扭曲. 把方程 (44)代入方程 (43)由于B4

1被

设为0, 可以得到

图 17 模拟得到的稳态温度分布和实验得到的测量结果图

(a), (b) 被隐形物体直接放在热场中的分布; (c), (d) 在物
体外只放上内层; (e), (f)双层热隐身衣的效果参数 a = 6,
b = 9.5, 以及 c = 12 mm; (g), (h)双层热隐身衣在点热源中
的表现 [67]

Fig. 17. Simulated and measured temperature distribu-
tions for the steady state. (a), (b) The reference structure
of the object inside; (c), (d) the reference structure of in-
ner layer; (e), (f) the proposed bilayer cloak witha = 6,
b = 9.5, and c = 12 mm; (g), (h) the proposed bilayer
thermal cloak in the presence of a point heat source, emit-
ting cylindrical heat fronts. Isothermal lines are also rep-
resented with white color in the panel [67].

κ3 =
2c3 + b3

2(c3 − b3)
κ0. (45)

很明显, 只要方程 (45)一旦成立, 那么双层热
隐身衣就能根据这个参数被制造出来. 上面的方
程表明, 只要知道了三个参数中κ3, κ0, c/b的两个,
第三个就能够被惟一确定下来. 如果κ3和κ0给定,
c与 b的比例就可以得到, 这说明人们可以通过直
接调节双层结构的几何尺度来实现热隐身效果而

非改变采用的材料.
与此类似, 我们还可以推导出二维情况下

的双层结构热隐身衣的参数, 其表达式为κ3 =

κ0(c
2 + b2)/(c2 − b2).
二维双层热隐身衣可以由有限元模拟和实验

来验证其在热场中的表现. 如图 17所示, 我们可以
发现如同传统隐身衣一样, 被遮蔽的区域不存在温
度梯度, 同时外场也不会被隐身区域内部的物体影
响而产生扭曲. 实际制作出来的样品表现也非常之
好, 这种结构在实现热传导隐身功能上具有重大的
意义: 它从第一性原理而非变换热学角度出发以非
常简单的两种自然材料实现了热隐身衣.

3.6 热超构材料实验中的软物质材料

通过理论部分的介绍, 可以知道在变换空间中
热导率的值取决于雅可比矩阵J , 亦即热导率可以
写成个一个各向异性的二阶张量. 但在自然界中
存在的几乎所有材料, 其热导率多均匀且各向同性
的. 因此实验中, 依据有效媒质理论, 人们会用两
种或多种各向同性的不同材料通过一定的结构来

构建出等效各向异性的热导率材料. 在实验中, 广
泛的使用PDMS这种软物质材料作为实验中的基
本素材来制备实验装置, 主要由于以下几点原因.

1) 对于两种不同的固体材料, 即使表面再光
滑, 在接触时也会产生接触热阻, 如图 18所示, 在
固体和固体接触的界面会存在很多空隙, 空隙中存
在着空气. 众所周知, 空气是热的不良导体, 热导
率几乎接近于零, 这样一来, 会造成两个固体接触
界面的温度不连续, 从而造成能量的大量损失, 给
实验带来不必要的误差和困难. 然而, 若用软物质
材料就可以很好地解决这个问题, 如图 18 (b)所示,
由于软物质材料和固体界面能够充分接触, 也就不
存在空气产生热阻的问题, 温度在不同的界面之间
是连续的. 也正因此, 人们会选择软物质材料来制
备实验样品.
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(a)

DT  
DTa

DT

(b)

图 18 接触热阻示意图 (a)固固界面间存在接触热阻, 这使得界面间温度不连续; (b)固体与软物质界面
接触后, 界面间的接触热阻可以忽略, 保证了界面间温度的连续
Fig. 18. A sketch showing the thermal contact resistance: (a) There exist thermal contact resistances
between the solid-solid interfaces, where the temperature distribution is not continuous; (b) the
interfaces are filled with soft matters, and the temperature distribution there holds continuity.

2)软物质材料通常有比较低的热导率, 依据有
效媒质近似理论, 实验中往往通过在高热导率材料
上填充低热导率材料来调配出实验需要的参数. 基
于第一点讨论, 由于软物质材料一方面可以降低接
触热阻, 另一方面作为天然的热绝缘材料可以作为
填充材料来降低整个系统的热导率, 从而得到预期
的试验参数.

3) 软物质材料可以作为一层保护膜覆盖整个
样品, 一方面可以保护金属样品表面免于被空气氧
化, 保证了实验参数不会因为金属氧化而发生改
变; 另一方面这层软物质保护膜可以有效地对抗实
验中由空气对流带来的热耗散, 有助于提高实验测
量的精度, 帮助控制实验变量.

4) 由于热超构材料的观测和实验验证往往需
要红外热成像仪进行拍摄, 如果样品使用金属, 金
属表面会产生反射, 导致热摄像仪无法拍摄出样品
表面的热分布图. 当软物质材料覆盖样品后, 会杜
绝反射的发生, 从而使得实验测量变得可行. 在实
验中, 为了保证能够拍摄到温度分布结果, 所有样
品表面都需要使用软物质材料进行包膜处理.

4 非线性变换热学

最近, Li等 [68,69]考虑了更为普适的热传导过

程, 即热导率会随着温度发生变化. 从而, 发展出
了一套非常有趣的新型变换热学理论——温度相
关的非线性变换热学. 利用这一新的理论工具, 人
们可以设计出原有变换热学无法实现的新型热超

构材料. 这一过程丰富了热超构材料的设计, 且这

种自耦合的新型变换方法还可以被推广到其他领

域, 诸如声学、电磁学和光学等. 下面我们将详细介
绍非线性变换热学的细节.

4.1 非线性变换热学理论

首先考虑稳态无热源热传导中的广义傅里叶

定律:

∇ · [κ(T ) · ∇T ] = 0. (46)

此方程中最值得注意的一点是张量κ(T ), 它
是温度T的函数. 我们需要知道方程 (46)是否在
坐标变换下仍然具有方程形式的不变形. 只有如
此, 才能够继续得到新的变换空间中的热导率张量
κ̃(T ).

在一个n维曲线坐标空间中具有协变基

(g1, g2, · · · , gn), 那么方程 (46)的分量形式可
以写为

∂iκ
ij(T )∂jT + Γ i

ikκ
kj(T )∂jT = 0, (47)

上式中Γ i
ik是克里斯托弗符号, 被定义为坐标xi的

微分 gk中第 i个逆变分量; κij是给定空间热导率

张量中的第 ij个逆变分量. 此处采用了爱因斯坦求

和约定, 使得累加符号
∑n

i=1

∑n

j=1
被约去.

方程 (47)在引入度规张量G后可以被进一步

简化. G的分量被定义为 gij = gi · gj . 克里斯托弗
符号可以表示为

Γ i
ik =

1

2
gil∂kgil =

1
√
g
∂k

√
g, (48)
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此处 g是矩阵gij的行列式. 现在得到了方程 (46)
的分量形式:

∂i
√
gκij(T )∂jT = 0. (49)

在曲线坐标系统中, 逆变基 (g1, g2, · · · , gn)的
矩阵形式就是从物理空间变换到曲线空间的雅克

比矩阵J . 于是可以得到
√
g =

√
det (J−TJ−1)

= det(J−1) =
−1

det(J), (50)

式中上标T代表矩阵的转置. 当变量从曲线坐标系
笛卡尔坐标系xi变化到笛卡尔坐标空间x′i后, 方
程 (49)会变成

∂

∂xi

κij (T )

det(J)
∂T

∂xj

=
∂

∂x′k
∂x′k

∂xi

κij (T )

det (J)
∂x′l

∂xj

∂T

∂x′l

=
∂

∂x′k
Jk

i k
ij(T )J l

j

det(J)
∂T

∂x′l = 0. (51)

可以从上面的式子看出两点: 第一, 在坐标变
换下, 方程形式仍然保持不变; 第二, 就是我们想要
得到的物理空间中的热导率张量 κ̃(T )和温度不相

关的经典变换热学得到的新坐标空间中的热导率

张量具有相同的形式:

κ̃(T ) =
Jκ(T )J t

det(J) , (52)

其中 κ̃(T )和κ(T )就是热导率的矩阵形式.
现在温度相关变换热学的有效变换理论已经

被证明, 我们可以寻求利用这种温度相关性来为设
计新材料服务. 然而, 该变换本身可以如我们预期
那样改变热传导过程吗？因此下一步需要考虑是否

可以得到一个等价于如方程 (52)所描述的温度相
关的热导率那样的温度相关的变换. 如此我们就可
以将方程 (52)改写为

κ̃(T ) =
J̃(T )κ0J̃

t(T )

det
[
J̃(T )

] , (53)

其中κ0是与温度无关的背景热导率. 详细证明请
参阅文献 [68]的补充材料.

综上, 到这一步为止, 我们基本完成了非线性
温度相关的变换热学理论铺垫. 最为重要的结论就
是方程 (52), 这方程表明热导率和温度的相关性可
以通过温度相关的变换引入. 这个推论将直接导致
下一节介绍的开关热隐身衣和宏观热二极管.

4.2 开关热隐身衣及宏观热二极管

传统的热隐身衣可以保护中间区域免受外部

的热流热通量影响, 且可以保证该区域稳定在一个
恒定的温度值, 同时内部物体的存在也不会对外场
的温度分布产生扰动, 如图 19所示. 为了实现隐身
效果, 考虑到极坐标, 我们需要在径向进行一个简
单的压缩变换. 鉴于热隐身衣在前文已经讨论过多
次, 在此直接给出热隐身衣的变换公式:

r′ = r
R2 −R1

R2
+R1. (54)

R

R

rϕ

图 19 热隐身衣示意图, 其参数为R1和R2, 红色的箭头
代表热流及其传递方向, 热隐身衣的存在不会影响R2之

外的空间, 热流也无法进入R1以内的区域 [68]

Fig. 19. Schematic graph depicting a thermal cloak
between radius R1 and R2. The red lines with arrows
denote the flow of heat: the cloak does not disturb the
heat flow at a region with a radius larger than R2; the
heat flux cannot enter a central region with a radius
smaller than R1

[68].

为了能够实现对不同方向流过热流的不同响

应, 从而制造宏观热二极管, 我们需要两种不同的
热隐身衣: 一种在高温下可以展现隐身功能 (A型
隐身衣), 在低温下变为普通的背景材料; 第二种是
在低温下出现隐身功能 (B型隐身衣), 在高温下成
为普通背景材料. 这两种具有开关功能的热隐身衣
所具有的开关功能需要由外场温度的变化而被自

动激活. 为了能够达到此目的, 一个办法是根据上
面提到的内容对方程 (54)进行改变:

r′ = r
R2 − R̃1(T )

R2
+ R̃1(T ). (55)

可见上式和方程 (54)具有相同的形式, 区别在于
R1被替换为了 R̃1(T ). 这里A型开关热隐身衣有
R̃1(T ) = R1

[
1−

(
1 + eβ(T−TC)

)−1
]
, 而对于B型

R̃1(T ) = R1/
(
1 + eβ(T−TC)

)
. 此处TC是开关隐身

衣的相变点, 在其附近决定了热隐身衣的开和关;
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β是一个缩放因子, 用来调节相变的趋近速度, 在
文中被设为2.5K−1.

迄今, 为了在隐身装置中实现开关功能, 我们
需要得到热导率的张量. 在极坐标系中, 开关热隐
身衣的张量写作diag[κ̃r(T ), κ̃θ(T )], 其中:

κ̃r(T ) = κ0
r′ − R̃1(T )

r′
,

κ̃θ(T ) = κ0
r′

r′ − R̃1(T )
, (56)

κ0 表示温度无关的背景材料的热导率.
接下来, 我们用COMSOL进行有限元模拟.

一个内径为 1 cm, 外径为 2 cm的热隐身衣被放在
一个 8 × 7 cm2的模拟环境中, 如图 20所示. 热流
从左边界的高温区TH 流向右侧的低温区域, 其温
度被设定为TL. 同时, 模拟环境的上下边界条件为
热绝缘.

A型热隐身衣的结果如图 20 (a)和图 20 (b)所
示. 在图中, 处于高温环境下 (T = 340—360 K),
我们可以观察到热隐身衣可以把内径内的物体隐

藏起来并实现隐身功能. 然而, 在环境温度下降到
足够低以后 (T = 300—320 K), 此时隐身功能被关
闭, 这意味着热隐身衣外部的温度场将会因为内部
物体的存在而被扭曲, 就如同热隐身衣根本不存在
一样. 由于A, B两型热隐身衣中存在反对称性质,
可以看出B型开关热隐身衣在低温环境下产生隐
身衣作用, 在高温下等同于背景材料.

像方程 (56)那样的热导率既不均匀又非常的
各向异性, 而且还是温度相关的, 这使得实验实现
非常困难. 实际上, 为了造出这样的材料, 我们可
以通过简单地重复交替排布两种各向同性均匀、但

必须温度相关的材料薄层来实现. 两种薄层的厚度
分别为d1和d2, 热导率为κa何κb. 为了简化计算,

360

360 356 352 348 344 340 330 316 312 308 304 300

340T/K 320 300T/K

-4 -2 0 2
x/cm

4 -4 -2 0 2
x/cm

4

-3

0

y
/
c
m

3

-3

0

y
/
c
m

3
(a) (b)

(c) (d)

图 20 二维有限元模拟得到的开关热隐身衣 (a), (c)当温度大于 340 K时开启热隐身功能; (b), (d) 温度低于 320 K;
不同的颜色代表了温度分布, 黑色的线条代表等温线; 热流仍然从左向右传播, 上下边界为热绝缘; (a)和 (b)展示了热
导率为方程 (56), (c)和 (d)展示了通过两个薄层交替 10次得到的结果; 薄层的热导率 κ1(T )和 κ2(T )由有效媒质理论得

到; 在 (a)—(d)中, 一个热导率为 0.01 W/mK的物体放在热隐身衣内部; 参数如下: κ0 = 1 W/mK, κa = 0.1 W/mK,
κb = 10 W/mK; R1 = 1 cm, R2 = 2 cm; TC = 330 K [68]

Fig. 20. Switchable thermal cloaks obtained by two-dimensional finite-element simulations: (a), (c) Switch on for
the temperature above 340 K and (b), (d) switch off for the temperature below 320 K. The color surface denotes
the distribution of temperature, where isothermal lines are indicated; heat diffuses from left to right; the upper
and lower boundaries are the thermal insulation; (a) and (b) show the results of thermal conductivities calculated
according to Eq. (56); (c) and (d) show the results of ten alternating layers of two sublayers, with κ1(T )and κ2(T )

given by Eq. (57) (EMT). In (a)–(d), an object with thermal conductivity 0.01 W/mK is set in the central regionwith
radius R1. Parameters: κa = 0.1 W/mK, κb = 10 W/mK, R1 = 1 cm and R2 = 2 cm, and Tc = 330 K [68].
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在本文中取d1 = d2. 根据之前提到的有效媒质理
论, 对于传统热隐身衣两种交替薄层的热导率和背
景材料需要满足关系κaκb ≈ κ2

0. 为了能够赋予传
统隐身衣以随温度的开关功能, 一些相应的类似于
之前我们对 R̃1(T )进行的数学操作必须施加在κa

和κb上. 因此我们可以得到温度相关的薄层热导
率κ1(T ) 和κ2(T ):

κ1(T ) = κa +
κ0 − κa

1 + eβ(T−TC)
,

κ2(T ) = κb +
κb − κ0

1 + eβ(T−Tc)
. (57)

(57)式 当 T 远 大 于 TC时, κ1(T ) → κa,
κ2(T ) → κb; 当温度T远小于TC时, κ1(T ) → κ0,
κ2(T ) → κ0. 也就是说: 在高温情况下热隐身
效果被激活, 在低温情况下隐身衣变成了和背景
相同的材料. 方程 (57)为我们实验上实现 (56)的
理论预测提供了非常方便且实际的指导. 接下
来, 我们将多层交替结构实现A型开关热隐身衣
的模拟结果展示在图 20 (c)和图 20 (d)中. 可见有
效媒质理论和理论预测结果非常接近, 证明此方
法的可行性. 通过同样的方法, 也可以实现B型
隐身衣.
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图 21 (a)热二极管的示意图, 一个由黑色实线标出的矩形代表二极管区域, 外部的模糊区域代表了一个完整的热隐身衣设
计, 但是在二极管中这些区域并不存在; I, II, III三个区域在图中分别标出; 箭头指向代表了热流的方向, 而长度代表了热
流大小; 热流从右侧到左侧比从右到左的要少很多; (b)热流 J和温度差的数据点图; (c)和 (d)是热二极管的二维有限元模
拟图, (c)为绝热情况, (d)为热导通的情况, 颜色是温度值, 白色的箭头代表热流方向, 长度代表热流量; 上下边界同样是热
绝缘, 中间区域热导率为 10 W/mK; 其他参数: κ0 = 1 W/mK, R1 = 3.6 cm, R2 = 4 cm, 且 TC = 330 K [68]

Fig. 21. (a) Sketch of a thermal diode, which is the rectangular area enclosed by the solid black lines. The blurred
area outside is a reference and actually does not exist in the design. I, II, and III represent three regions, respectively.
Here, the arrows indicate the direction of heat flow; the length of the arrows represents the amount of heat flux: the
heat flux transferred from right to left (upper panel, the insulating case) is much smaller than that from left to right
(lower panel, the conducting case); (b) heat current J versus temperature bias ∆T ; (c), (d) thermal diode obtained
by two-dimensional finite-element simulations: (c) the insulating case and (d) the conducting case. The color surface
denotes the distribution of temperature; the white arrows represent the direction of heat flow; the length of the
white arrows indicates the amount of heat flux; the upper and lower boundaries are the thermal insulation. Thermal
conductivities are calculated according to Eq. (3); an object with thermal conductivity 10 W/mK is set in the central
region with radius R1. Parameters: κ0 = 1 W/mK, R1 = 3.6 cm, R2 = 4 cm, and Tc = 330 K [68].
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上面关于开关热学隐身的讨论可以帮助我们

设计一种宏观热二极管. 如图 21 , 二极管装置包含
三个区域: I, II和 III. 区域 I和 II中分别放置A型
热隐身衣和B型热隐身衣的一部分, 而 III区域就
是一个普通的热良导体. 与整个系统相比, 热隐身
衣效果在二极管中依然存在, 但并非完美. 仍然会
有少量的热流在绝缘状态下通过中间区域. 然而整
个热隐身衣的被截断为A型和B型两部分, 这两部
分的不对称性以及材料热导率对温度的不同响应

造成了当热流从不同方向传过来时, 系统会有截然
不同的热分布. 变换理论在此过程中扮演了非常重
要的角色: 正是由于引入了各向异性的结构, 这种

结构将热通量引导至边界从而极大地增加绝热时

的热流屏蔽效果.
有限元模拟结果显示如图 21中所示, 宏观热

二极管允许我们在热流从左流向右侧, 而当热流
试图反方向即高温在右侧时, 这块材料会限制热
流大小, 展现出热绝缘的性质. 这意味着热二极管
可以通过在区域 I和 II中放置A型和B型开关隐身
衣来实现. 此外, 对于不同的温度差, 我们计算了
沿x = 0方向的全部x分量积分得到的热流密度

J , 见图 21 (b). 该装置展现出了非常明显的整流
效果, 根据目前的参数设置整流比甚至可以达到
30左右.

282.0 K

355.0 K

285.1 K

354.4 K

图 22 宏观热二极管的设计图 (a)绝热情况; (b)导通情况, 两种铜制的通信层状结构被放置在发泡塑料板上, 为了能够更
清晰, 发泡塑料板在图中并未展示, 二极管的左右两侧被浸入在水中来提供稳定的温度；(a)当左侧为冷水, 右侧为热水时,
SMA和铜双金属片将翘起来从而阻止热流流入内部区域, (b)当两个容器调换为止后, 双金属片将会展平, 那么热流就会右
左侧传向右侧；(c), (d)实验上测量出宏观热二极管的温度分布, (c) 绝热, (d) 导通 [68]

Fig. 22. (a), (b) Scheme of experimental demonstration of the macroscopic thermal diode: (a) insulating case and
(b) conducting case. Both the copper-made concentric layered structure and the central copper plate (both displayed
in orange) are placed on an EPS plate which, for the sake of clarity, is not shown. The left and right sides of the
diode are stuck in water to promote constant temperature boundary conditions. (a) When cold water is filled in the
left container (light blue) and hot water in the right container (pale red), the bimetallic strips of SMA and copper
(white) warp up and the device blocks heat from right to left. (b) When the two containers swap their locations, the
bimetallic strips (white) flatten and the device conducts heat from left to right. (c), (d) Experimentally measured
temperature distribution of the device: (c) insulating case and (d) conducting case [68].

为了能够实现这种宏观热二极管, 我们同样也
采用了有效媒质理论. 如之前讨论, 开关热隐身衣
可以通过交替排列两种薄层得到. 薄层的热导率
需要对温度非常敏感并且要在相变点即TC左右发

生剧烈的数值改变. 诚然这种现象可以在一些特
定的相变材料中找到. 然而, 相变材料在操作中可
能会遇到非常多的限制和不便. 因此在超构材料

精神的启发下 (通过传统材料进行特定结构组配来
实现新颖的功能), 我们尝试用具有恒定常数热导
率的材料来实现宏观热导率, 方法就是利用结构上
的相变来代替求助于材料物理性质的相变来启动

开关隐身效果. 根据设计要求, 器件的几何结构在
温度变化时需要非常迅速地相应变化. 幸运的是,
我们发现形状记忆合金SMA可以提供我们想要的
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形状变化. 如图 22所示, 首先利用铜和发泡塑料泡
沫薄层交替组成了热隐身衣的切片. 在相变温度
附近, SMA薄片将会发生形变, 这种形变可以驱动
黏贴在SMA上的铜片接通或者断开与铜片的连接.
这种连接和断开状态可以被等效地看作是局部热

导率的相变. 因此, 温度相关的热学材料就可以通
过均匀的各向同性材料来实现. 同时, 因为宏观热
二极管是开关热隐身衣的一部分, 因此一整块这样
的材料可以通过相同的方法来实现. 实验结果在
图 22中展示. 在绝热情况下, 热流几乎无法进入内
部区域. 相反在图 22 (d)的中间区域存在非常明显
的热梯度. 同温度分布是水平的, 因此根据傅里叶
定律, 我们可以认为当热导率相同时, 温度梯度大
的情况其热流密度大.

综上, 一个具有整流作用的宏观热二极管被制
造出来. 一个这样的二极管在热保护、热耗散、甚
至热幻像等方面有非常多的潜在应用, 比如高效率
的冰箱、太阳能元件、节能建筑或者军事伪装. 因
此, 利用温度相关的热变换理论来构造具有非线性
效应的材料, 可以制造人们需要的可以多向整流
的宏观热超构材料. 由于变换理论的广阔应用范
围, 本文中提到的开关隐身衣和整流二极管还可能
被推广到地震波、声波、电磁波甚至物质波等其他

领域.

4.3 非稳态非线性变换理论

之前建立的稳态温度相关变换理论, 只考虑了
稳态的热传导情况. 下面我们将把该理论拓展到非
稳态热传导领域. 考虑到无热原的n维广义傅里叶

定律, 可以得到瞬时热传导方程:
∂ρc(T )T

∂t
= ∇ · [κ(T ) · ∇T ] , (58)

式中 ρ是质量密度, c是比热容, κ(T )是依赖于温

度的热导率张量. 将乘积ρc(T )视为一个整体并认

为它是温度相关的. 通过将方程 (58)在曲线坐标系
统 (xi, i = 1, 2, · · · , n)表示为对应的变换, 可以得
到需要的热导率在形式上和稳态的情况一致:

κ̃(T ) =
Jκ(T )JT

det (J) . (59)

另一个对于瞬时超构材料额外的要求是密度

和比热容的乘积需要再乘上雅克比矩阵行列式的

倒数:

ρ̃c̃(T ) =
ρc(T )

det (J) . (60)

这一要求使得在 ρ̃和 c̃中至少有一个是径向位

置相关的函数, 这就大大增加了设计和实验实现的
难度. 之后我们会展示一种简单的方法来处理这个
问题.

在稳态非线性热材料的研究中 κ̃(T )可以

表示为

κ̃(T ) =
J̃(T )κ0J̃(T )

T

det
[
J̃(T )

] . (61)

在 (61)中 J̃(T )是与温度相关的坐标变换对应

的雅克比矩阵, 而κ0是一个恒定的不依赖温度的

热导率. 类似地, 也可以得到:

ρ̃c̃(T ) =
ρ0c0

det
[
J̃(T )

] , (62)

其中ρ0和 c0分别是温度相关的质量密度和比热容.
基于上面的表达式, 可以制造一个在不同温度下表
现完全不同的热超构材料. 我们将以开关热聚集器
为例展示非稳态非线性变换热学理论.

(b)

(a)

R2

r'

on

off

R1

R3

R2

r'

R1

R3

图 23 开关热聚集器的示意图 (a)和 (b)分别代表热聚
集功能的开启和关闭; 红色箭头代表热流, R1和R3代表

内径和外径 [69]

Fig. 23. Schematic graphs of a switchable thermal con-
centrator when the concentrating effect is switched (a)
on or (b) off. The red lines with arrows represent the
flow of heat. R1 and R3 denote the interior radius
and exterior radius, respectively. R2 and r′ are also
indicated [69].

开关热聚集器的原理如图 23所示. 所有的讨
论仍在极坐标范畴下进行. 器件是一个灰色的环,
有内径R1和外径R3. 聚集器可以提高内部区域的
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温度梯度, 且不会对外场的温度分布造成任何影
响. 具体的热聚集器变换可以参考前面的章节, 以
及方程 (19)和 (20). 根植于之前的理念, 瞬时非线
性变换热学赋予了传统热聚集器在不同温度下具

有开启热聚集功能和关闭热聚集变为普通材料的

功能. 具体来说, 材料可以被设计为在温度低于特
定值TC时是传统的热聚集器, 而当温度高于此值
时变成和背景热导率相同的材料.

开关功能可以通过修饰方程 (20)得到. 要注
意一个等价变换 r′ = r和 θ′ = θ不会对温度分布和

热流造成影响. 把方程 (20)中的R2替换成R1, 我
们可以精确地得到一个等价映射. 因此可以构建
一个方程R∗(T ), 它可以在温度低于TC时取R1值,
而当温度上升到TC之上后, 取值变为R2. 这样的
一个R∗(T ) 具有如下形式:

R∗(T ) = R1 +
(R2 −R1)

1 + eβ(T−TC)
, (63)

式中β是缩放因子, 用来控制参数对温度的灵敏
性. 那么可以实现开关热聚集器的新变换, 定义为
r′ = F (r, T ), θ′ = θ.

F (r, T )

=


r

R1

R∗(T )
, r′ < R1,

r
R3 −R1

R3 −R∗(T )
+R3

R1 −R∗(T )

R3 −R∗(T )
,

R1 6 r′ 6 R3,

(64)

接下来, 一个希望得到的器材在极坐标下的热
导率分布, 结果如下:

对于 r′ < R1,κ̃r(T ) = κ0,

κ̃θ(T ) = κ0;
(65)

对于R1 6 r′ 6 R3,
κ̃r(T ) = κ0

[
1 +

R3

r′
R∗(T )−R1

R3 −R∗(T )

]
,

κ̃θ(T ) = κ0

[
1 +

R3

r′
R∗(T )−R1

R3 −R∗(T )

]−1

.

(66)

瞬时的温度相关变换理论不仅仅要求热导率

做出变化, 还要求质量密度和热容的乘积也要按照
方程 (61)进行变换. 对于开关热聚集器而言, 这个
乘积可以用下式进行表示:

ρ0c0

det
[
J̃(T )

] =



[
R∗(T )

R1

]2
, r′ < R1,[

1+
R3

r′
R∗(T )−R1

R3 −R∗(T )

][
R3−R∗ (T )

R3 −R1

]2
,

R1 6 r′ 6 R3.

(67)

需要注意到, 尽管热导率在内部区域是不变
的, 密度和热容的乘积还是需要做出调整. 这个事
实带来了额外的困难. 为了克服质量密度和热容
乘积带来的新问题, 我们提出一种近似方法来让
ρ̃c̃(T ) = ρc. 不同于广泛应用于非稳态热隐身衣
中的方法, 我们建议对传统的变换热聚集器不做任
何修正. 原因在于当聚集器中的R∗(T )接近R2时,
det−1

[
J̃(T )

]
在整个区域中的平均值为1:

∫ R3

0
det−1

[
J̃(T )

]
2πr′dr′

πR2
3

=
1

πR2
3

[ ∫ R1

0

(
R2

R1

)2

2πr′dr′

+

∫ R3

R1

(
1 +

R3

r′
R2 −R1

R3 −R2

)
×
(
R3 −R2

R3 −R2

)2

2πr′dr′
]
= 1. (68)

另外, 当聚集功能关闭后R∗(T )接近R1, 在空
间各点中det−1

[
J̃(T )

]
= 1. 因此热容和质量密度

的乘积不需要有任何的修正.
最后, 我们来看非稳态开关热聚集器在二维有

限元模拟中的表现. 为了将温度归一化, 所有长度、
温度、热导率和时间的单位被分别定义为: Lx/8 (L
是模拟环境的宽度和高度), 初始温度值, 背景热导
率κ0和L2

xρc/64κ0. 模拟图如图 24所示. 可以发
现如理论预测, 开关热聚集器的设计效果在理论模
拟中表现良好.

可见非线性温度相关变换热学具有非常强大

的功能, 通过设计不同的温度相关变换, 可以在不
同温度下令热超构材料具有完全不同的功能. 这是
之前变换理论不可能具有的功能. 除此之外, 除了
自场耦合以外, 该理论对多场耦合和多场调控具有
很强的指导作用. 鉴于变换理论在物理学各个领
域都有涉及, 此理论具有非常广泛的推广和应用前
景. 希望非线性的变换理论能够在其他不同领域激
起更多的想法和新颖的设计.
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图 24 开关热聚集器的有限元模拟结果 所有的物理量都被归一化, 热流从左流向右侧, 两边的温度被锁定, 而上下边界为热绝缘,
相变温度被设为 1, 期间在温度低于 0.9时表现如同热聚集器 (e)—(h), 当温度大于 1.1时整体变为和背景热导率相同的材料; 颜色
代表温度分布, 白色的线是等温线; 我们选取了不同时间下的温度分布截图, 其中 (a), (e) t = 2; (b), (f) t = 6; (c), (g) t = 10;
(d), (h) t = 14 [69]

Fig. 24. Results of the finite-element simulations for the switchable concentrator. All the physical quantities adopted are
nondimensionalized, as listed in the text. Heat conducts from left to right throughout the time and the temperatures on two
lateral boundaries are fixed. Upper and lower boundaries are thermally insulated. The critical temperature Tc is set to be
1. (a)–(d) The device functions as a concentrator at temperature below 0.9 and (e)–(h) the device is turned to be the same
as the background when the temperature is higher than 1.1. The temperature distribution is denoted by the rainbow color
surfaces, while the isothermal lines are indicated by the white lines. We take the snapshots of temperature distributions at
time (a), (e) t = 2; (b), (f) t = 6; (c), (g) t = 10; and (d), (h) t = 14 [69].
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5 结 论

变换热学为随心所欲地控制热流提供了一种

理论方法, 此外, 它为扩散系统带来了坐标变换理
论. 回顾当前热超构材料的发展, 可以看出传统的
热超构材料 (热隐身衣、热聚集器、热旋转器)通常
由容易获取的廉价材料组成, 在材料内部实现热流
操控的同时, 不会对外场的热传导产生影响. 这一
性质可以让这些材料作为非侵入式的热流调节元

件, 服务于大型热传导器件的内部. 而该领域最新
的进展——非线性热超构材料可以用来设计并制
成宏观热二极管和随温度变化可改变自身功能的

智能材料. 利用该原理设计的热二极管具有非常
可观的整流比, 有望成为热学计算机的基础元件,
例如: 将热学计算机与传统电子计算机杂化, 可以
“变废为宝”, 利用热能进行计算从而提高现有计算
机的效率, 并减少能量损耗. 诚然, 变换热学的发
展历史还非常短暂, 接下来, 我们认为它可能会在
以下四个方向取得新的发展.

1) 与变换光学相关的方向
自 2006年以来, 变换光学发展出了很多新的

和重要的推论. 因此, 非常多的具有新颖电磁波超
构材料被设计出来甚至实验上得以实现. 其中, 电
磁波隐身衣、聚集器、旋转器等在热学中都有了对

应的副本. 另一方面, 基于变换光学, 更多的根植
于波动本质符合波动方程描述的电磁波器件比如

超散射体等也应运而生. 像这种器件在热传导中并
没有相似的设计, 这主要是由于热传导的主导方程
式——扩散方程. 然而, 这些电磁场设备能够激发
更多的热场中的新颖材料设计, 比如, 电磁场中的
超散射体可能帮助科研工作者设计一种热超级吸

收器用来收集热能. 在变换光学理论的影响下, 还
有很多具有新颖功能的其他物理场中的超构材料

可以被引入热传导领域并发展为具有特殊功能的

热超构材料.
2) 与热传导相关的方向
当然, 在实验上非常有必要通过各种不同的结

构实现理论上提出的几种热超构材料, 并进一步在
各个领域应用它们去随心所欲地控制热流. 那么为
了将来的研究, 缩小基础研究和实际应用之间的鸿
沟需要被提上日程. 除此之外, 在此还要多提及一
下我们之前讨论的全部器材都是被放置在外场中,

且都是不考虑热源存在的. 我们也许可以将热源纳
入考量, 设计一种新的超结构材料将热源包裹, 制
成一种超级热收集器. 这种器件可以完全保存热源
耗散出来的热能, 从而让热源保持恒温, 或者将这
些热能无损地应用到其他需要热能的地方. 这看起
来难以置信, 但很有可能实现. 这是因为坐标变换
为材料设计提供了巨大的自由度. 我们甚至可以将
一个换装区域拉伸到无穷远处, 从而使得耗散的热
能永远也无法离开这个区域. 很明显, 这种超级热
能收集器具有非常多的潜在应用, 比如石油的油管
输送等.

3) 与三种热传递方式相关的方向
众所周知, 热传递有三种方式, 即: 热传导、热

对流以及热辐射. 宽泛地讲, 在固体中热传导占据
主导作用, 尽管热辐射和对流是不可避免的, 但热
对流的相对影响非常有限. 即便如此, 就算在固体
中为了精确控制热流, 我们也需要考虑到至少两种
热传递方式的共同作用. 幸运的是, 由于热辐射是
通过电磁波的形式发散的, 这可以被纳入变换光学
的控制领域. 那么, 为了能够更好地控制固体中的
热流, 有必要将变换光学和变换热学结合起来. 在
液体和气体中, 热对流是主要的热传递形式, 当然
其他两种方式仍然伴随存在. 为此, 人们需要建立
热对流方程所满足的变换流体理论, 并设计相应的
超构器件. 然后再与之前提到的热传导 (变换热学)
材料和热辐射 (变换光学)材料结合起来. 很明显,
这会遭遇非常多的困难和挑战. 另一方面, 值得一
提的是除了在固体, 液体和气体中的热传导作用,
热还能够通过热辐射在真空中传递. 在这种情况
下, 我们可以利用变换光学理论来设计对应的热超
构材料. 然而, 考虑到热辐射的形式, 此处存在一
个巨大的挑战, 那就是如何制造一个能够在全频域
下都能工作的电磁波材料. 在这方面, 仍需要更多
的研究和理论来克服.

4) 与组成材料性质相关的方向
热超构材料是通过将不同材料组分以特殊结

构组配的新型材料. 对于材料组分, 很有必要将现
在的线性响应推广到非线性响应. 更进一步地讲,
人们还应该研究宏观热传导机理和微观热传导机

理之间的异同, 从而设计全尺度应用的材料. 同时,
一些新产生的微观热材料也将影响人们对宏观热

传导的理解, 并激发更多的研究. 这类探索在芯片
降温和太阳能收集上有非常巨大的潜在应用价值.
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总而言之, 传统的变换热学理论和温度相关的
非线性变换热学理论以及在其指导下设计的热超

构材料可以在经济、民生、军事等领域产生更多的

具有奇异功能的新颖材料.
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Abstract
Heat transportation is one of the most ubiquitous phenomenon in the mother nature. Manipulating heat flow

at will is of tremendous value in industry, civil life and even military. It would be a common sense that in different
materials thermal properties are different. According to this knowledge people may design thermal materials to control
heat conduction. One of the most common and successful example is blanket, which has been invented for thousands of
years to keep us warm in cold days and keep icecream cool in summer. However, those great inventions are not powerful
enough to manipulate heat flow at will. So there are still a lot of demands for designing the so-called metamaterials
which have special properties that should not exist in nature.

In 2006, Leonhardt and Pendry’s research group (Pendry, Schurig and Smith) independently proposed a type of
optical metamaterial which is also called invisible cloak. This device is well known for bending light around an object
to make it invisible. Such a significant progress soon enlightened a lot of scientists in different aspects since it offers a
powerful approach to design metamaterials. The principle of invisible cloak, which is concluded as transformation optics
has been applied to light waves, acoustic, seismic, elastic waves, hydrodynamics and even matter waves as they all satisfy
with wave equation.

Although the conduction equation which governs the process of heat conduction is totally different from wave
equation, from 2008 to 2012, Fan’s group and Guenneau’s group established the theoretical system of transformation
thermotics. Since then, many thermal metamaterials with novel thermal properties have been figured out. Therefore, a
boom in transformation thermotics and thermal metamaterials has begun.

In this article, we will introduce some most recent achievements in this field, including novel thermal devices,
simplified experimental method, macro thermal diode based on temperature dependent transformation thermotics, and
the important role that soft matters play in the experimental confirmations of thermal metamaterials.

These works pave the developments in transformation mapping theory and can surely inspire more designs of thermal
metamaterials. What is more, some approaches proposed in this article provide more flexibility in controlling heat flow,
and it may also be useful in other fields that are sensitive to temperature gradient, such as the Seebeck effect and many
other domains where transformation theory is valid.
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