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忆阻自激振荡系统的隐藏吸引子及其动力学特性∗

包涵 包伯成† 林毅 王将 武花干

(常州大学信息科学与工程学院, 常州 213164)

( 2016年 5月 8日收到; 2016年 6月 6日收到修改稿 )

由压控忆阻替换三维自激振荡系统的线性耦合电阻, 实现了一种新型的四维忆阻自激振荡系统. 该系统
不存在任何平衡点, 但可生成周期、准周期、混沌等隐藏吸引子; 特别地, 当初始条件不同时, 系统出现了不同
拓扑结构混沌吸引子或准周期极限环与混沌吸引子的共存现象, 以及准周期极限环与多种拓扑结构混沌吸引
子的多吸引子现象. 理论分析、数值仿真和硬件实验的结果一致, 表明了所提出的忆阻自激振荡系统有着十分
丰富而复杂的隐藏动力学特性.

关键词: 忆阻自激振荡系统, 隐藏吸引子, 动力学特性
PACS: 05.45.–a DOI: 10.7498/aps.65.180501

1 引 言

长期以来, 学术界对于完全确定的常微分方程
构成的混沌系统的研究与发掘从未停歇过, 其中
研究最为广泛的是由自治常微分方程表示的三维

连续混沌系统, 有Lorenz系统 [1], Rössler系统 [2],
Chen系统 [3], Lü系统 [4]以及其他一些典型三维混

沌系统 [5−9]. 在三维混沌系统上加载线性或非线性
状态反馈控制器, 可获得各种四维超混沌系统 [9];
或者通过多段线性或非线性函数改造混沌系统, 可
增加指数 2平衡点的数量, 从而得到各类多涡卷或
多翼混沌系统 [10−12]. 一般连续自治混沌系统常微
分方程组可分为线性项和非线性项两个组成部分.
基于运算放大器与电阻、电容的有机组合, 可实现
混沌系统的加减与积分运算, 而基于模拟乘法器可
实现混沌系统的非线性运算 [13]. 因此, 大多数连续
自治混沌系统可采用运算放大器、模拟乘法器、电

阻和电容等分立元器件构建实现.
近年来, 作为第四种基本电路元件 [14], 忆阻与

其他现有的电路元件或器件相互组合连接、以电路

的形式在各个工程领域中得到了广泛的应用. 忆
阻是非线性电路元件, 引入电路后很容易实现电路
的混沌振荡, 因此忆阻混沌电路是研究较为广泛
的忆阻应用电路, 已有大量的文献成果报道 [15−18].
物理上新实现的忆阻器是纳米级无源元件 [19], 技
术实现难度大、整体造价高, 在短时间内无法达
到商用. 目前, 利用电阻、电容、电感、运算放大
器、模拟乘法器等分立元器件实现了多种忆阻模拟

器 [20−22], 或者基于特殊拓扑形式的电路构建了若
干广义忆阻模拟器 [23−25], 为忆阻及其应用电路的
建模分析和实验观察作出了重要贡献.

隐藏吸引子是近几年来新定义的一类吸引子,
其吸引盆与任何不稳定平衡点不相交, 在一些无平
衡点或具有稳定平衡点的连续混沌或超混沌系统

中均有发现, 得到了学术界的广泛关注并取得了大
量研究成果 [26−33]. 在文献 [1—12]中, 连续混沌系
统所生成吸引子的每一个涡卷均对应于 1个指数 2
的不稳定鞍焦, 为了有别于隐藏吸引子, 文献 [27]
把这些传统的吸引子新定义为自激吸引子. 隐藏吸
引子不是由不稳定平衡点激发的, 它与自激吸引子
有着完全不同的动力学特征. 此外, 共存多吸引子
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或共存无限多吸引子是非线性动力学系统中经常

碰到的一种奇异物理现象, 显示出系统具有多稳定
性或超级多稳定性 [34−38]. 由于共存的隐藏振荡行
为是一些实际非线性动力学系统在工程应用时所

不期望发生的动力学行为, 因此研究忆阻混沌系统
的实现方法及其存在的共存隐藏吸引子有着重要

的理论物理意义和工程应用价值.
在基于运算放大器和模拟乘法器实现的混沌

系统电路中, 采用一个忆阻替换与积分电路输入端
连接的、实现自变量或线性耦合变量的增益电阻,
即可实现忆阻混沌系统. 按照此思路, 由一个压控
忆阻替换文献 [39—41]提出的三维自激振荡系统
中的线性耦合电阻, 本文实现了一种新型的忆阻自
激振荡系统. 特别地, 新提出的忆阻自激振荡系统
不具有任何平衡点, 所生成的极限环或混沌吸引子
为一种新颖且奇异的隐藏吸引子 [26,27], 且对于不
同的初始条件, 系统将出现混沌吸引子、准周期极
限环等不同的共存隐藏多吸引子现象.

2 忆阻自激振荡系统

2.1 实现方案提出

连续混沌系统实现电路大多数是基于运算放

大器和模拟乘法器实现的. 为了构建一个忆阻混沌
系统, 最简单的方法是在已有的混沌系统实现电路
中, 采用一个忆阻替换某一与运算放大器输入端连
接的、实现自变量或线性耦合变量的增益电阻来实

现, 如图 1所示, 其中, W是忆阻元件.

WR

图 1 忆阻混沌系统的电路实现方案

Fig. 1. Circuit realization scheme for memristive
chaotic systems.

以非理想压控忆阻为例 [42]. 忆阻是一个二端
电路元件, 根据文献 [14]的定义, 其端电压v与端电

流 i之间的本构关系可表达为

i = W (v0)v, v̇0 = f(v0, v), (1)

式中, v0为忆阻内部状态变量, W (v0)为忆导函数.
假设忆阻的输入端电压为原n 维混沌系统的某一

状态变量xj , 则新构建的 (n+1)维忆阻混沌系统可
表示为

ẋ = G(x, xn+1), ẋn+1 = f(xn+1, xj), (2)

式中, 新增的一维状态变量xn+1代表忆阻内部无

量纲变量, x ∈ Rn且xn+1, xj ∈ R, G : Rn+1 →
Rn+1和 f : R → R为非线性函数.

2.2 系统的实现电路

文献 [39—41]提出并研究了一种三维自激振
荡系统. 为了便于分析和电路实验验证, 经简化后
的三维自激振荡系统的数学模型可描述为ẍ = (z + x2 − βx4)ẋ− ω2

0x,

ż = µ− x2.
(3)

令 y = ẋ, (3)式可转换成一阶常微分方程组形式表
示的系统模型

ẋ = y,

ẏ = (z + x2 − βx4)y − ω2
0x,

ż = µ− x2,

(4)

式中, x, y, z为 3个状态变量, ω0代表振荡频率, β
和µ为2个控制参数. (4)式所描述的非线性系统由
2个线性耦合项、1个常数项和 4个非线性项组成,
不存在任何平衡点, 可呈现出稳定的准周期振荡现
象 [39,40]和复杂的隐藏吸引子共存现象 [41]. 需要说
明的是, 当µ = 0时, 系统 (4)有一个原点平衡点,
其特征根为 1个零实根和 1对共轭虚根, 这时系统
(4)的运行轨线渐近趋向原点.

基于运算放大器和模拟乘法器的纯模拟电

路可实现 (4)式所描述的非线性动力学系统, 如
图 2所示, 其中, vx, vy, vz分别代表 3个积分电路
通道的电容电压状态变量, RC为积分时间常数,
且 v1 = v2x, v2 = −vyvz, v3 = −v1vy和 v4 = v21vy.
因此, 图 2的电路状态方程表示如下:

RCv̇x = vy,

RCv̇y = (vz + v2x − βv4x)vy − ω2
0vx,

RCv̇z = µ− v2x.

(5)

根据图 1所示的忆阻混沌系统的电路实现方
案, 采用压控忆阻W替换图 2中与运算放大器U2

反向输入端连接的、虚线圈内实现线性耦合变量的

增益电阻, 即可实现本文提出的新型忆阻自激振荡
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系统, 如图 2所示. 同样地, 由图 2电路可建立新构
建的忆阻自激振荡系统的电路方程为:

RCv̇x = vy,

RCv̇y=(vz+v2x−βv4x)vy−ω2
0W (vw)vx,

RCv̇z = µ− v2x,

RCv̇w = vx − vw.

(6)

-

⇁
U

C

vz

-

⇁

R⊳β U2

C
-

⇁
U

vy ֓vy

-

⇁

R
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C

vx

 kW  
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R
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M

v
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v
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M

v
M

v

v

v

R

R

vx

2R⊳ω0

W

图 2 系统 (4)的实现电路与忆阻自激振荡电路
Fig. 2. Realization circuit of system (4) and memris-
tive self-oscillated circuit.

为了避免直流漂移, 结合文献 [21, 42]提出
的忆阻数学模型, 本文考虑一种非理想压控忆阻
W (vw), 其数学模型为:iy1 = W (vw)vx = (a+ b |vw|) vx,

RCv̇w = vx − vw,
(7)

式中, a和 b为正实常数, vw为压控忆阻的内部状态
变量, vx为忆阻的输入电压, iy1为忆阻的输出并用
于第二积分通道积分运算放大器的反向输入. 一种
基于运算放大器和模拟乘法器实现的非理想压控

忆阻W (vw)的纯模拟电路如图 3所示, 其中积分时
间常数RC与图 2的保持一致.

令 t = τRC, 对 (6)式作无量纲处理, 则忆阻自
激振荡系统的无量纲方程为

ẋ = y,

ẏ = (z + x2 − βx4)y − ω2
0W (w)x,

ż = µ− x2,

ẇ = x− w,

(8)

式中, w为压控忆阻内部无量纲状态变量, 且
W (w) = a + b|w|. (8)式是一个四维常微分方
程构成的忆阻自激振荡系统, 有β, ω0和µ三个系

统控制参数以及a和 b两个忆阻内部参数. 在下面
的分析中, 设置β = 0.5, µ = 0.9, a = 1和 b = 0.1,
选择基本振荡频率ω0为忆阻自激振荡系统的惟一

控制参数.

-

⇁

R

Ua

C

W↼vw↽

-

⇁
Uc

 kW 

Esat kW-

⇁
Ub

vw

Ma

Mb

2
ω0W↼vw↽vx

2
ω0W↼vw↽vx

vx

֓vw

vx

R

2R⊳bω0
2R⊳bω0

图 3 非理想压控忆阻等效实现电路

Fig. 3. Equivalent realization circuit of the non-ideal voltage-controlled memristor.

2.3 共存隐藏吸引子

当振荡频率ω0 = 2.035时, 忆阻自激振荡系
统 (8)是混沌的, 可展示出两个隐藏混沌吸引子的
共存现象, 在四个相平面上的投影如图 4所示, 其

中红色轨迹表示从初始条件 (2, 0, 0, 0)出发的运行
轨迹, 而蓝色轨迹则表示从初始条件 (−2, 0, 0, 0)
出发的运行轨迹. 利用Wolf算法 [43]计算下面导

出的雅克比矩阵可得到, 共存的隐藏混沌吸引
子有着相同的李雅普诺夫指数, 其 4个值分别为:
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LE1 = 0.0419, LE2 = 0, LE3 = −0.3705和LE4 =

−1.2118. 观察图 4结果可知, 当共存吸引子现象发
生时, 隐藏混沌吸引子的拓扑结构从原先对称的结

构变成了不对称的结构, 表示系统的运行轨迹从x

坐标轴正、负值区域出发后无法穿越到另一个区域,
即系统的混沌吸引盆是相互独立而不连通的 [44].
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图 4 (网刊彩色)数值仿真得到的共存混沌吸引子在各相平面上的相轨图 (a) 在 x-y平面上; (b) 在 x-z平面上; (c) 在 y-z平
面上; (d) 在 z-w平面上
Fig. 4. (color online) Numerical simulated phase portraits of coexisting chaotic attractors in different phase planes:
(a) In the x-y plane; (b) in the x-z plane; (c) in the y-z plane; (d) in the z-w plane.
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图 5 (网刊彩色)数值仿真得到的共存准周期极限环与混沌吸引子在相平面上的相轨图 (a) 在 x-y平面上; (b) 在 x-z平面上;
(c) 在 y-z平面上; (d) 在 z-w平面上
Fig. 5. (color online) Numerical simulated phase portraits of coexisting quasi-periodic limit cycle and chaotic attractor
in different phase planes: (a) In the x-y plane; (b) in the x-z plane; (c) in the y-z plane; (d) in the z-w plane.
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当振荡频率ω0 = 2.33时, 忆阻自激振荡系
统 (8)或是混沌的, 或是准周期的, 完全取决于
系统 (8)的初始振荡条件. 共存的隐藏混沌吸引
子与隐藏准周期极限环在 4个相平面上的投影
如图 5所示, 其中红色混沌轨迹表示从初始条件
(2, 2, 0, 0)出发的运行轨迹, 而蓝色准周期轨迹则
表示从初始条件 (2, 0, 0, 0)出发的运行轨迹. 相
应地, 隐藏混沌吸引子的 4个李雅普诺夫指数分
别为: LE1 = 0.0479, LE2 = 0, LE3 = −0.3644

和LE4 = −1.3535, 而隐藏准周期极限环的 4个
李雅普诺夫指数分别为: LE1 = 0, LE2 = 0,
LE3 = −0.0656和LE4 = −1.0443. 图 5结果表
明, 从相空间中不同初始位置出发的运行轨迹存在
了 2种完全不同的稳定性, 即在相空间中有着相互
独立的混沌吸引盆和准周期吸引盆 [41].

共存自激吸引子或自激多吸引子显示了系统

存在双稳定性或多稳定性 [37], 在基于改进型压控
忆阻的蔡氏电路 [42]和基于广义忆阻的Shinriki电
路 [45]中都有发现. 尽管共存隐藏吸引子现象也已
有文献作过详细报道 [28,29], 但忆阻混沌系统存在
共存隐藏吸引子的例子尚属不多见.

3 隐藏动力学特性

3.1 基本动力学分析

由 (8)式所描述的忆阻自激振荡系统是关于
z坐标轴对称的, 其对称性可从在 (x, y, z, w) →
(−x,−y, z,−w)变换后系统的不变性得到.

令 ẋ = ẏ = ż = ẇ = 0, 显然 (8)式不存在任何
数学解, 即所提出的忆阻自激振荡系统无平衡点,
致使该系统所生成的周期极限环、准周期极限环或

混沌吸引子都是隐藏的 [30].
容易导出 (8)式的雅可比矩阵为

J =


0 1 0 0

h1 h2 y h3

−2x 0 0 0

1 0 0 −1

 , (9)

式中, h1 = (2x − 4βx3)y − ω2
0(a + b |w|), h2 =

z + x2 − βx4和h3 = −bω2
0xsgn(w). (9)式的特征

方程为

P (λ) = det(1λ− J) = 0. (10)

基于 (9)式, 利用Wolf算法 [43]可计算得到忆阻自

激振荡系统的李雅普诺夫指数.

3.2 隐藏动力学行为

以振荡频率ω0为分岔参数, 忆阻自激振荡系
统状态变量x的分岔图及其相应的李雅普诺夫指

数谱如图 6所示. 在图 6 (a)中, 红色和蓝色轨迹表
明从不同的状态变量初始条件出发的系统运行轨

迹, 分别对应于初始条件 (2, 0, 0, 0)和 (−2, 0, 0, 0).
观察图 6可知, 系统呈现了不同周期数的极限环、
共存极限环、准周期极限环、混沌吸引子、共存混

沌吸引子等复杂非线性行为. 特别地, 从图 6 (a)
中可见, 忆阻自激振荡系统存在不规则的分岔模
式共存现象, 借助相轨图的数值仿真, 存在吸引子
共存现象的主要参数区域为 1.64 6 ω0 6 1.70及
2.03 < ω0 < 2.14; 同时, 结合图 6 (b)可判断, 忆阻
自激振荡系统存在宽范围的准周期振荡行为, 其参
数区域为 2.14 6 ω0 < 2.40及 2.51 6 ω0 6 2.6, 相
应的LE1和LE2均为0.

当ω0 = 1.4时, 忆阻自激振荡系统处于周期
2振荡态, LE1 = 0. 当ω0 = 1.48且增大时, 系统
直接从周期态进入混沌态, LE1 > 0, LE2 = 0和

LE3,4 < 0; 当ω0 = 1.64且逐步增大时, 系统因运
行轨迹的对称性被破坏而进入了周期态继而混沌

态的分岔共存模式, LE1和LE2先分别回复到 0值
和负值, 然后又进入正值和 0值. 分岔共存模式
在ω0 = 1.70后消失, 系统进入周期态, 状态变量
x, y和w均以周期 3态振荡, 而状态变量 z以周期

2态振荡. 在 1.766 6 ω0 < 1.91内, 系统出现了
多周期态与弱混沌态相互间杂的参数区间; 而在
1.91 6 ω0 < 2.04内, 系统呈现特性相对稳定的混
沌参数区间. 自ω0 = 2.03以后逐步增大至2.13, 系
统再次进入了分岔共存模式, 从共存的混沌吸引子
经周期减半分岔进入了共存的周期 2态, 并最终消
失. 在此参数以后, 系统出现了准周期振荡行为,
但在2.40 6 ω0 < 2.51内, 系统以周期5振荡着. 在
各分岔点之间选取具体的控制参数值, 系统在x-y
平面上的相轨图如图 7所示.

180501-5

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 18 (2016) 180501

x

(a)

↼֓֒ ֒ ֒ ↽

↼֒ ֒ ֒ ↽

ω0ω0

1.4 1.6 1.8 2.0
−0.5

−5.0

−3.0

−1.0

−0.6

0

−0.3

0.3

0

0.5

1.5

2.5

3.5

1.0

2.0

3.0

2.2 2.4 2.6 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6

L
y
a
p
u
n
o
v
 e

x
p
o
n
e
n
ts

LE1

LE4

LE2

LE3

(b)

图 6 (网刊彩色) 忆阻自激振荡系统的隐藏动力学 (a) 状态变量 x 的分岔图; (b) 李雅普诺夫指数谱
Fig. 6. (color online) Hidden dynamics of memristive self-oscillated system: (a) Bifurcation diagrams of the
state variable x; (b) Lyapunov exponent spectra.

֓ ֓

(a)

↼֒ ֒ ֒ ↽

(b)

↼֒ ֒ ֒ ↽

(c)

↼֓֒ ֒ ֒ ↽

↼֒ ֒ ֒ ↽

(d)

↼֓֒ ֒ ֒ ↽

↼֒ ֒ ֒ ↽

(e)

↼֒ ֒ ֒ ↽

(f)

↼֒ ֒ ֒ ↽

x

֓    

x

֓ ֓ ֓    

x

֓ ֓ ֓    

x

֓ ֓ ֓    

x

֓ ֓ ֓    

x

֓ ֓ ֓    

8

4

0

-4

-8

6

4

2

0

-2

-4

-6

6

4

2

0

-2

-4

-6

6

4

2

0

-2

-4

-6

6

4

2

0

-2

-4

-6

6

4

2

0

-2

-4

-6

y
y

y

y
y

y

图 7 (网刊彩色) 刻画隐藏动力学演化的在 x-y平面上的相轨图 (a) 周期 2极限环 (ω0 = 1.45); (b) 混沌吸引子
(ω0 = 1.55); (c) 共存混沌吸引子 (ω0 = 1.68); (d) 共存周期 2极限环 (ω0 = 2.11); (e) 准周期极限环 (ω0 = 2.2);
(f) 周期 5极限环 (ω0 = 2.44)
Fig. 7. (color online) Phase portraits for depicting the evolutions of hidden dynamics in the x-y plane:
(a) Limit cycle with period-2 (ω0 = 1.45); (b) chaotic attractor (ω0 = 1.55); (c) coexisting chaotic attractor
(ω0 = 1.68); (d) coexisting limit cycle with period-2 (ω0 = 2.11); (e) quasi-periodic limit cycle (ω0 = 2.2);
(f) limit cycle with period-5 (ω0 = 2.44).
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3.3 多稳定性与多吸引子

设定忆阻自激振荡系统的初始条件分别为

(2, 0, 0, 0), (−2,−2, 0, 0)和 (2, 2, 0, 0), 对应的运行
轨迹分别用蓝色、青色和红色三种颜色标注. 当
ω0在 [2.2, 2.6]区间变化时, 三种不同初始条件的状
态变量x的分岔图与初始条件为 (2, 2, 0, 0)的李雅

普诺夫指数谱如图 8所示. 与图 6数值仿真结果做
比较, 明显地, 在 2.314 6 ω0 6 2.339内, 系统的运
行轨迹因初始条件的不同而出现了混沌、周期极

限环、准周期极限环等不同的动力学行为, 且有着
完全不同的李雅普诺夫指数谱. 图 8结果进一步说
明, 忆阻自激振荡系统是多稳定的, 可产生复杂的
共存隐藏多吸引子现象.
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图 8 (网刊彩色)具有多稳定性的忆阻自激振荡系统的隐藏动力学 (a) 初始条件分别为 (2, 0, 0, 0), (−2,−2, 0, 0)
和 (2, 2, 0, 0)的状态变量 x的分岔图; (b) 初始条件为 (2, 2, 0, 0)的李雅普诺夫指数谱
Fig. 6. (color online) Hidden dynamics of memristive self-oscillated system with multistability: (a) Bi-
furcation diagrams of the state variable x under initial conditions (2, 0, 0, 0), (−2,−2, 0, 0), and (2, 2, 0, 0),
respectively; (b) Lyapunov exponent spectra under initial conditions (2, 2, 0, 0).
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图 9 (网刊彩色)准周期极限环与一对弱混沌吸引子共存的隐藏多吸引子 (a) 在 x-y平面上的相轨图; (b) 在 x-z
平面上的相轨图; (c) 在 y-z平面上的相轨图; (d) 在 z-w平面上的相轨图
Fig. 9. (color online) Coexisting hidden multiple attractors of quasi-periodic limit cycle and a pair of weak
chaotic attractors: (a) Phase portraits in the x-y plane; (b) phase portraits in the x-z plane; (c) phase
portraits in the y-z plane; (d) phase portraits in the z-w plane.
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图 10 在 x-z平面上初始条件分别为 (−2,−4,−1,−1)
和 (6, 0, 0, 0)的相轨图 (a) 对称结构的隐藏弱混沌吸引
子; (b) 运行轨迹发散
Fig. 10. Phase portraits under initial conditions
(−2,−4,−1,−1) and (6, 0, 0, 0) in the x-z plane:
(a) Hidden weak chaotic attractors with symmetric
structures; (b) the divergence of the moving trajec-
tories.

当振荡频率ω0 = 2.35时, 忆阻自激振荡系统
(8)是多稳定的, 可展示出一个准周期极限环和

一对非对称结构的弱混沌吸引子共存的隐藏多

吸引子现象, 如图 9所示. 事实上, 当初始条件为
(−2,−4,−1,−1)时, 系统 (8)显示出对称结构的隐
藏弱混沌吸引子, 如图 10 (a)所示, 原先在图 9中呈
现的一对非对称结构的弱混沌吸引子完全消失; 而
当初始条件为 (6, 0, 0, 0)时, 系统 (8)的运行轨迹很
快趋向无穷发散,不能形成任何吸引子,如图 10 (b)
所示.

文献 [41]在一种自激振荡系统中找到了由一
个准周期极限环与一对混沌吸引子组成的3种类型
的共存隐藏多吸引子, 而文献 [45]则在一种忆阻混
沌电路中发现了由一对单边混沌吸引子与一对非

对称的周期 3极限环组成的 4种类型的共存自激多
吸引子. 然而, 图 9和图 10的结果说明, 忆阻自激
振荡系统 (8)具有多达 5种类型的共存隐藏多吸引
子结构. 迄今为止, 尚未见有 5种类型的共存隐藏
多吸引子的相关文献报道.

4 实验测量

采用NI Multisim 12.0仿真和电路设计软件,
基于图 2和图 3所示的电路原理图, 忆阻自激振
荡系统在典型参数下的电路仿真模型如图 11所示,
其中, 参考电阻和参考电容分别选择为: R=10 kΩ,
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图 11 Multisim电路仿真模型与仿真相轨图, 电路左边为三维自激振荡系统, 右边为压控忆阻等效实现
Fig. 11. Multisim circuit simulation model and simulated phase portrait, where the left of the circuit is three-
dimensional self-oscillated system and the right is the equivalent realization of voltage-controlled memristor.
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C = 33 nF. 此外, 电阻R e和Rf 是联动可调的, 其
参数值分别为:

R e = R/(bω2
0), Rf = R/(aω2

0).

基于图 11中的电路仿真模型, 容易在面包板
上制作出忆阻自激振荡系统的硬件实验电路. 分立

元件选用金属膜电阻、精密可调电阻和独石电容,
分立器件选用供电电压为±15 V的AD711 AH运
算放大器和AD633JNZ模拟乘法器. 实验过程中,
由Tektronix DPO3034数字存储示波器完成实验
波形捕捉.
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图 12 (网刊彩色)实验捕捉到的共存混沌吸引子在 4个相平面上的相轨图 (a) 在 vx-vy平面上; (b) 在 vx-vz平面上; (c) 在 vy-vz
平面上; (d) 在 vz-vw平面上
Fig. 12. (color online) Experimental captured phase portraits of coexisting chaotic attractors in four phase planes: (a) In
the vx-vy plane; (b) in the vx-vz plane; (c) in the vy-vz plane; (d) in the vz-vw plane.
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图 13 (网刊彩色)实验测量捕捉的共存准周期极限环与混沌吸引子在 4个相平面上的相轨图 (a) 在 vx-vy平面上; (b) 在 vx-vz
平面上; (c) 在 vy-vz平面上; (d) 在 vz-vw平面上
Fig. 13. (color online) Experimental captured phase portraits of coexisting quasi-periodic limit cycle and chaotic attractor
in four phase planes: (a) In the vx-vy plane; (b) in the vx-vz plane; (c) in the vy-vz plane; (d) in the vz-vw plane.
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当ω0 = 2.035时, 联动可调电阻的参数值分别
固定为: R e = 24.15 kΩ, Rf = 2.415 kΩ. 系统 (8)
是混沌的, 可展示出两个隐藏混沌吸引子的共存现
象, 在四个相平面上的投影如图 12所示, 其中红色
轨迹和蓝色轨迹则表示从两个不同初始条件出发

的运行轨迹, 可通过不断开启和关断系统电路的电
源供电来实现.

当ω0 = 2.33时, 联动可调电阻的参数值分别
固定为: R e = 18.42 kΩ, Rf = 1.842 kΩ. 系统 (8)
或是混沌的, 或是准周期的. 共存的隐藏混沌吸引
子与隐藏准周期极限环在 4个相平面上的投影如
图 13所示.

将图 12和图 13实验测量结果与图 4和图 5数
值仿真结果做比较, 可发现两者有着较好的一致
性, 由此验证了忆阻自激振荡系统的复杂动力学
行为.

5 结 论

由压控忆阻替换文献报道的三维自激振荡系

统的线性耦合电阻, 实现了一种新颖的、无平衡点
的忆阻自激振荡系统. 无平衡点系统所生成的吸引
子不同于自激吸引子, 其吸引盆与任何平衡点无关
联, 是一种新定义的、特殊的吸引子. 理论分析和数
值仿真表明, 忆阻自激振荡系统可呈现周期、准周
期、混沌等复杂隐藏动力学行为; 特别地, 不同初始
条件时, 系统会出现不同拓扑结构混沌吸引子或准
周期极限环与混沌吸引子的共存现象, 以及准周期
极限环与多种拓扑结构混沌吸引子的多吸引子现

象. 开展了实验电路验证, 测量结果较好地验证了
理论分析和数值仿真结果.
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Abstract
The classical attractors, defined as self-excited attractors, such as Lorenz attractor, Rössler attractor, Chua’s

attractor and many other well-known attractors, are all excited from unstable index-2 saddle-foci, namely, an attractor
with an attraction basin corresponds to an unstable equilibrium. A new type of attractors, defined as hidden attractors,
was first found and reported in 2011, whose attraction basin does not intersect with small neighborhoods of the equilibria
of the system. Due to the existences of hidden attractors, some particular dynamical systems associated with line
equilibrium, or no equilibrium, or stable equilibrium have attracted much attention recently. Additionally, by introducing
memristors into existing oscillating circuits or substituting nonlinear resistors in classical chaotic circuits with memristors,
a variety of memristor based chaotic and hyperchaotic circuits are simply established and has been broadly investigated
in recent years. Motivated by these two considerations, in this paper, we present a novel memristive system with no
equilibrium, from which an interesting and striking phenomenon of coexistence of the behaviors of hidden multiple
attractors and the corresponding multistability is perfectly demonstrated by numerical simulations and experimental
measurements.

According to a newly proposed circuit realization scheme, a new type of four-dimensional memristive self-oscillated
system is easily implemented by directly replacing a linear coupling resistor in an existing three-dimensional self-oscillated
system circuit with a voltage-controlled memristor. The proposed system has no equilibrium, but can generate various
hidden attractors including periodic limit cycle, quasi-periodic limit cycle, chaotic attractor, and coexisting attractors
and so on. Based on bifurcation diagram, Lyapunov exponent spectra, and phase portraits, complex hidden dynamics
with respect to a system parameter of the memristive self-oscillated system are studied. Specially, when different initial
conditions are used, the system displays the coexistence phenomenon of chaotic attractors with different topological
structures or quasi-periodic limit cycle and chaotic attractor, as well as the phenomenon of multiple attractors of quasi-
periodic limit cycle and chaotic attractors with multiple topological structures. The results imply that some coexisting
hidden multiple attractors reflecting the emergences of multistability can be observed in the proposed memristive self-
oscillated system, which are well illustrated by several conventional dynamical analysis tools. Based on PSIM circuit
simulation model, the memristive self-oscillated system is easily made in at a hardware level on a breadboard and two
kinds of dynamical behaviors of coexisting hidden multiple attractors are captured in hardware experiments. Hardware
experimental measurements are consistent with numerical simulations, which demonstrates that the proposed memristive
self-oscillated system has very abundant and complex hidden dynamical characteristics.

Keywords: memristive self-oscillated system, hidden attractor, dynamical characteristic
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