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非自治分数阶Duffing系统的激变现象∗

刘晓君1)2)† 洪灵2) 江俊2)

1)(西北农林科技大学理学院, 杨凌 712100)

2)(西安交通大学, 机械结构强度与振动国家重点实验室, 西安 710049)

( 2016年 2月 20日收到; 2016年 7月 1日收到修改稿 )

对一个非自治分数阶Duffing系统的激变现象进行了研究. 首先介绍了一种研究分数阶非线性系统全局
动力学的数值方法, 即拓展的广义胞映射方法 (EGCM). 该方法是基于分数阶导数的短记忆原理, 并结合了广
义胞映射方法和改进的预估校正算法, 根据胞空间的特点, 将胞尺寸作为截断误差的参考值, 以此得到了一步
映射时间的估算公式. 用EGCM方法分别研究了分数阶Duffing系统随分数阶导数的阶数和外激励强度变化
发生的边界激变和内部激变. 并基于此, 将激变拓展定义为混沌基本集与周期基本集之间的碰撞, 其中混沌
基本集包括混沌吸引子, 边界上的混沌集合以及吸引域内部的非混沌吸引子的混沌集合. 所得结果进一步说
明了EGCM方法对于分析分数阶系统全局动力学的有效性.

关键词: 关键词分数阶系统, 混沌, 激变
PACS: 05.45.–a, 05.45.Ac, 05.45.Pq DOI: 10.7498/aps.65.180502

1 引 言

分数阶微积分是将整数阶微积分推广到

任意阶的一种微积分. 早在 1695年, Leibniz和
L’Hospital 两位大数学家在信件中就谈及分数阶
微积分的问题. 从此, 分数阶微积分开始进入人们
的视野. 由于分数阶微积分缺乏明确的物理意义,
因此在初期时发展较为缓慢, 主要在纯数学领域
内被人们研究. 直到1974年, Oldham和Spanier [1]

合著的第一部有关分数阶微积分的专著《应用分

数阶微积分》拉开了分数阶微积分应用的大幕. 20
世纪70年代Mandelbrot [2]指出了自然界中存在着

大量分数维的事实, 从此分数阶微积分理论得到了
迅猛发展, 各种应用分数阶微积分的实例大量涌
现 [3−9].

非线性动力学的分岔和混沌的研究一直是非

线性科学领域中最活跃的研究前沿问题 [10−13]. 混
沌是非线性动力系统一种特殊现象, 它的产生往往

是由于分岔引起的, 如周期倍分岔、准周期环面破
裂等道路是混沌产生的重要途径. 对于混沌系统,
往往会发生激变, 这是一种非常独特的分岔现象,
主要指混沌吸引子的突然消失或者出现的问题, 这
种变化在非线性动力学系统中普遍存在 [14]. 按照
激变所导致的混沌吸引子不连续变化的性质, 常见
的激变分为边界激变和内部激变. 边界激变是由
混沌吸引子和其所在的吸引域边界上的不稳定周

期轨道发生碰撞而引起的, 导致混沌吸引子突然消
失. 内部激变是由混沌吸引子和其吸引域内部的不
稳定周期轨道发生碰撞而导致的, 这种激变会引起
混沌吸引子的突然扩张.

胞映射方法是 20世纪 80年代由Hsu提出的,
其基本思想是将连续的相空间转化为离散的胞状

态空间, 动力系统相应地转化为胞映射动力系统,
通过研究胞和胞之间的转移关系完成对原动力系

统全局动力学的研究 [15]. 一直以来, 胞映射方法在
整数阶系统的全局动力学和分岔分析上, 取得了丰
富的成果 [16−25]. 但对于分数阶系统的全局动力学
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来说, 一直没有合适的数值算法对其进行研究. 究
其原因主要是因为分数阶微积分的算子是全局算

子, 具有记忆累积性; 而Markov链是无后效性的,
即无记忆性. 因此使得分数阶系统的演化不能用
Markov链来描述. 所以, 对于分数阶系统的动力学
目前只限于对单个或者有限几个初值的稳态归属

问题的研究, 而关于分数阶系统的全局动力学研究
鲜有报道. 综合以上原因, 基于广义胞映射方法和
短记忆原理, 在文献 [26]中提出一种研究分数阶系
统的全局动力学的数值方法, 即EGCM. 本文利用
该方法, 研究了非自治分数阶Duffing系统的激变
现象.

2 拓展的广义胞映射方法 [26]

2.1 短记忆原理

众所周知, 传统的微分算子是局部算子, 而分
数阶微分的算子是非局部算子. 所谓的非局部性质
就是指系统的下一个状态不仅依赖于它的当前状

态, 而且依赖于从初值点出发的所有状态. 这个性
质使得分数阶微积分更适合描述实际问题, 也是其
越来越受到人们重视的主要原因, 但同时也给数值
计算带来了一定的困难.

考虑下面的分数阶微分方程的初值问题:
Dq

∗x(t) =
dqx(t)

dtq = f(t, x(t)),

x(k)(0) = x
(k)
0 , k = 0, 1, · · · , ⌈q⌉ − 1,

(1)

其中 ⌈q⌉表示不小于 q的最小整数, x(k)表示k阶常

规导数, Dq
∗表示Caputo定义的分数阶微分算子.

(1)式等价于下面的沃尔泰拉积分方程 [27,28]:

x(t) =

⌈q⌉−1∑
k=0

x
(k)
0

tk

k!

+
1

Γ (q)

∫ t

0

(t− τ)q−1f(τ, x(τ))dτ . (2)

当阶数 q ∈ (0,∞), 因分数阶微分算子的非局部性
质所产生的项是 [28]

1

Γ (q)

∫ tn

0

[
(tn+1−τ)q−1−(tn − τ)q−1

]
f(τ, x(τ))dτ,

q ∈ (0,∞). (3)

实际上, 如果 q ∈ (0, 2)时, (3)式的积分将随着时间
t的增加而迅速地衰减 [28].

在文献 [27]中, Podlubny为Riemann-Liouville
分数阶导数提出了定长度积分记忆原理, 该原理与
短记忆原理的思想是相同的, 只是针对不同的分数
阶导数而言, 当积分长度固定为T时的截断误差为

E < MT−q/[Γ (1 − q)], 可以选择适当的T使得它

满足我们的截断误差要求. 对于Caputo定义的导
数, 在文献 [28]中, 作者详细地分析了短记忆原理
对该类型的分数阶导数的适用性, 指出当选择积
分长度为T , 并保证 tn > T (tn为整个积分区间长
度), 则产生的截断误差为E < MT q−1h/Γ (q). 对
于任意给定的全局误差界Eglobal或者局部误差界

Elocal, 只需要选择合适的积分长度T 使得

M

Γ (q)
T q−1 < Eglobal 或

M

Γ (q)
T q−1h < Elocal,

q ∈ (0, 1). (4)

从 (4)式中可以看到积分长度的选取不依赖整个积
分区间长度, 即与整个积分区间长度无关.

2.2 方法描述

考虑一个分数阶系统, 可表示为:

DqX = F (X, t,µ),

X ∈ RK , t ∈ R, µ ∈ RN , (5)

其中 q = (q1, q2, · · · , qK)是阶数的向量, 并且
qi ∈ (0, 1). X是K维的状态向量, µ是N维参

数向量, F 是关于X�, 和µ的向量函数. 假设
F (X, t,µ)已经满足Lipschitz条件以保证方程解
的惟一性.

一般来说, 选取一个有界的区域D ⊂ RK作

为我们要考察的区域, 每一个状态变量xi, (xi ∈
X, 1 6 i 6 K)都被分割成长度为 si的小区间, 那
么这K维的几何体就作为状态胞. 对于任意一个
胞, 其编号为 j, 1 6 j 6 Nc. 则状态空间中余下的
部分整体作为一个陷胞, 则胞的总数为Nc + 1.

构造胞状态空间后, 采取均匀采样法, 对其中
每一个状态胞都取Np个采样点. 对每一个采样点,
它的映射像点都通过改进的预估校正算法得到. 而
且, 因分数阶微分算子的非局部性质, 用短记忆原
理保证分数阶微分方程的演化可以用Markov链来
表示. 根据短记忆原理, 积分长度T 的选取不依赖

整个积分区间长度, 则其自然可以作为EGCM的
一步映射时间, 并可以通过 (4)式计算得到. 然而,

180502-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 18 (2016) 180502

(4)式是建立在仅一个初值的问题上, 通过该式计
算得到的T并不适合全局分析. 基于胞状态空间
的性质, 如果截断误差小于胞尺寸Csize的一半, 即
MT q−1h/Γ (q) < Csize/2, 在这样的条件下的截断
误差可以保证EGCM的计算精度和准确性. 因此,
一步映射时间T可以通过下面的式子得到:

T >

(
2Mh

Γ (q)Csize

) 1
1−q

. (6)

注解1 根据胞空间的特点, 函数M的值取

为参考域D中轨线所能达到的最大绝对值. h 为

积分步长, 从 (4)式可以看到随着积分步长h的增

加, 截断误差E变大. 同时, 积分步长太大, 则不
能准确地描述系统的运动行为, 太小的积分步长
则使得一步映射时间太小而不能满足EGCM对
映射时间的要求. 所以选择合适的积分步长需
经过几次或者多次试验. 当K > 2时, 胞尺寸
Csize = min{s1, s2, · · · , sK}.

注解2 在 (6)式中, 当阶数 q接近 1时, 式中
的1/(1− q)趋近无穷大, 这使得一步映射时间过大
或者过小, 因而得不到合理的映射时间. 在这种情
况下, (6)式不能用来估算映射时间. 在文献 [29]中,
作者的研究表明当两个分数阶微分方程具有相近

阶数时, 它们具有相近的解. 因此, 在这种情况下,
映射时间取为 2π的整数倍或者外激励周期的整数

倍, 这与广义胞映射方法一致.
注解3 除了注解 2的情况外, 对于阶数可约

的分数阶系统, EGCM的一步映射时间可根据 (6)
式来计算. 对于不可约的分数阶系统, 映射时间T

满足

T > max
{(

2Mh

Γ (qi)Csize

) 1
1−qi

, i = 1, 2, · · · ,K

}
,

qi ̸= 1. (7)

特别地, 当分数阶系统存在阶数为 1的方程时, 一
步映射时间T则由非1的阶数计算得到.

对于EGCM方法, Markov链的一步转移概率
矩阵是通过改进的预估校正法得到. 利用Markov
链, 一个分数阶系统的EGCM可以表示为

p(n+ 1) = P p(n) 或 p(n) = P np(0), (8)

其中P 表示一步转移概率矩阵, P n表示n步转移

概率矩阵, p(0)表示初始概率分布向量, p(n)表示
n步概率分布向量. 一步转移概率矩阵的元素 pij

代表了从胞 j到胞 i的一步转移概率. 同理, n步转
移概率矩阵P n的元素 p(n)

ij
从胞 j到胞 i的n步转

移概率. 利用EGCM系统 (8), 一个分数阶系统的
全局动力学行为可以通过EGCM来确定. 对于该
方法的更多细节, 读者可参考文献 [26].

3 数值仿真

非自治分数阶Duffing系统描述如下:Dq1x1 = x2,

Dq2x2 = x1 − x3
1 − αx2 + δ cos(ωt),

(9)

其中 q1, q2为分数阶数, α, δ, ω为系统参数.
取参考区域为D = {−2 6 x1 6 2, −1.5 6

x2 6 1.5}, 划分成 201 × 201状态胞, 每个胞中
取采样点为 10 × 10. 取h = 0.005, M = 2,
Csize = min {s1, s2} = 3/201, 则有

T >

(
2Mh

Γ (q1)Csize

) 1
1−q1

≈ 9.61. (10)

对于系统 (9), 其一步映射时间T应为外激励周期

的倍数, 因此一步映射时间取为 4π. 在文献 [30]
中, 当阶数为 q1 = 0.9, q2 = 1, 参数为α = 0.15,
δ = 0.3, ω = 1, 系统 (9)存在混沌吸引子. 利用
EGCM法, 得到系统的混沌吸引子 (黑色), 相应的
吸引域 (灰色), 见图 1 , 所得结果与文献中一致, 同
时得到了吸引子的吸引域.
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图 1 系统 (9)的吸引子和吸引域
Fig. 1. The chaotic attractor and basin of attraction
of the system (9).

3.1 随阶数q的变化

在本节中, 将研究系统 (9)随阶数变化时的全
局动力学问题. 当系统阶数为 q1 = q2 = q, 得到两
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图 2 系统 (9)随阶数 q变化的分岔图 (a) q ∈ [0.925, 0.955]; (b) q ∈ [0.935, 0.945]

Fig. 2. The bifurcation diagram of the system (9) with the variation of the order q: (a) q ∈ [0.925, 0.955]; (b) q ∈ [0.935, 0.945].
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图 3 (网刊彩色)系统 (9)随阶数 q变化的全局动力学 (a) q = 0.932; (b) q = 0.936; (c) q = 0.937; (d) q = 0.943;
(e) q = 0.944

Fig. 3. (color online) The global dynamics of the system (9) with the variation of the order q: (a) q = 0.932;
(b) q = 0.936; (c) q = 0.937; (d) q = 0.943; (e) q = 0.944.
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个初值情况下, 系统随阶数 q变化的分岔图见图 2 .
从图 2 (a)中可以看到,阶数大约在 q 6 0.943时,系
统为周期运动, 存在两个周期吸引子A(1)和A(2).
图中的方框区域中吸引子A(1)随着阶数的增加突
然消失, 系统此时只存在一个周期吸引子A(2), 见
图 2 (b). 当阶数通过临界值 0.943时, 系统进入了
混沌运动.

图 2作为局部分岔图并不能反映吸引子A(1)
如何消失以及系统进入混沌的机理, 所以我们利
用EGCM方法, 得到系统随阶数 q变化的全局动力

学, 如图 3 . 下文中为了统一起见, 用黑色表示吸引
子, 蓝绿色、黄色以及灰色表示吸引域. 用白色表示
边界, 绿色表示边界上的鞍, 红色表示吸引域内部
的鞍.

当 q = 0.932时, 两个周期吸引子A(1), A(2)
和一个在边界上的混沌鞍S(1)共存, 对应的吸引域
和边界见图 3 (a). 随着阶数从 0.932增加到 0.936,
两个吸引域的尺寸都在减小, 而混沌鞍S(1)逐渐变
大, 见图 3 (b).

当阶数 q从0.936增加到 0.937, 吸引子A(1)与
混沌鞍S(1)发生碰撞, 即系统发生了边界激变. 这
使得A(1)连同其吸引域以及鞍S(1)突然消失, 同
时吸引域内出现了一个新的混沌鞍S(2), A(1) 和
S(1)成为S(2)的一部分, 见图 3 (c). 此时, 相空间
中为周期吸引子A(2)和一个混沌鞍S(2) 共存. 随
着阶数的继续增加, 混沌鞍S(2)逐渐靠近吸引子
A(2).

当 q从0.943增加到0.944时,吸引子A(2)与混
沌鞍S(2)在吸引域内部发生碰撞, 系统发生了内部
激变. 混沌鞍S(2)突然消失, 同时周期吸引A(2)变
成了一个混沌吸引子A(3), 见图 3 (d) 和图 3 (e).

3.2 随外激励强度f变化

本节研究系统 (9)随外激励强度 f变化的全局

分岔. 固定阶数 q1 = 0.9, q2 = 1, 得到系统在两个
初值情况下随 f变化的分岔图, 见图 4 . 可以看到
当 f < 0.29时, 系统为周期运动. 当参数大于临界
值 0.29时, 进入混沌运动. 借助EGCM方法, 系统
随 f变化的全局动力学, 见图 5 .

当 f = 0.285时, 相空间中为两个周期吸引子
A(1), A(2)和一个分形边界上的混沌鞍S(1)共存.

同时得到了对应的吸引域和边界, 见图 5 (a). 随着
f的增大, 两个吸引域的尺寸都在减小.

当 f从 0.288增加到 0.289时, 吸引子A(2)与
混沌鞍S(1)碰撞, 系统发生了边界激变. 吸引子
A(2) 连同其吸引域以及混沌鞍S(1)突然消失, 相
空间中为周期吸引子A(1) 和一个新的混沌鞍S(2)
共存,见图 5 (b)和图 5 (c).

当 f从0.289增加到0.290时, 吸引域内部的混
沌鞍S(2)与吸引子A(1)发生碰撞, 系统发生了内
部激变. 混沌鞍S(2)突然消失, 吸引子A(1)变成了
一个混沌吸引子A(3), 见图 5 (d).
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图 4 系统 (9)随 f 变化的分岔图

Fig. 4. The bifurcation diagram of the system (9) with
the variation of the parameter f .

从图 4中可以看到, 当 f大于 0.54后, 系统
再次进入周期运动窗口. 利用EGCM, 得到当
f = 0.539时, 在相空间中混沌吸引子A(3)和其
吸引域内一个常规鞍S(3)共存, 见图 6 (a).

当 f从 0.539增加到 0.540, 系统发生了鞍结分
岔, 产生了一个周期吸引子A(4)和一个光滑边界
上的常规鞍S(4). 此时, 相空间中为一个混沌吸
引子A(3), 一个周期吸引子A(4), 以及一个常规鞍
S(4) 共存, 见图 6 (b). 随着 f的继续增加, 周期吸
引子A(4)的吸引域逐渐增大, 混沌吸引子A(3)的
吸引域逐渐减小.

当f从0.542增加到0.543时,混沌吸引子A(3)
与边界上的常规鞍S(4)碰撞, 发生了边界激变, 见
图 6 (c). 吸引子A(3)和鞍S(4)突然消失, 在吸引域
内出现一个新的混沌鞍S(5). 此时, 在相空间内周
期吸引子A(4)和混沌鞍S(5)共存, 如图 6 (d).
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图 5 (网刊彩色) 系统 (9)在 f ∈ [0.285, 0.29]的全局动力学 (a) f = 0.285; (b) f = 0.288; (c) f = 0.289; (d) f = 0.29

Fig. 5. (color online) The global dynamics of the system (9) when f ∈ [0.285, 0.29] (a) f = 0.285; (b) f = 0.288;
(c) f = 0.289; (d) f = 0.29.
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图 6 (网刊彩色) 系统 (9)在 f ∈ [0.539, 0.543]的全局动力学 (a) f = 0.539; (b) f = 0.540; (c) f = 0.542; (d) f = 0.543

Fig. 6. (color online) The global dynamics of the system (9) when f ∈ [0.539, 0.543]: (a) f = 0.539; (b) f = 0.540;
(c) f = 0.542; (d) f = 0.543.
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4 结 论

本文研究了非自治分数阶Duffing系统的激变
现象. 首先基于分数阶导数的短记忆原理, 使得分
数阶系统的演化过程可以近似通过Markov链来描
述. 在此基础上结合了胞映射和改进的预估校正
算法, 为分数阶系统设计了一种全局动力学数值方
法, 即拓展的广义胞映射法. 并根据胞空间的特点,
将胞的大小为作为截断误差的参考, 以此得到了一
步映射的估算公式.

以拓展的胞映射法研究了非自治分数阶Duff-
ing系统随阶数和外激励强度变化分别发生了边界
激变和内部激变. 其中边界激变是一个周期 (混沌)
吸引子与一个混沌 (周期)鞍碰撞, 使得吸引子和鞍
突然消失, 并在吸引域内部出现一个新的混沌鞍.
内部激变是吸引域内部的混沌鞍和一个周期吸引

子碰撞, 使得混沌鞍突然消失, 同时周期吸引子变
成一个大的混沌吸引子. 文献 [14]中激变的经典定
义为混沌吸引子的突然变化, 本文在此基础上, 将
激变拓展定义为混沌基本集与周期基本集之间的

碰撞, 其中混沌基本集包括混沌吸引子、边界上的
混沌集合以及吸引域内部的非混沌吸引子的混沌

集合. 数值结果进一步说明了所提出的拓展的胞映
射法对于研究分数阶系统全局动力学的有效性.
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Abstract
In this paper, the crises in a non-autonomous fractional-order Duffing system are investigated. Firstly, based on the

short memory principle of fractional derivative, a global numerical method called an extended generalized cell mapping
(EGCM), which combines the generalized cell mapping with the improved predictor-corrector algorithm, is proposed
for fractional-order nonlinear systems. The one-step transition probability matrix of Markov chain of the EGCM is
generated by the improved predictor-corrector approach for fractional-order systems. The one-step mapping time of
the proposed method is evaluated with the help of the short memory principle for fractional derivative to deal with its
non-local property and to properly define a bound of the truncation error by considering the features of cell mapping.
On the basis of the characteristics of the cell state space, the bound of the truncation error is defined to ensure that
the truncation error is less than half a cell size. For a fractional-order Duffing system, boundary and interior crises with
varying the derivative order and the intensity of external excitation are determined by the EGCM method. A boundary
crisis results from the collision of a chaotic (or regular) saddle in the fractal (or smooth) basin boundary with a periodic
(or chaotic) attractor. An interior crisis happens when an unstable chaotic set in the basin of attraction collides with a
periodic attractor, which causes a chaotic attractor to occur, and simultaneously the previous attractor and the unstable
chaotic set are converted into a part of the chaotic attractor. It is found that a crisis can be generally defined as a
collision between a chaotic basic set and a basic set, either periodic or chaotic, to cause the chaotic set to have a sudden
discontinuous change. Here the chaotic set involves three different kinds of chaotic basic sets: a chaotic attractor, a
chaotic saddle on a fractal basin boundary, and a chaotic saddle in the interior of a basin and disjoint from the attractor.
The results further reveal that the EGCM is a powerful tool to determine the global dynamics of fractional-order systems.
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