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专题: 软物质研究进展

生物膜泡形状问题的理论研究∗

杨盼 涂展春†

(北京师范大学物理学系, 北京 100875)

( 2016年 6月 22日收到; 2016年 8月 16日收到修改稿 )

生命活动中的物质代谢、能量转化、信息传递等过程都与生物膜的形态及功能密切相关. 本文综述了基于
Helfrich自发曲率模型的闭合膜泡、开口膜泡的控制方程及其解析解, 并提出了经由开口膜泡边界条件证明分
裂膜泡颈端条件的可能方案.

关键词: 生物膜, 自发曲率模型, 形状
PACS: 87.16.D–, 82.70.Uv DOI: 10.7498/aps.65.188701

1 引 言

细胞是构成生命的最小单元. 细胞膜是区分细
胞和周围环境的屏障, 对调控细胞间的物质交换与
信息传递起重要作用. 细胞内的细胞器如高尔基
体、内质网、线粒体等, 也都是由膜结构包裹的相
对独立的隔室. 这些膜结构统称为生物膜. 生物膜
主要组成成分是脂类和蛋白质, 其中一种重要的脂
类是磷脂, 它有一个亲水的极性头部和两条疏水的
碳氢链尾巴. 从物理的观点来看磷脂分子可以被
看作一个双亲的棒, 当一定量的磷脂分子分散在水
中, 疏水性尾部避水彼此聚集, 亲水性头部朝向水
相, 在水溶液中形成双分子层结构. 在脂双层结构
面内, 分子位置无序, 可以扩散和流动; 同时在面外
看, 长链脂分子指向几乎相同. 因此, 在生理状态
下生物膜处于液晶态, 只能承受面外的弯曲形变,
而不能承受面内的剪切应变.

生物膜的简化模型很多, 目前被广泛接受的
是1972年Singer和Nicholson [1]提出的流动镶嵌模

型, 如图 1所示, 脂质双分子层形成细胞膜的基本
结构, 同时蛋白质分子部分或全部嵌入双分子层
中, 沟通着细胞内外环境. 大多数蛋白质分子和脂

质分子都可以以横向扩散的方式运动, 形象地说,
蛋白质像冰山一样漂浮在脂双层的 “海洋”上, 因此
细胞膜在结构和功能上分别表现出流动性及选择

透过性的特点.

图 1 细胞膜的流动镶嵌模型 [1]

Fig. 1. Fulid mosaic model [1].

红细胞是一类非常典型的生物膜泡. 成熟的人
类红细胞内没有细胞器, 作用在细胞膜上的力完全
决定了红细胞的形状, 也就是说研究红细胞的形态
改变可以揭示细胞膜的力学特征. 人类正常红细胞
的双凹碟形状形成机理长期困扰着生物学家和物

理学家. 1968年, Fung和Tong [2]假设红细胞膜的
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厚度各处不同, 提出了三明治模型试图解释红细胞
的双凹碟形状问题, 但随后电子显微镜观测到膜厚
度在微米尺度实际是均匀的 [3]. Lopez等 [4]认为红

细胞膜表面电荷的非均匀分布是导致双凹碟形状

的原因, 但Greer和Baker [5]通过实验测量显示红

细胞膜表面电荷分布是均匀的. Murphy [6]提出红

细胞形态可能和细胞膜内非均匀分布的胆固醇有

关, 但这种说法也在 1973年被Seeman和Cheng [7]

的实验否定. Canham [8]将细胞膜看作不可压缩的

板壳, 指出红细胞的双面凹碟形状应该是给定细胞
膜面积和细胞体积后, 曲率弹性能

FCanham = (kc/2)

∫
(2H)

2 dA

极小化的结果, 但很快发现这个理论会导致红细胞
出现观察不到的哑铃型. 由于没有认识到细胞膜处
于液晶态, 这些理论都不成功. Helfrich [9]抓住了

脂双分子层作为细胞膜的主要成分实际上处于液

晶态这一特征, 提出了自发曲率模型. 实验上观察
到的脂双层膜厚度大约为 4—5 nm, 远远小于其横
向尺度 (约为几个微米), 因而可以忽略生物膜的厚
度效应. 此外, 膜内外两亲分子间发生翻转的时间
尺度高达数分钟至数天, 因此可以忽略双亲分子的
翻转行为. 忽略分子构型, 可以用嵌入三维空间中
的连续二维曲面来描述生物膜. 通过类比Frank自
由能, Helfrich将膜的曲率能写做:

FH =

∫ [
(kc/2) (2H + c0)

2
+ k̄K

]
dA, (1)

其中kc (> 0)和k(k ̸= 0)分别是膜的弯曲模量和高

斯弯曲模量, 其中kc的值与脂质分子具体构成有

关, 测量值是能量尺度; H和K分别是膜的局部平

均曲率与高斯曲率. 方程 (1)中的自发曲率 c0是反

映膜内外化学环境不同、分子构型不同或膜内外两

层化学组成不同的物理量. Canham曲率能可以被
看作是Helfrich曲率能在 c0 = 0和k = −kc时的一

个特例. 基于Helfrich自发曲率模型, 生物膜的形
状问题在过去近半个世纪得到了深入的研究, 也对
红细胞的双面凹碟形也有了较好的理解.

2 闭合膜泡的形状方程及解析特解

本节我们基于Helfrich自发曲率模型介绍闭合
膜泡的形状方程和几个典型解析特解.

2.1 形状方程

闭合膜泡的平衡形状是给定表面积和体积下,
Helfrich自由能 (1)式取局部极小值的结果, 即对下
述拓展的自由能

Fc =

∫
A

[
(kc/2) (2H + c0)

2
+ kK

]
dA

+ pV + λA (2)

极小化, 其中拉格朗日乘子 p的物理意义是膜的渗

透压 (外压减去内压), λ表示膜的表面张力.
对上述拓展的自由能 (2)式进行一阶变分, 欧

阳钟灿和Helfrich推导出相应的欧拉 -拉格朗日方
程 [10,11]:

p− 2λH + kc(2H + c0)(2H
2 − c0H − 2K)

+ 2kc∇2H = 0, (3)

其中∇2是曲面上的Laplace-Beltrami算子. 该方
程表征了膜法向上的受力平衡, 描述了闭合膜泡的
平衡形状, 因此也被称作闭合膜泡的形状方程. 如
果用直角坐标表示, 方程 (3)将是一个四阶非线性
方程, 不存在求解解析解的普遍方法.

2.2 四个典型的解析特解

最简单的特殊解是一个半径为R的球形. 此时
形状方程可以化为

p̃R2 + 2λ̃R− 2c0 = 0, (4)

其中约化渗透压 p̃ = p/kc, 约化表面张力 λ̃ =

λ/kc + c20/2. (4)式参数与根情况的讨论见表 1 .
如图 2所示, 当方程有R±两个根时, 若两根均

大于零 (图右), 则对应着细胞的胞吐过程; 如果其
中一个根为负 (图左), 则对应着细胞的胞吞过程.

R1  ֒ R2  R1  ֒ R2  

R1 R1

R2
R2

图 2 方程 (4)有两不同解时, 分别对应细胞的胞吞 (左)
和胞吐 (右)过程
Fig. 2. Practical situation corresponding to two solu-
tions for Eq. (4).
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表 1 方程 (4)根的情况 (有实际意义)
Table 1. Root of Eq. (4) (practical).

参数情况 根数 有实际意义的根

p̃ = 0, λ̃c0 > 0 1 R = λ̃/c0

p̃ ̸= 0, λ̃2 + 2p̃c0 = 0, λ̃p̃ < 0 1 R = −λ̃/p̃

p̃ ̸= 0, λ̃2 + 2p̃c0 > 0, λ̃ = 0 1 R =
√

2c0/p̃

p̃ ̸= 0, λ̃2 + 2p̃c0 > 0, λ̃ ̸= 0, λ̃/p̃ < 0 2 R± = −λ̃/p̃±
√(

λ̃/p̃
)2

+ 2c0/p̃

p̃ ̸= 0, λ̃2 + 2p̃c0 > 0, λ̃ ̸= 0, λ̃/p̃ > 0, c0/p̃ > 0 2 R± = −λ̃/p̃±
√(

λ̃/p̃
)2

+ 2c0/p̃

当参量 p超过临界值 p2 ≡ 2kc (6− c0R) /R
3

时, 膜泡就呈双面凹碟形; 当 p进一步超过 pl ≡
2kc [l (l + 1)− c0R] /R

3时, 膜泡将呈现出 l阶多边

对称性 [10].
形 状 方 程 (3)的 另 一 个 解 析 解 是 由 一

个半径为 r的圆绕与该圆共面的某一轴旋

转 产 生 的 曲 面 (如 图 3所 示), 旋 转 半 径 为
R (R > r). 旋转环面的参数方程可写为Y =

{(R+ r cosϕ) cos θ, (R+ r cosϕ) sin θ, r sinϕ}, 其
中−π 6 ϕ 6 π, 0 6 θ 6 2π.

r

R

图 3 环面 (左)及其生成曲线 (右)

Fig. 3. Torus (left) and its formation curve (right).

通过微分几何知识的计算, 形状方程 (3)可
以化为[
(2c20r

2 − 4c0r + 4λr2/kc + 2pr3/kc)/ρ
3
]

cos3 ϕ

+
[
(5c20r

2−8c0r+10λr2/kc+6pr3/kc)/ρ
2
]

cos2 ϕ

+
[
(4c20r

2 − 4c0r + 8λr2/kc + 6pr3/kc)/ρ
]

cosϕ

+ 2/ρ2 + (c20r
2 − 1) + 2(pr + λ)r2/kc = 0, (5)

其中 ρ = R/r. 对于有限大小的 ρ, (5)式仅
当 cosm ϕ (m = 0, 1, 2, 3)的所有系数均为 0时才
能得到满足. 于是得到 p = −2c0kc/r

2, λ =

c0 (4− c0r) /2r以及

ρ ≡ R/r =
√
2. (6)

1990年, Ouyang [12]首次从理论上预言了这一结果

并很快被三个不同的实验组证实 [13−15]. 值得一

提的是两个生成圆的半径之比恰好为
√
2的情况

不仅是形状方程 (3)的一个特解, 还是Willmore方
程

(
∇2H − 2KH + 2H3 = 0

)
的一个解 [16]. 此外,

Willmore猜测对于三维欧几里得空间中的任何环
面, 其平均曲率平方的积分均不小于 2π2, 且最小
值对应于半径比为

√
2的圆环面. 这个猜想最终

由Marques和Neves [17]利用极小曲面研究领域的

Min-max理论成功证明.
除了具有轴对称特点的锚环形膜泡解以外, 膜

泡的形状方程 (3)还存在有非对称环面解 [18]. 直角
坐标下Dupin四次圆纹曲面方程式为

(x2 + y2 + z2 + a2 − c2 − µ2)2

= 4(ax− cµ)2 + 4(a2 − c2)y2, (7)

其中a > µ > c > 0是实参数. 利用微分几何知识
可得到平均曲率H和高斯曲率K的表达式, 代入
(3)式得到使之成立的条件p = 0, λ = 0, c0 = 0和

µ2 =
(
a2 + c2

)
/2. 因此在特定参数下四次圆纹曲

面形的膜泡也满足形状方程 (3), 是一个特殊的解
析解.

考虑到轴对称条件, 任意旋转曲面可以由一条
平面曲线绕 z轴旋转得到. 该曲面可以被参数化
为

{
ρ cosψ, ρ sinψ,

∫
tanψdρ

}
, 其中 ρ是以曲面

上一点到对称轴 (z轴)的距离, ψ是轮廓线在该点
的切向角 [9]. 于是, 形状方程 (3)可以化为 [19]

p

kc
+
λh

kc
+ (c0 − h)

(
h2

2
+
c0h

2
− 2K

)
− cosψ

ρ
(ρ cosψh′)′ = 0, (8)

其中h ≡ sinψ/ρ + (sinψ)′, K = sinψ (sinψ)′ /ρ,
撇号表示对ρ求微分. Zheng和Liu [20]发现轴对称

的形状方程 (8)存在首次积分, 于是将其化为二阶
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非线性常微分方程:
Ψ3 − Ψ (ρΨ ′)

2

2ρ
− ρ

(
1− Ψ2

) [(ρΨ)′
ρ

]′
− c0Ψ

2 +
λρΨ

kc
+
pρ2

2kc
= η0, (9)

式中Ψ ≡ sinψ, η0为积分常数.
Naito等 [21]得到了第一个关于红细胞双凹盘

形的解析解, 当p = λ = 0时, 方程组
z(ρ) = z(0) +

∫ ρ

0

tanψ(ρ′)dρ′

sinψ = c0ρ ln (ρ/ρB)

(10)

满足形状方程 (3), 其中 z (ρ)是红细胞沿旋转对称

轴的剖面轴轮廓线 (图 4 ).
当0 < c0ρB < e时,上述方程代表了双凹碟形.

z

ρ

ρB

Ψ(ρ)

图 4 由方程 (11)描述的解析解在一个象限的剖面图
Fig. 4. Sectional view of analytical solution corre-
sponding to Eq. (11) in one quadrant.

此外, 形状方程 (3)也存在着其他解析解, 比如
常平均曲率曲面和柱面等, 但由于不可能对应现实
的闭合膜泡, 在此不做讨论. 实际上, 寻找膜方程
的解析特解是十分困难的事情. 目前仅有的对应于
闭合膜泡的特解只有球面、环面、Dupin四次圆纹
曲面和方程 (10)对应的双凹碟面.

3 开口膜泡边界条件

1998年, Saitoh等 [22],在实验上观察到了开口
膜泡, 引发了对开口膜泡平衡方程及边界条件的研
究. Capovilla等 [23]利用应力张量和力矩张量研究

了这一问题. Tu和Ouyang [24,25]利用变分法导出

了开口膜泡的形状方程和边界条件.
开口膜泡可简化为如图 5所示的带边曲面, 边

界曲线记为C, 单位切向量记为 t, b与 t和曲面法

线方向垂直. 开口脂膜的自由能可表达为

F =

∫ [kc
2
(2H + c0)

2 + k̄K
]
dA+ λA+ γL,

(11)

其中L为边界曲线周长, γ表示开口脂膜自由边界
上的线张力.

t

C

b

图 5 开口脂质膜泡简化示意图

Fig. 5. Schematic picture of opening-up vesicle.

利用外微分活动标架法对自由能方程 (11)变
分, 可以得到开口泡的形状方程 [24−26]

2kc∇2H + kc(2H + c0)(2H
2 − c0H − 2K)

− 2λH = 0 (12)

和三个边界条件

[kc(2H + c0) + k̄κn]
∣∣
C
= 0, (13)

[2kc∂H/∂b+ γκn + k̄τ̇g]
∣∣
C
= 0, (14)[kc

2
(2H + c0)

2 + k̄K + λ+ γκg

]∣∣∣
C
= 0, (15)

其中κn, κg, τg分别为边界曲线的法曲率、测地曲

率和测地挠率; τ̇g表示 τg对曲线弧长的微商. 根据
变分的物理意义, 方程 (12)—(15)实际上是曲面及
边界上的力与力矩平衡方程. 形状方程 (12)表示
曲面上的点在膜法向上的受力平衡; 方程 (13)是边
界曲线C上的点沿它的切矢量 t方向的力矩平衡方

程; 方程 (14)和 (15)分别代表边界C上的点沿膜法

向与C的副法向b的受力平衡.
由 于C上 的 点 不 仅 要 满 足 边 界 条 件

(13)—(15), 也要满足形状方程 (12), 因此边界条
件与形状方程之间存在相容条件. 特别是, 在轴对
称情况下形状方程 (12)可以转化为一个二阶常微
分方程:

cosψh′ + (h− c0) sinψψ′ − λ̃ tanψ

+
η0

ρ cosψ − tanψ
2

(h− c0)
2
= 0. (16)

对照边界条件 (13)—(15), 可以得到如下相容条
件 [27]:

η0 = 0. (17)

形状方程可进一步化为

cosψh′ + (h− c0) sinψψ′ − λ̃ tanψ
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− tanψ
2

(h− c0)
2
= 0, (18)

同时边界条件也缩减至两个[
h− c0 + k̃ sinψ/ρ

]
C
= 0, (19)[

1

2
(h− c0)

2
+ k̃K + λ̃− σγ̃

cosψ
ρ

]
C

= 0. (20)

根据边界线切矢量 t与旋转方向平行或是刚好相

反, 可以确定σ = 1或−1.
寻找满足上述形状方程和边界条件的解析解

是十分困难的问题. 一个显然的平凡特解是半径
R = −γ/λ的平面圆盘. 目前已经知道, 非零常平
均曲率曲面 (包含球面、柱面等等), Willmore曲面
(如环面和Dupin四次圆纹曲面)、双凹碟面, 在一
定的参数条件下能够满足形状方程 (12). 可以证
明, 在这些曲面上找不到简单光滑闭曲线能够同时
满足上述三个边界条件 (13)—(15) [27,28]. 目前仍
没办法确定的一种情况是非平面的极小曲面, 当
c0 = 0和 k̄ = 0时, 形状方程 (12)能够被满足, 而边
界条件 (13)—(15)退化为

κn = 0, κg = −λ/γ = const. (21)

Tu和Ouyang [29,30]猜测, 在非平面的极小曲面上
不存在满足 (21)式的简单闭曲线.

4 分裂膜泡的颈端条件

细胞内的膜被细胞器之间的蛋白质、脂类等物

质的运输主要是通过膜泡的出芽和融合过程完成

的. 一个负载着蛋白质的膜泡可以从其供体区室表
面出芽脱离, 并在另一靶表面融合从而达到运送蛋
白质的目的. 在两个子膜泡分离的过程中, 肌动蛋
白丝和肌球蛋白马达在它们连接处形成一个收缩

环, 当肌球蛋白马达施加收缩力时, 连接处形成较
周围细的分裂颈部, 颈部足够细时会被掐断, 一个
大的膜泡分裂成两个子膜泡.

在不考虑收缩环的情况下, Seifert等 [31]通过

数值计算发现, 当颈部无限细小且分裂的两个子膜
泡均为球形时, 半径R1和R2与自发曲率 c0之间存

在如下关系:
1

R1
+

1

R2
= c0. (22)

Fourcade等 [32]选择了一个极小曲面连接两个半球

作为测试解, 代入Helfrich自由能做变分, 从理论
上解析地给出了Seifert等数值结果的合理性.

Jülicher和Lipowsky [33]将收缩环的作用看作

两个子膜泡连接颈端的线张力, 并且考虑了两个子
膜泡的弹性性质有所不同, 将膜泡的自由能表示为

F =

∫ [kc
2
(2H + c0)

2 + k̄K
]I

dAI

+

∫ [kc
2
(2H + c0)

2 + k̄K
]II

dAII

+ λIAI + λIIAII + γL+ pV, (23)

其中 I和 II分别代表两个子膜泡 (如图 6所示). 通
过数值研究, 他们发现不考虑高斯曲率的贡献时,
对于颈部尺寸无限小时的极限情况, 收缩环两侧附
近的平均曲率满足如下恒等式:

kI
c(2H

I
ε + cI

0) + kII
c (2H

II
ε + cII

0 ) + γ = 0, (24)

其中HI
ε和HII

ε 分别表示收缩环附近子膜泡 I和 II
中的点的平均曲率. 不考虑收缩环的贡献γ、弹性

性质一致即kI
c = kII

c 且两子膜泡均为球形时, 上式
退化为Seifert等的结果, 如 (22)式.

t

bII
bI

I

II

图 6 两相膜示意图

Fig. 6. Schematic picture of two-phased vesicle.

Jülicher和Lipowsky采用Fourcade等相同的
思路, 在轴对称的情况下给出了收缩环附近平均曲
率关系式 (24)的合理解释. 并且他们猜测 (24)式
的成立与否应该与对称性无关, 具有很强的普适
性, 但是仍然缺乏一般性的证明 [30].

由于对带边界的脂质膜的形状方程和边界条

件有了较为充分的探讨, 对于膜泡的分裂过程, 可
以将其中任何一个视为带边界的脂质膜. 分裂中
的膜泡直观上可以认为是两个带边界的开口脂泡

对接而成, 因此结合两个膜泡各自的边界条件, 就
可以得到分界线上要满足的条件, 继而讨论极限
情况, 有可能为颈端条件 (24)式提供一个一般性的
证明.
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5 结 语

基于Helfrich自发曲率模型的生物膜弹性理
论, 是近代生物膜的物理性质与其生物功能的研究
走向定量化的一个重要方面. 生物膜弹性理论源起
于对红细胞双凹盘形状的研究. 1973年, Helfrich
提出的自发曲率模型为此后相关研究奠定了基础,
近半个世纪以来, 以Liopwsky, Seifert、欧阳钟灿研
究小组等为代表的中外物理学家在自发曲率弹性

模型上做了大量研究工作 [33−35], 生物膜弹性理论
得到了迅速发展, 取得了一系列与实验相符合的成
功理论结果.

本文从理论上讨论了脂质膜泡形状问题的研

究历史与现状, 主要介绍了平衡态膜泡的形状方程
和几个特解、开口脂膜的形状方程与边界条件, 并
指出利用开口脂膜的边界条件证明分裂膜泡颈端

条件的可行性. 由于膜方程 (3)本身是一个四阶非
线性偏微分方程, 解析解的寻找十分困难. 轴对称
情况已经有了相对充分的讨论, 使得形状方程降至
二阶, 如能再找到一个守恒量将其转化成一阶常微
分方程, 对于寻找膜方程的解析解来说将是一个巨
大进展. 此外, 对于颈端条件的讨论将有助于我们
更好地理解细胞分裂等生理过程.

除了本文涉及的几何理论研究方法, 还可以
通过对曲面进行网格划分将二维曲面参数化, 从
而描述出包括平均曲率在内的各个几何量, 借助
Surface Evolver软件或利用基于粒子系统的模拟
方法如相场法、自洽法、耗散粒子动力学等对生物

膜泡的形态问题进行数值研究 [36−43]. 此外作为最
具前景的细胞靶向药物运输载体, 纳米粒子在物理
穿透细胞膜和在细胞的内吞过程中与磷脂双分子

层的相互作用已经得到了较为充分的研究 [44−46].
吞噬行为中细胞膜的形变情况, 也因可以一定程度
反映并指导纳米粒子药物输运过程, 成为具有重要
生物医学价值的前沿课题.
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Abstract
Lipid membrane is a continuous barrier between cell and organelle, providing relatively separate room for the vital

biological reaction to take place and guarantee substance, energy and information exchange between cells and organelles.
Helfrich proposed a spontaneous curvature model to describe the free energy of lipid bilayer. This article reviews the
equations describing the equilibrium morphologies of closed lipid membranes and lipid membranes with free edge based
on the spontaneous model, and some analytic solutions are provided as well. The practicality of proving linking condition
for splitting vesicle is also discussed.
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