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Yangian代数是超出李代数更大的无穷维代数, 是研究非线性量子完全可积系统的新对称特性的有力
数学工具. 基于介子态中夸克 -味 su(3)对称性和Yangian代数生成元的跃迁特性, 本文研究了Yangian代数
Y (su(3))生成元在三种正反介子态 (π±, K±, K0 和 K̄0)各自组成的三种混合介子态 (π, K和K0

i ) 衰变中
的作用. 将Y (su(3)) 代数的八个生成元 (Ĩ±, Ũ±, Ṽ ±, Ĩ3和 Ĩ8)作为跃迁算子, 作用在混合介子态上, 研究
其可能的衰变道, 以及衰变前后纠缠度的变化. 结果表明: 1)在李代数范围内的生成元 Ĩ3和 Ĩ8作用下, 三种
混合介子态衰变后组成成分没有发生变化, 其中混合介子态π 在 Ĩ8作用下衰变前后纠缠无变化, 其他衰变纠
缠度发生了变化; 2)在其他的六个 (Ĩ±, Ũ±和 Ṽ ±)超出李代数的生成元的作用下, 三种混合介子态衰变前后
组成成分发生了变化, 其中两个衰变后变成单态, 纠缠度为零; 两个衰变不存在; 剩余两个衰变后纠缠度发生
了变化, 此外在带电 (K)和中性 (K0

i )两类K型混合介子态的六种可能的衰变中, 两种类型的末态的纠缠度
两两相同; 3)三种混合介子态之间可以通过 Ĩ±, Ũ±和 Ṽ ±算子循环转化, 具有明显的对称性. 本文从具有的
对称性上提供了一种探索混合介子态可能衰变的方法, 并且可以用此方法去预测可能的未知衰变粒子和解释
已测得的衰变问题.

关键词: Yangian 代数, 衰变道, 量子纠缠
PACS: 02.20.–a, 23.70.+j, 03.65.Ud DOI: 10.7498/aps.65.020201

1 引 言

作为一种非局域量子关联的量子纠缠是量子

信息中最令人神迷的主题之一 [1], 是量子计算 [2]、

量子隐形传输 [3]、量子密码术 [4] 和量子密钥分

配 [5]等的核心, 在其中起着至关重要的作用. 然而,
制约量子信息发展的关键就是退相干, 因为一个真
实的量子系统不可避免地与其周围环境相互作用,
环境等因素会诱导系统发生关联衰减, 甚至发生退
相干和退纠缠等, 正是这种原因阻碍了量子计算 [6]

和量子信息操作 [7]的实现. 所以研究系统的纠缠
变化情况, 尤其是对称演化下的纠缠就变得非常重
要. 随着对量子信息不断的深入研究, 人们发现两
体三态系统在量子信息领域有着重大的优势, 它可
以使计算更强大 [8], 通信及编码更安全 [9,10], 减少
通信复杂度 [11], 量子门更有效 [12], 并且是量子机
理的新奇检测方式 [13]. 而介子态的正好是三态系
统, 可以由u, d和 s三种夸克及其反夸克组成, 例
如人们所熟悉的介子单态和八重态等. 混合介子态
的研究一直是研究的热点问题 [14−17], 人们还发现
介子可以应用于高能量子隐形传态中 [18,19]. 这就
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为量子信息和粒子物理的联系提供了可能性, 这种
联系具有新奇有趣的特性. 因此研究介子态可能的
衰变及其纠缠变化对量子信息和粒子物理就显得

非常重要和有意义.
Yangian代数及其表示论是从量子系统中发

展出来的新型代数工具, Yangian 代数的对称性和
跃迁特性是研究量子物理系统性质非常重要的方

法 [20]. 其中一方面可以描述量子完全可积模型问
题中一类非线性相互作用模型特有的对称性. 我
们知道对称性越大简并度越多, Yangian代数有比
李代数更大的对称性, 因此描述对称性上可能更
完美. 很多模型中如Calogero-Sutherland模型 [21]、

一维 Hubbard 模型 [22]、Heisenberg 模型 [23]等都

证明有Yangian对称性存在, 知道系统的对称性将
有助于我们对能谱信息的获取. 另一个重要应用
是Yangian算符在跃迁中的作用. 由于Yangian代
数表示的空间是张量空间, 其生成元可以使不同
权态之间发生跃迁, 而李代数只能在相同权各态
之间跃迁 [24,25]. 这就意味着用李代数方法处理
一些物理高阶效应将会被忽略掉, 用Yangian代数
的方法去研究物理问题可以更好地解释物理上的

一些新奇实验现象和了解到系统的物理本质. 随
着Yangian 代数的深入研究, 一些复杂现象将得
以揭示, 这对数理科学的发展将有一定的理论意
义. 用Yangian的方法去研究长程相互作用已经取
得显著的成功 [26−30], 其中Haldane-Shastry模型
被认为是长程相互作用的自旋链 su(n)的代表 [28].
最近Y (sl(2)和Y (su(3))代数被用来研究量子纠

缠、量子保真度和介子衰变等 [20,24,25,31,32]. 此外
Y (su(3)) 代数被证明可以实现轻赝标介子的强衰

变道和预言了在衰变道中的未知粒子, 并做了解
释 [33]. 本文中我们将进一步研究Y (su(3))代数的

生成元组成的跃迁算子对正反介子组成的混合介

子态的衰变道和纠缠度的影响, 并且发现了一些之
前没有发现的有趣现象.

2 Yangian代数 Y (su(3))

具有基本粒子对称的 su(3)代数是 Yangian代
数 Y (su(3))的子代数 [34,35], Yangian代数可以用
一套生成元定义 {Ia, Ja}, 其中 {Ia} 表示 su(3)

的生成元. 对两体系统, Y (su(3))可以表示为

Ia =
∑
i

F a
i ,

Y a = µF a
1 + νF a

2 +
iλ
2
fabc

∑
i ̸=j

ωijF
b
i F

c
j ,

(i, j = 1, 2), (1)

其中下标 i表示不同的格点, Ia通过 fabc和

{F a
i , a = 1, 2, · · · , 8}在第 i个点上形成局域

的 su(3)代数, 并满足对易关系: [F a
i , F

b
j ] =

ifabcδijF c
i , 这里 a, b, c = 1, 2, · · · , 8; 结构常数

fabc是反对称的: f123 = 1, f458 = f678 =
√
3/2,

f147 = f246 = f257 = f345 = −f156 = −f367 = 1/2;
µ, ν, λ 是参数或 casimir算符; ωij = −ωji且满足

ωij =


1, i > j,

−1, i < j,

0, i = j.

(1)式在解释一些量子群理论表示的物理意义
上具有重要的作用 [36−38]. 现在我们引入下面的关
系和记号:

Ĩ± = Y 1 ± iY 2, Ũ± = Y 6 ± iY 7,

Ṽ ± = Y 4 ± iY 5, Ĩ3 = Y 3, Ĩ8 =
2√
3
Y 8,

Ũ3 = − 1

2
Ĩ3 +

3

4
Ĩ8, Ṽ 3 = −1

2
Ĩ3 − 3

4
Ĩ8. (2)

所以Y (su(3))可以实现为

Ĩ± = µI±1 + νI±2 ±λ
∑
i ̸=j

ωij

(
I±i I

3
j +

1

2
U∓
i V

∓
j

)
,

Ũ± = µU±
1 + νU±

2 ∓λ
2

∑
i ̸=j

ωij

[
U±
i

(
I3j − 3

2
Yj

)
+ I∓i V

∓
j

]
,

Ṽ ± = µV ±
1 + νV ±

2 ∓λ
2

∑
i ̸=j

ωij

[
V ±
i

(
I3j +

3

2
Yj

)
+ Ui∓I∓j

]
,

Ĩ3 = µI31 + νI32 − λ

2

∑
i ̸=j

ωij

[
I+i I

−
j − 1

2

(
U+
i U

−
j

+ V +
i V

−
j

)]
,

Ĩ8 = µI81 + νI82 − λ

2

∑
i ̸=j

ωij

(
U+
i U

−
j − V +

i V
−
j

)
.

(3)
Yangian代数生成元具有跃迁特性, 八个生成元中
Ĩ3和 Ĩ8是李代数范围内的, 可以在同权态之间的
跃迁; 其余 Ĩ±, Ũ±和 Ṽ ±是超出李代数范围的, 可
以实现在不同权态之间的跃迁, 是Yangian代数超
出李代数的更本质的特性. 利用Yangian代数生
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成元这些跃迁特性, 八个生成元可以作为跃迁算
子作用在量子态上, 这里我们研究混合介子态在
Yangian对称下衰变前后的变化问题.

3 Y (su(3))代数在混合介子态的纠缠

和衰变中的应用

正负介子在低能QCD中起到了非常重要的作
用, 而且其混合介子系统一直是最引人注意的问题
之一. 例如: 由u, d和 s三个夸克及其反夸克组成

的正反介子通过混合组成的混合介子. 下面我们研
究这些混合介子在Yangian代数的作用下不同的
衰变道和衰败前后纠缠的变化. 由于三种正反介子
以相同的形式组成混合介子态, 为了更好地对比三
种混合介子态衰变前后的变化, 可设三种混合介子
态混合系数是一致的, 即

|π⟩ = − α1|π+⟩+ α2|π−⟩,

|K⟩ = α1|K+⟩+ α2|K−⟩,

|K0
i ⟩ = α1|K0⟩+ α2|K̄0⟩, (4)

其中α1和α2是实系数且满足归一化条件α2
1 +

α2
2 = 1, 正反介子的混合角 θ满足 tan θ = α1/α2,
所以在初始的三种混合介子态中三种正反介

子的组成比例是一样的. 由u, d和 s正反夸

克组成的介子态分别可以表示为单态 |η0′⟩ =

|Ω0⟩ = 1/
√
3(|uū⟩ + |dd̄⟩ + |ss̄⟩), 八重态: |η0⟩ =

1/
√
6(−|uū⟩ − |dd̄⟩ + 2|ss̄⟩), |π0⟩ = 1/

√
2(|uū⟩ −

|dd̄⟩), |π+⟩ = −|ud̄⟩, |π−⟩ = |dū⟩, |K+⟩ = |us̄⟩,
|K−⟩ = |sū⟩, |K0⟩ = |ds̄⟩, |K̄0⟩ = |sd̄⟩. 为了计算
方便, 混合介子态 |π⟩中α1前的负号是由于 |π+⟩的
负号才引入的.

我们知道对于N个粒子的纠缠纯态,可以利用
它的平均熵来衡量它的纠缠度 [39]:

C(N)
η =


1

N

N∑
i=1

S(i), Si ̸= 0 ∀ i,

0, 其他,

(5)

其中Si = −Tr((ρ)i log3(ρ)i)是对第 i个粒子的约

化部分von Neumann熵,对其他的N−1求迹, (ρ)i
是第 i个粒子的约化密度矩阵. 在本文中讨论的是
两体三态, 所以N = 2. 由于方程 (4)中三个混合介
子态的混合系数是相同的, 所以经计算三个初始混
合介子态的纠缠度都为

Ci = −α2
1 log3 α2

1 − α2
2 log3 α2

2, (6)

其纠缠度随着α1的具体变化如图 1所示. 由归
一化条件知: 0 6 α1 6 1. 当α1 = 0或 1时, 三
个混合态变为单态, 纠缠度为 0. 经过计算纠缠
度的表达式 (即方程 (6))的最大值, 我们发现: 当
α1 = α2 = 1/

√
2 时 (即正反介子以相同的比例混

合), 初态的纠缠度达到最大值为Cmax
i = log3 2.

所以随着α1的值从0 增加到1的过程中, 初态的纠
缠度从 0先缓慢增加到最大值 log3 2, 后迅速减小
到0.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

α1

C
i

图 1 初始混合介子态纠缠度随着α1的变化

Fig. 1. The change of the initial mixed meson state vs α1.

当Yangian代数Y (su(3))生成元作为跃迁算

子P作用在混合介子态上时, 初始混合介子态将发
生衰变, 即

|ψ⟩fin = P |ψ⟩ini. (7)

下面我们研究其中不同跃迁算子对混合介子态衰

变态 |ψ⟩fin的影响及其衰变后纠缠度的变化. 当初
态为 |π⟩时, 跃迁后变化情况见表 1 .

表 1中末态 |πi⟩ (i = 1, 2, · · · , 8)在归一化条件
下分别为

|π1⟩ = |uū⟩ = 1

6

(
2
√
3|η0

′
⟩ −

√
6|η0⟩+ 3

√
2|π0⟩

)
,

|π2⟩ = |dd̄⟩ = 1

6

(
2
√
3|η0

′
⟩ −

√
6|η0⟩ − 3

√
2|π0⟩

)
,

|π3⟩ = 0,

|π4⟩=
(
να1+

λ

2
α2

)
|K+⟩+

(
−λ
2
α1+µα2

)
|K−⟩,

|π5⟩ =
(
λ

2
α1 + να2

)
|K0⟩+

(
µα1 −

λ

2
α2

)
|K̄0⟩,

|π6⟩ = 0,

|π7⟩ =
[
− µ− ν

2
α1 +

λ

2
α2

]
|π+⟩

+
[λ
2
α1 −

µ− ν

2
α2

]
|π−⟩,

|π8⟩ = |π⟩. (8)
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表 1 |π⟩介子衰变道和纠缠
Table 1. The decay channels and the entanglement of |π⟩.

初态 |π⟩ 跃迁算子P 末态 |π⟩fin 末态纠缠Cfin 衰变

−α1|π+⟩+ α2|π−⟩　 Ĩ+ |π1⟩ 0 π → η0
′
η0π0

　　　　 Ĩ− |π2⟩ 0 π → η0
′
η0π0

　 Ũ+ |π3⟩ 0 0

　　　 Ũ− |π4⟩ Cπ1 π → K+K−

　　　 Ṽ + |π5⟩ Cπ2 π → K0K̄0

　 Ṽ − |π6⟩ 0 0

　 Ĩ3 |π7⟩ Cπ3 π → π+π−

　 Ĩ8 |π8⟩ Cini π → π+π−

表 1中末态的纠缠为

Cπ1 = −
(
να1 +

λ

2
α2

)2

log3
(
να1 +

λ

2
α2

)2

−
(
− λ

2
α1+µα2

)2

log3
(
− λ

2
α1+µα2

)2

,

Cπ2 = −
(λ
2
α1 + να2

)2

log3
(λ
2
α1 + να2

)2

−
(
µα1 −

λ

2
α2

)2

log3
(
µα1 −

λ

2
α2

)2

,

Cπ3 = −
[
− µ− ν

2
α1 +

λ

2
α2

]2
× log3

[
− µ− ν

2
α1 +

λ

2
α2

]2
−
[λ
2
α1 −

µ− ν

2
α2

]2
× log3

[λ
2
α1 −

µ− ν

2
α2

]2
. (9)

初态为 |K⟩时, 跃迁后的变化情况见表 2 .
表 2中末态 |Ki⟩ (i = 1, 2, · · · , 8)在归一化条件下
分别为

|K1⟩ = 0,

|K2⟩ =
(
µα1 −

λ

2
α2

)
|K0⟩

+
(λ
2
α1 + να2

)
|K̄0⟩,

|K3⟩ = −
(
να1 +

λ

2
α2

)
|π+⟩

+
(
− λ

2
α1 + µα2

)
|π−⟩,

|K4⟩ = 0,

|K5⟩ = |ss̄⟩ = 1

3

(√
3|η0

′
⟩+

√
6|η0⟩

)
,

|K6⟩ = |uū⟩ = 1

6

(
2
√
3|η0

′
⟩ −

√
6|η0⟩+ 3

√
2|π0⟩

)
,

|K7⟩ =
(
µα1 −

λ

2
α2

)
|K+⟩+

(λ
2
α1 + να2

)
|K−⟩,

|K8⟩ =
[
(µ− 2ν)α1 −

3λ

2
α2

]
|K+⟩

+
[3λ
2
α1 + (−2µ+ ν)α2

]
|K−⟩. (10)

表 2中末态的纠缠为

CK1 = CK3 = Cπ2, CK2 = Cπ1,

CK4 = −
[
(µ− 2ν)α1 −

3λ

2
α2

]2
× log3

[
(µ− 2ν)α1 −

3λ

2
α2

]2
−
[3λ
2
α1 + (−2µ+ ν)α2

]2
× log3

[3λ
2
α1+(−2µ+ν)α2

]2
.

(11)

初态为 |K0
i ⟩时, 跃迁后的变化情况见表 3 .

表 3中末态 |K0
i ⟩ (i = 1, 2, · · · , 8)在归一化条件

下分别为

|K0
1 ⟩ =

(
µα1 −

λ

2
α2

)
|K+⟩+

(λ
2
α1 + να2

)
|K̄−⟩,

|K0
2 ⟩ = 0,

|K0
3 ⟩ = |dd̄⟩ = 1

6
(2
√
3|η0

′
⟩ −

√
6|η0⟩ − 3

√
2|π0⟩),

|K0
4 ⟩ = |ss̄⟩ = 1

3
(
√
3|η0

′
⟩+

√
6|η0⟩),

|K0
5 ⟩ = 0,

|K0
6 ⟩ = −

(
− λ

2
α1 + µα2

)
|π+⟩

+
(
να1 +

λ

2
α2

)
|π−⟩,

|K0
7 ⟩ =

(
µα1 −

λ

2
α2

)
|K0⟩+

(λ
2
α1 + να2

)
|K̄0⟩,

|K0
8 ⟩ =

[
(µ− 2ν)α1 −

3λ

2
α2

]
|K0⟩

+
[3λ
2
α1 + (−2µ+ ν)α2

]
|K̄0⟩. (12)
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表 2 |K⟩介子衰变道和纠缠
Table 2. The decay channels and the entanglement of |K⟩.

初态 |K⟩ 跃迁算子P 末态 |K⟩fin 末态纠缠Cfin 衰变

α1|K+⟩+ α2|K−⟩　 Ĩ+ |K1⟩ 0 0

　　　　 Ĩ− |K2⟩ CK1 K → K0K̄0

　 Ũ+ |K3⟩ CK2 K → π+π−

　　　 Ũ− |K4⟩ 0 0

　　　 Ṽ + |K5⟩ 0 K → η0
′
η0

　 Ṽ − |K6⟩ 0 K → η0
′
η0π0

　 Ĩ3 |K7⟩ CK3 K → K+K−

　 Ĩ8 |K8⟩ CK4 K → K+K−

表 3 |K0
i ⟩介子衰变道和纠缠

Table 3. The decay channels and the entanglement of |K0
i ⟩.

初态 |K0
i ⟩ 跃迁算子P 末态 |K0

i ⟩fin 末态纠缠Cfin 衰变

α1|K0⟩+ α2|K̄0⟩　 Ĩ+ |K0
1 ⟩ CK01 K0

i → K+K−

　 Ĩ− |K0
2 ⟩ 0 0

　 Ũ+ |K0
3 ⟩ 0 K0

i → η0
′
η0π0

　　　 Ũ− |K0
4 ⟩ 0 K0

i → η0
′
η0

　　　 Ṽ + |K0
5 ⟩ 0 0

　 Ṽ − |K0
6 ⟩ CK02 K0

i → π+π−

　 Ĩ3 |K0
7 ⟩ CK03 K0

i → K0K̄0

　 Ĩ8 |K0
8 ⟩ CK04 K0

i → K0K̄0

表 3中末态的纠缠为

CK01 = CK03 = CK1 = CK3,

CK02 = CK2, CK04 = CK4. (13)

上面三种混合介子态在Y (su(3))生成元的

作用下, 混合介子衰变后纠缠和衰变道具有
以下特点: 1)纠缠度方面, 在每个混合介子态
的八种衰变中, 末态纠缠度都有四个非零和四
个为零纠缠 (包括两个单态和两个不存在的衰
变), 而非零纠缠度中三种混合介子衰变中有
两个是相同纠缠度的, 即Cπ1 = CK2 = CK02,
Cπ2 = CK1 = CK3 = CK01 = CK03; 而对 |K⟩和
|K0

i ⟩ 两混合介子态衰变后的四个非零纠缠是两两
相同的, 即方程 (13); 2)衰变方面, 在每个混合介子
态的八种衰变中, 都有两个衰变是不存在的, 即三
个表格中为 0的衰变; Ĩ±, Ũ±和 Ṽ ±为不同权态之

间的跃迁, 而 Ĩ3和 Ĩ8为同权之间的跃迁, 所以在 Ĩ3

和 Ĩ8作用之后的衰变, 其衰变前后介子的成分没
有变, 而其他的衰变前后成分发生了变化. 此外我
们还发现了如图 2所示的衰变规律, 三种介子成分
可以在不同生成元作用下循环转化. 这对我们研究
介子的衰变道和对称性可能具有非常重要的作用

和意义.
|p>

|K>

I
-~

I
+~

U
+

~

U
-

~

V -~

V +~

|Ki >
0

图 2 三种混合介子态 |π⟩, |K⟩和 |K0
i ⟩在生成元 Ĩ±,

Ũ±和 Ṽ ±作用下的相互转化.
Fig. 2. The interactive transformations of the three
different mixed meson states |π⟩, |k⟩ and |k0i ⟩ with the
generators Ĩ±, Ũ±andṼ ±.
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4 结 论

根据夸克介子态的 su(3)对称, 本文研究了三
种不同混合介子态在Yangian代数Y (su(3))八个

生成元作用下, 其衰变前后纠缠度的变化和可能存
在的衰变道. 研究结果显示: 1)从纠缠角度上, 相
同纠缠的三个不同混合介子态衰变后, 除 |π⟩在 Ĩ8

作用下纠缠没有变化外, 其他都发生了变化, 其变
化中也有完全相同变化的, 例如, 带电 (K)和中性
(K0

i ) 两类K混合介子态衰变后的非零纠缠度两两

相同; 2)从衰变上, 三个不同混合介子态的八种可
能的衰变中, 有两种是不存在的, 另外六种可能的
衰变中, Ĩ3和 Ĩ8作用其衰变成分前后没有变化, 而
Ĩ±, Ũ±和 Ṽ ±作用下介子态的成分发生了全新的

变化; 此外更重要的是我们发现了三种不同的混合
介子态在 Ĩ±, Ũ±和 Ṽ ±作用下可以循环转变. 这
些研究结果也说明了三种混合介子态之间存在 I−,
U−和V −对称性, 即 |π⟩ 和 |K⟩ 混合介子态之间存
在着 Ũ±对称性, |π⟩和 |K0

i ⟩混合介子态之间存在
着 Ṽ ± 对称性, |K⟩和 |K0

i ⟩混合介子态之间存在着
Ĩ±对称性. 这种关系可能为今后介子的衰变和对
称性等问题提供可能的物理和数学解释, 我们也期
望Yangian代数能在粒子物理的其他方面发挥更
重要的作用.

感谢上海大学杨国宏教授、姜颖教授和张爱林教授及

其研究生非常有益的讨论和帮助.
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Abstract
Yangian, as an algebra beyond the Lie algebra, is an infinite dimensional algebra and a powerful mathematical

method for investigating the new symmetry of quantum systems which are nonlinear and integrable. Based on the su(3)

symmetry of the quark-flavor in the meson states and the transition property of the generators in Yangian algebra, we
study the applications of Yangian algebra Y (su(3)) in the decay of three mixed meson states (π, K and K0

i ) composed
of the three positive and negative meson states (π±, K±, K0 and K̄0). As the transition operators, the eight generators
(Ĩ±, Ũ±, Ṽ ±, Ĩ3 and Ĩ8) of Yangian algebra Y (su(3)) are acting on the three mixed meson states, respectively. Then,
the possible decay channels and the changes of the entanglement are studied. Results show: 1) Under the effects of Ĩ3

and Ĩ8 within the Lie algebra on the three mixed meson states, the compositions of the final states after decays of the
three mixed meson states are not changed as compared with the initial state; the entanglement is not changed for the
decay of the mixed meson state π with the effect of Ĩ8, and the others are changed; 2) under the effects of the other
six generators (Ĩ±, Ũ± and Ṽ ±) beyond the Lie algebra on the three mixed meson states, the compositions of the final
states after the decay are changed compared with the initial state; in the six possible decay channels, the two final states
become single states without entanglement; two decay channels are absent; and the entanglements of the final states
in the remaining two decays are changed. In addition, the entanglement of the final meson states in the possible six
decay channels of the two types K mixed meson states, the charged (K+, K−) and neutral (K0, K̄0) meson states, are
the same two by two; 3) The three mixed meson states can be circularly transferred by the operators Ĩ±, Ũ± and Ṽ ±,
implying the obvious symmetry. In this paper the Yangian method is presented to study the possible decay channels of
the mixed meson states and may be used to present a possible interpretation of the new unknown or known particle in
the decay of the mixed meson.

Keywords: Yangian algebra, the decay channel, quantum entanglement
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