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耦合电磁场对石墨烯量子磁振荡的影响∗

卢亚鑫 马宁†

(太原理工大学物理与光电工程学院, 太原 030024)

( 2015年 6月 25日收到; 2015年 10月 27日收到修改稿 )

我们研究了包含自旋轨道耦合与杂质散射在内的石墨烯量子磁振荡对外加电磁场的响应. 我们发现, 石
墨烯中自旋轨道耦合、电磁场以及边界共同修正了朗道能谱, 且当电场与磁场比值超过某一临界值时, 量子磁
振荡会突然消失, 这与非相对论二维电子气的情况显著不同. 这种现象可以通过朗道量子化轨道由封闭转化
为开放的半经典理论来解释. 此外, 我们还发现杂质散射和温度的共同作用会使得磁振荡振幅衰减. 我们的
结果可用于分析石墨烯及其类似结构 (硅烯、锗烯、锡烯等)的费米能级与朗道能谱的相互作用, 进而探测自旋
轨道耦合引起的能隙.
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1 引 言

2004年, Geim和Novoselov等 [1], 在实验上首
次制备出石墨烯 (Graphene). 一年后, 他们的小组
与Kim小组, 在实验上观测到垂直磁场下石墨烯
载流子的反常磁输运性质 [2,3], 即苏布尼科夫 -德
哈斯效应 (Shubnikov-de Haas, SdH)的非零Berry
相位和半整数量子霍尔效应 (half integer quantum
hall, HIQH). 之后不久, Gusynin等 [4−7]便在理论

上成功解释了这些反常现象, 并利用刘维尔方程
(Liouville equation)和久保 (Kubo)公式, 较早地导
出了电子电导率与磁场的定量关系, 与实验结果基
本符合.

值得注意, Lukose等通过理论计算发现 [8], 具
体表现为电场与磁场的竞争会使朗道态受到挤压,
导致电子和空穴态混合, 同时还会使朗道能级间隔
收缩; 另一方面, 磁场会形成朗道能级, 而电场则会
使朗道能量及其间隔发生收缩, 且当电场与磁场的
比值达到某一特殊值时, 所有能级就会整体塌缩.

这一新奇的临界场效应, 后来被Gu等 [9]在实验上

证实, 以此为切入点, 国内外很多课题组 [10−16]相

继研究了电磁场耦合对于石墨烯及其纳米带量子

热力学性质 (如热力学势、磁化强度、磁化率、比热
以及电热、磁热效应等)的影响, 发现了很多传统半
导体中未曾有过的物理现象. 但是这些研究, 也只
揭示了电场调控石墨烯及其纳米带热力学性质的

机理, 并没有分析自旋轨道耦合作用对其的影响.
众所周知, 自旋电子学的相关应用主要依赖于

对自旋轨道相互作用的调控, 因为该相互作用耦合
了电子的自旋自由度和轨道运动, 从而提供了通过
外电场 [17]或者栅极电压来操控电子自旋的有效途

径. 目前, 通过自旋轨道耦合实现自旋注入、自旋探
测以及电子器件的自旋操作等方式已经在半导体

和金属材料中得到了广泛的研究 [18,19]. 石墨烯的
自旋轨道耦合包含内禀和外在两种 [20]. 密度泛函
理论和其他计算方法表明 [21,22], 对于无穷大的理
想石墨烯平面 [23,24], 内禀自旋轨道耦合是比较弱
的, 耦合强度大约在 1—50 µeV范围, 因此只有在
极低温条件下才能被探测到. 外在自旋轨道耦合,
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产生于石墨烯与基底界面, 由杂质 [25]和垂直于外

加电场 (即Rashba自旋轨道耦合)产生, 也可以完
全由基底产生 [24]. Rashba自旋轨道耦合使得电场
也可以用于操控自旋 [19], 不再是原来的仅有磁场
才能操控. 本质上, 在二维半导体结构中, Rashba
自旋轨道耦合由反演不对称性引起 [26]. 同时我们
也注意到, 最近发现的硅烯、锗烯和锡烯等材料与
石墨烯有相似结构, 但是它们却有比石墨烯强的
多的自旋轨道耦合作用 (具体为硅烯1.55 meV [27]、

锗烯 23.9 meV [28]和锡烯 52 meV [29]). 因此, 本
文研究外加电磁场条件下, 自旋轨道耦合对石墨
烯纳米带的德哈斯 -范阿尔芬效应 (de Haas-van
Alphen)——量子磁振荡的影响, 不仅是对石墨烯,
对与其有类似结构的材料 (如硅烯、锗烯和锡烯等)
也具有普适意义. 进一步地, 该效应还可以用于探
测此类材料物理系统的热力学性质, 例如, 磁化率
χ、磁化强度M , 以及态密度 (DOS)等, 这将有助于
进一步研发此类材料的磁电纳米器件和自旋电子

学器件.

2 石墨烯纳米带粒子的能量本征态和
本征值

我们首先构建了两种不同边界类型的石墨烯

纳米带 (如图 1 ), 用符号 qw来标记两种纳米带沿宽

度方向的层数,

Lxzigzag = (1.5qw − 1)a,

Lxarmchair = (qw − 1)a
√
3/2. (1)

石墨烯低能量电子激发态可用无质量的狄

拉克方程描述 [1,30]. 外加面内电场 [E = (−E,

0, 0), U = Eex]和面外垂直磁场 [B = (0, 0, B),
A = (0, Bx, 0)], 这里去朗道规范为A(r) = B̂x̂ŷ, E
是电场强度, B为磁感应强度. 包含自旋轨道耦合
的单粒子哈密顿量表示为

H = υFα ·Π + IeEx +∆SOσzτzsz, (2)

式中, Π = p+eA是正则动量, σz = ±1描述A(B)
子格点的态且τz = ±1描述K(K ′)点, σ和s表示

泡利矩阵, I表示单位矩阵. 根据量子相对论 [31],
我们得到了自旋轨道耦合、静电势和磁约束势共同

修正的朗道能谱:

εn,ky = sgn(n)
√
∆2

SO + 2 |n| ~eBυF(1− β2)3/4

+ ~υFβpy, (3)

(3)式表明: 粒子的能量实际上等于谐振子量
子化能量与静电势能之和. 耦合电磁场参量

β = E/υFB, 需要遵从狭义相对论中的洛伦兹
(Lorentz)协变要求 |β| < 1. 玻尔 -索末菲 (Bohr-
Sommerfeld)量子化条件 [32,33]如下:∫ x2

x1

√
(ε− eEx −∆SO)2/υ2

F − (py − eEx)2dx

= π~(n+ γ), (4)

(4)式中, x1和x2分别对应经典物理两个拐点, γ是
常数 (0 < γ < 1). 当β接近 1时, 其中一个拐点变
为无穷大, 对应的物理图像由原来的闭轨道转变为
开放轨道, 此时静电势能在与洛伦兹力的竞争中占
有压倒性的绝对优势. 具体地, 当 |β| < 1, 能谱是
量子化的, 然而当 |β| > 1时, 能谱则变成准连续的.
也就是说, 在 |β| = 1处发生了量子到经典的相变,
标志就是量子化的闭合轨道 (|β| < 1)和开放轨道
(|β| > 1)之间的转变, 此时洛伦兹力与电场力平衡.

1

2
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qw-1

qw

qw-1

qw

(a)

1

3
2

y

x

(b)

图 1 两种边界类型的石墨烯纳米带 (a)锯齿型; (b) 扶椅型

Fig. 1. Zigzag graphene (a) and armchair graphene (b) nanoribbon.
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进一步地, 由方程 (3)可以看出, 朗道能级间
距被电场修正 (1 − β2)3/4且变为不均匀的, 但是
在非相对论情况下此间距不依赖于电场且是均

匀间距的. 随着参量β的增大, 朗道能级间距减
小, 最终导致了朗道能级的混合. 有趣的是, 在
强电场情况 |β| = 1时, 全部朗道能级突然塌缩.
最近有研究报道了无质量载流子的朗道能级受

到抛物势能U(x) = −ax2的限制也会出现类似的

奇异现象 [9]. 同时, 自旋轨道耦合、电磁场、低
能量范围内的电子与空穴的混合打破了时间反

演对称性, 并破坏了能量色散关系的偶对称, 保
留了K的奇对称性E e,k = −Eh,−k. 这表明在
n = 0, E e,k = Eh,ky

= ∇so + ~νFβκy时电子空穴

色散出现衰减.
本征函数为

Ψn,ky
(x, y) ∝ exp(ikyy) exp [−(β/2)αy]

× ϕn (ξ)χ± (β) , (5)

式中, ϕn (ξ)和χ± (β)分别代表谐振子的轨道和旋

量波函数. 显然, 能量本征值实际上就是轨道和旋
量波函数的解. 在 (5)式中, 我们定义

ξ ≡(1− β2)3/4

lc

×
[
x− l2cky + sgn(n)

√
2 |n|lcβ

(1− β2)1/4

]
. (6)

根据 (6)式, 可得

x0 = l2cky − sgn(n)
√
2 |n|lcβ

(1− β2)1/4
. (7)

在静电势U (x)作用下, 遵从量子力学判据
计算朗道态Ψn,ky . 由 ky = 2πl/Ly变分可得

δky = 2π/Ly. 由 (7)式得

∆x0 = l2c∆ky. (8)

又因为, 要求朗道态集中在纳米带的宽度范围内即
∆x0 = Lx, 所以∆ky = Lx/l

2
c . 因此, 对于确定量

子数n, 按量子数ky分布的朗道态数目为

D =
gs∆ky
δky

=
2eB

~π
LxLy, (9)

式中, gs = 4包含了自旋和子晶格简并.
这时, 朗道能级需要由包含自旋轨道耦合项

的 δ函数表示, 对 δ函数求和就可以得到朗道态的

数目为

D0 (ε) =
eS

~π

{
δ(ε−∆) + δ(ε−∆)

+ 2

∞∑
n=1

[δ(ε− εn) + δ(ε+ εn)]

}
, (10)

式中, 定义∆ = ∆SO(1 − β2)3/4, 这一项主要由自
旋轨道耦合引起, 然后被电场修正. 利用 δ函数公
式, 可得

D0 (ε) =
2eB |ε|S

~π

[
δ(ε2 −∆2)

+ 2

∞∑
n=1

δ(ε2 −∆2 − 2neB∗~υ2
F)

]
=

eBS

~π
sgn(ε)× d

dε

[
θ(ε2 −∆2)

+ 2
∞∑

n=1

θ(ε2 −∆2 − 2neB∗~υ2
F)

]
, (11)

式中, θ是阶跃函数且B∗ = B(1 − β2)3/2,
2eB/(~π)表示对于确定量子数n的朗道能级上

的粒子数密度. 应用泊松求和公式:
1

2
F (0) +

∞∑
n=1

F (n)

=

∫ ∞

0

F (x) dx

+ 2Re
∞∑
k=1

∫ ∞

0

F (x) e2πikxdx. (12)

对朗道能级求和:
∞∑

n=1

θ(ε2 − 2neB∗~υ2
F)

= θ(ε2)

[
− 1

2
+

ε2

2eB∗~υ2
F

+

∞∑
k=1

sin
(
πk

ε2

2eB∗~υ2
F

)
πk

]
, (13)

代入 (12)式, 最终可以获得考虑自旋轨道耦合作
用, 但不含杂质影响的朗道态数目的表达式为

D0 (ε) =
eBS

~π
sgn(ε) d

dε

{
θ(ε2 −∆2)

[
ε2 −∆2

eB∗~υ2
F

+ 2

∞∑
n=1

1

πk
sin

(
πk

ε2 −∆2

eB∗~υ2
F

)]}
. (14)

借助洛伦兹分布函数PΓ = Γ/
[
π(ω2 + Γ 2)

]
, 引入

杂质散射

D (ε) =

∫ ∞

−∞
dωPΓ (ω − ε)D0(ε),∫ ∞

−∞
dωPΓ (ω) = 1. (15)
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因为D0 (ε)是关于 ε的偶函数, D (ε)的表达式可以

写为如下形式:

D (ε) =
eBS

~π
sgn(ε) d

dε

{
θ(ε2 −∆2 − Γ 2)

×
[
ε2 −∆2 − Γ 2

eB∗~υ2
F

+ 2
∞∑

n=1

1

πk

× sin
(
πk

ε2 −∆2 − Γ 2

eB∗~υ2
F

)
× exp

(
− 2πk |ε|Γ

eB∗~υ2
F

)]}
. (16)

说明朗道态数目的振荡部分包含在方程 (16)中k

的总和中.

3 计算结果与讨论

所有的热力学变量, 例如磁化强度M和电子

数目N都可以通过相对论热力学势Ωger得到, 计
算如下 [10]:

Ωger(T, µ) = − T

∫ ∞

−∞
dεN (ε)

× ln
(
2 cosh ε− µ

2T

)
, (17)

式 中, 定 义 µ = µ0(1 − β2)3/4和 µ0 =√
(~υF)2ρπ+∆2

SO + Γ 2
0 . 同样选定µ > 0, 热力

学势Ωger最终可以表达为常规项 (即非振荡)和振
荡项之和, 这两项对应相同的物理图像, 即朗道能
级整数填充而且全部填满. 热力学势Ωger主要由

磁场决定, 电场只做微小修正.
电场引起的额外能项Ωadd, 可以由能量项

E (ω)与温度分布函数PT (z)做卷积得到:

Ωadd =

∫ ∞

−∞
dωPT(ω − µ)E (ω) , (18)

式中, ω和µ均为能量变量. 对应的物理图像是最
高朗道能级 (由nF标记)部分填充, 即未填满. 能量
项E (ω)定义为

E =

ly∑
l=−lF

2πLx~υFβl, (−lF 6 ly 6 lF). (19)

(19)式表明如果电场为零, 就会导致Ωadd瞬间消

失. 分布函数PT (z)为

PT (z) = − ∂nF (z)

∂z

=
1

4kBT cosh2 z

2kBT

. (20)

最后, 总体力学势能可表示为

Ω(T, u) = Ωreg +Ωosc +Ωadd. (21)

当温度较低时忽略O(kBT ), 热力学势

Ωreg = − ζ(3/2)υFS

π2
√
2~

(eB)3/2(1− β)3/4

+
2u0S(u

2
0 −∆2

SO − Γ 2
0 )

3π(~υF)2

× (1− β2)3/4, (22)

Ωadd =

∞∑
k=1

πLx~υFβAΩ0RDRT, (23)

式中,

AΩ0
=

(µ2
0 −∆2

SO − Γ 2
0 )

2

π2(~υF)4

−
2eB(µ2

0 −∆2
SO − Γ 2

0 )

~(π~υF)2

×
(
2

[
µ2
0 −∆2

SO − Γ 2
0

2e~υ2
FB

]
+ 1

)
+

[
µ2
0 −∆2

SO − Γ 2
0

2e~υ2
FB

]
×
([

µ2
0 −∆2

SO − Γ 2
0

2e~υ2
FB

]
+ 1

)
×
(
2eB

~π

)2

. (24)

(24)式与 (µ2
0 −∆2

SO − Γ 2
0 )/2e~υ2

FB的整数部分有

关, 这里用方括号 [ ]表示取整数.
接着引入和杂质势相关的衰减因子

RD(k, µ) = exp
(
− 2πk

µ0Γ0

e~υ2
FB

)
. (25)

(25)式描述了由于电子散射引起的第k阶模式 (k
为任意整数)谐振子振幅的衰减. 显然, 少量杂质
会使得振荡曲线变得平滑. 上述衰减因子RD是描

述Dingle谐振子阻尼的一般形式. 对于非相对论
情况, 这一衰减因子通常由非相对论回旋频率表示
如下:

RNR
D (k) ∝ exp

(
− 2πk

Γ0

ωc

)
. (26)

对比 (25)式和 (26)式, 可以发现进一步增大µ0会

使磁振荡衰减至不可见. 但是, 对于非相对论情况
则恰恰相反, RD并不依赖于化学势µ0.

温度衰减因子为

RT(k, µ) =
2π2kµ0kBT/(e~υ2

FB̃)

sinh 2π2kµ0kBT

e~υ2
FB̃

. (27)
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这就是著名的Lifshits-Kosevich公式的温度衰减
因子, 它与相对论情况等价. 这里, 我们定义
B̃ = B(1 − β2)3/4. (27)式表明: 温度衰减因子
不仅依赖于温度, 而且还和外场有关. 考虑约束条
件Γ0,

√
e~υ2

FB ≪ µ0, 保留渐进式的主要项, 最终
获得热力学势振荡项Ωosc(忽略 θ函数):

Ωosc(T, µ) =
(eBυF)

2S

πµ0
(1− β2)3/4

×
∞∑
k=1

cos(πkw)
(πk)2

RT(k, µ)

×RD(k, µ), (28)

其中, 定义w = (µ2
0 − ∆2

SO − Γ 2
0 )/(e~υ2

FB), 这
一项包含自旋轨道耦合项. 显然, 当T → 0 时,
RT(k, µ) → 1, (28)式就退化到零温时的结果. 与
零温结果相比较, 有限温度诱发的能级展宽会使得
磁振幅衰减. 根据 (28)式, 在给定µ0和∆SO的情

况下, 杂质会使得磁振荡频率减小. 对于文中的相
对论模型, 磁振荡频率减小是明确的. 但是, 对于
非相对论模型, 即使是在有杂质时, 磁振荡频率也
将保持不变. 这一显著区别可以追溯到零场时两种
物理图景下的态密度不同, 由于不是本文重点, 这
里不再赘述.

接下来我们继续讨论在温度部位零时, 处于交
叉电磁场中的石墨烯的电子磁化强度, 磁化强度由
下式决定 [34]:

M = −(∂Ω/∂B)N , (29)

式中, N表示石墨烯分子中全部电子数目, 定义
B = µp0H, 其中µp0是真空磁导率, H是磁场强度.
最终, 磁化强度分为三部分, 其中常规项和额外能
项分别为

MT
reg =− 3e

√
eB~ζ(3/2)υFS

2
√
2π2~(1− β2)1/4

−
µ0S(µ

2
0 −∆2

SO − Γ 2
0 )β

2

π(~υF)2B(1− β2)1/4
, (30)

MT
add =

∞∑
k=1

π~υFβ

B
LxAM0

RDRT

−
∞∑
k=1

π~υFβ(2 + β2)LxRD
2B(1− β2)

×AΩ0(R
∗
T −RT )

−
∞∑
k=1

πLx~υFβAΩ0
ARDRDRT , (31)

式中,

ARD = 2πk
µ0Γ0

e~υ2
FB

2
, (32)

AM0 =
(µ2

0 −∆2
SO − Γ 2

0 )
2

π2(~υF)4
−
[
µ2
0 −∆2

SO − Γ 2
0

2e~υ2
FB

]
×
([

µ2
0 −∆2

SO − Γ 2
0

2e~υ2
FB

]
+ 1

)
×
(
2eB

~π

)2

. (33)

且有

R∗
T (k, µ) = R2

T (k, µ) cosh 2π2kµ0kBT

e~υ2
FB̃

. (34)

显然, 当T → 0, RT (k, µ) → 1且R∗
T (k, µ) → 1. 另

外, 振荡部分为

MT
osc =

[
AM1

∞∑
k=1

(−1)k

πk
sin(πkw)

+ (AM2 +AM3)

∞∑
k=1

(−1)k

(πk)2
cos(πkw)

]
×RDRT

+AM4

∞∑
k=1

cos(πkw)
(πk)2

RD

× (R∗
T −RT ). (35)

(35)式中,

AM1 = −
eS(µ2

0 −∆2
SO − Γ 2

0 )(1− β2)3/4

πµ0~
,

AM2 = − BS(eυF)
2(4− β2)

2πµ0~(1− β2)1/4
,

AM3 = − 2ekSΓ0(1− β2)3/4

~
,

AM4 =− (eυF)
2BS(2 + β2)

2πµ0(1− β2)1/4
.

根据 (35)式, 可得磁化强度量子磁振荡周期为

∆

(
1

B

)
=

2e~υ2
F

(µ2
0 −∆2

SO − Γ 2
0 )

=
2e

π~ρ
. (36)

(36)式中,

ρ = N/S =
(µ2 −∆2 − Γ 2)

π(~υ2
F)

2(1− β2)3/2

是外加电磁场时的粒子数密度. 因为系统粒子数目
守恒, 所以 ρ = µ2

0 −∆2
SO − Γ 2

0 /π(~υ2
F)

2. 显然, 在
给定µ0和Γ0的条件下, 自旋轨道耦合项∆SO的存

在增加了振荡周期.
图 2描述了不同自旋轨道耦合作用下, 磁化

强度M随 1/B的变化关系. 结果发现, 自旋轨
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道耦合项∆SO使得振荡周期发生了明显改变.
根据 (36)式, 即使对于一个非常小的自旋轨道
耦合数值∆SO 6 10−2µ0, 也会使周期有一个可
观的变化 (∼ 0.045 T). 因此, 我们可以利用周
期改变的办法来探测自旋轨道耦合引起的能隙

大小.

图 3表明电场越强, 磁振荡效应就越明显, 这
是因为增加的电场强度实际上增大了附加能量项

Ωadd或者说使得越来越多的朗道能级约束在k = 0

附近从而增加了振幅. 另外, 磁化强度会在奇点
|β| = 1处突然变化到无穷, 暗示闭轨道转变为开
轨道.
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图 2 (网刊彩色)不同自旋轨道耦合作用下磁化强度M 随着 1/B 变化的函数曲线图 (这里取 µ0 = 1.5
× 10−19 J, E = 5 V·m−1, T = 10 K)
Fig. 2. (color online) Magnetization M as a function of reciprocal magnetic field 1/B for three
different values of the ∆SO for E = 5 V·m−1. We use µ0 = 1.5 × 10−19 J and T = 10 K.
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图 3 (网刊彩色)不同电场下磁化强度M 随着 1/B变化的函数曲线图 (三条曲线分别对应着电场强度E1 = 3

V·m−1, E2 = 5 V·m−1, E3 = 7 V·m−1, 这里取 µ0 = 1.5 × 10−19J, Γ0 = 1.0 × 10−21 J和 T = 10 K)
Fig. 3. (color online) Magnetization M is plotted as a function of reciprocal magnetic field 1/B. Three
oscillation curves correspond to E1 = 3 V·m−1, E2 = 5 V·m−1 and E3 = 7 V·m−1, respectively. We take
for µ0 = 1.5 × 10−19J, Γ0 = 1.0 × 10−21 J and T = 10 K.

图 4描述了不同温度下的M -1/B函数图. 结
果发现, 随着磁感应强度B的减小, 杂质散射和温
度引起了磁化强度振幅的阻尼, 最终衰减为零. 正
如图中所阐述的, 对于给定的Γ0, 高温加速了振幅
的衰减, 进而抑制了整个磁振荡. 此外, 通过对比
图 3 和图 4 , 可以发现: 低温极限下磁振荡呈现尖
锐的锯齿形, 但是随着温度T和杂质势Γ0的增加

振幅开始变得光滑. 这一结果表明, 振幅的尖锐程

度取决于T和Γ0的数值.
我们根据已知磁化强度, 可求得对应的磁

化率为

χT
reg =

3eSµp0
√
e~ζ(3/2)υF

4
√
2Bπ2~(1− β2)5/4

(1− 2β2)

+
µ0S(µ

2
0 −∆2

SO − Γ 2
0 )β

2µp0(6− 5β2)

2π(~υFB)2(1− β2)5/4
,

(37)
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图 4 (网刊彩色)不同温度下磁化强度M随着 1/B的变化关系 (三条曲线分别对应着温度 T1 = 70 K, T2 = 120 K
和 T3 = 160 K, 这里取 µ0 = 1.5× 10−19 J, Γ0 = 1.0× 10−21 J)
Fig. 4. (color online) Magnetization M to reciprocal field 1/B for E = 5 V·m−1. Three curves correspond
to temperature T1 = 70 K, T2 = 120 K and T3 = 160 K, respectively. We use µ0 = 1.5 × 10−19 J and
Γ0 = 1.0× 10−21 J.

χT
add =

∞∑
k=1

π~υFβµp0RDLx

×
{[

−
2(µ2

0 −∆2
SO − Γ 2

0 )
2

πB(~υF)4

+ 2(AM0 +AΩ)ARD −BAΩ0A
2
RD

]
× RT

B

+ (AM0
−BAΩ0

ARD)
2 + β2

B2(1− β2)

× (R∗
T −RT )−AΩ0

Aχ0

}
, (38)

χT
osc =

[
(Aχ1 +Aχ2 +Aχ3)

∞∑
k=1

(−1)k cos(πkw)

+ (Aχ4 +Aχ5)

∞∑
k=1

(−1)k

πk
sin(πkw)

]

× SRDRT +

[
AM1

∞∑
k=1

(−1)k

πk
sin(πkw)

+ (AM2 +AM3)

∞∑
k=1

(−1)k

(πk)2
cos(πkw)

]
× (2 + β2)

B(1− β2)
RD(R

∗
T −RT )

− S(eBυF)
2

πµ0
Aχ0(1− β2)3/4

×
∞∑
k=1

cos(πkw)
(πk)2

RD(k, µ). (39)

(38)式引入了

Aχ0 =
(β4 − 5β2 − 2)

B2(1− β2)2

×
(
R∗

T −RT +
(2 + β2)2

4B2(1− β2)2

)

×
[
2RT (R

∗
T −RT ) cosh 2π2kTµ0

e~υF
∼
B

−R3
T sinh2 2π2kTµ0

e~υFB̃
− (R∗

T −RT )
]
. (40)

在 (39)式中,

Aχ1 = − 2eµP0Γ0(β
2 − 2)

π2k~B(1− β2)1/4
,

Aχ2 =
µP0(1− β2)3/4

πµ0(~υFB)2
[(µ2

0 −∆2
SO − Γ 2

0 )

− 2µ2
0(Γ

2
0 +∆2

SO)],

Aχ3 = − (−eυF)
2µp0(8− 10β2 − β4)

4πµ0(πk)2(1− β2)5/4
,

Aχ4 =−
µp0e(µ

2
0 −∆2

SO − Γ 2
0 )(β

2 + 2)

πµ0~B(1− β2)1/4
, (41)

Aχ5 = − 4Γ0µp0k

(~υFB)2
(µ2

0 −∆2
SO − Γ 2

0 )

× (1− β2)3/4. (42)

图 5中展示了在不同的电场E1 = 0.02 V·m−1,
E2 = 0.04 V·m−1, E3 = 0.06 V·m−1条件下, 磁化
率振荡中心会先下降然后上升, 而且电场越强下降
越明显. 同时, 振幅随着磁感应强度B的减小, 表
现为先增大后减小, 最终衰减为零.

图 6描述了磁化率在不同温度下随 1/B的

变化情况. 图中三条曲线分别对应T1 = 90 K,
T2 = 110 K, T3 = 150 K. 类似于磁化强度, 磁化率
也展示了温度的依赖性, 即温度越高, 振荡效应就
越不明显. 此外, 高温会抑制振荡中心偏离平衡位
置, 使它对电场的响应不再那么敏感.
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图 5 (网刊彩色)不同电场下磁化率 χ随着 1/B的变化曲线图 (三条曲线分别对应的电场强度为E1 =

0.02 V·m−1, E2 = 0.04 V·m−1, E3 = 0.06 V·m−1, 选择µ0 = 1.5×10−19 J, T =30 K和Γ0 = 1.0×10−21

J)
Fig. 5. (color online) Susceptibility χ is plotted as a function of 1/B. Three oscillation curves correspond
to E1 = 0.02 V·m−1, E2 = 0.04 V·m−1 and E3 = 0.06 V·m−1, respectively. We use µ0 = 1.5 × 10−19

J, Γ0 = 1.0× 10−21 J and T = 30 K.
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图 6 (网刊彩色)给定电场强度E = 0.01 V·m−1, 不同温度下磁化率 χ随着 1/B变化的函数曲线图 (三条曲
线分别对应温度 T1 = 90 K, T2 = 110 K, T3 = 150 K, 这里取 µ0 = 1.5× 10−19 J 和 Γ0 = 1.0× 10−21 J)
Fig. 6. (color online) Susceptibility χ depends on reciprocal 1/B at E = 0.01 V·m−1. Three curves
correspond to temperature T1 = 90 K, T2 = 110 K and T3 = 150 K, respectively. We take for µ0 =

1.5× 10−19 J and Γ0 = 1.0× 10−21 J.

4 讨论与结论

本文主要从理论上揭示了石墨烯纳米带包含

自旋轨道相互作用的量子磁振荡对电场和杂质散

射的响应机理. 计算结果表明: 自旋轨道耦合、电
磁场以及边界共同修正了朗道能谱. 在有限温度
条件下, 磁化强度和磁化率不仅受到电场参量β的

调控, 而且还要受到自旋轨道耦合的制约. 有趣的
是我们发现了临界场的奇点效应, 即当电场参量β

增加到 1时, 磁化强度和磁化率会突然变为无穷大.
特别地, 针对这一反常现象, 我们结合玻尔 -索末菲
量子化条件给出了半经典解释, 即: 强磁场 |β| < 1,
能谱表征为分立的朗道能级, 但是 |β| > 1能谱就

转变为连续能谱, 表明 |β| = 1是连接着经典图像

和量子图像的相变点. 也就是说, |β| < 1对应闭合

轨道, |β| > 1则对应开放轨道. 同时, 随着磁感应
强度B减小, 杂质散射和温度会引起磁振幅的阻尼
并且最终衰减至零. 我们发现可以通过磁振荡探测
由于自旋轨道相互作用在准粒子激发光谱中可能

出现的带隙. 此外, 我们发现石墨烯的磁化率依赖
于外场作用, 这意味着石墨烯材料可是非线性磁性
介质. 以上的现象在标准的二维电子气材料中并不
存在, 是由石墨烯低能载流子的相对论能谱特性产
生的.
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Abstract
We have investigated the quantum magnetic oscillations of graphene subjected to the spin-orbit interaction (SOI) in

the presence of crossed uniform electric and magnetic fields and scattered from impurities at finite temperatures. Landau
levels are shown to be modified in an unexpected fashion by the spin-orbit interaction, the electrostatic potential and
magnetic confinement; this is strikingly different from the non-relativistic 2D electron gas. Furthermore, we derive the
analytical expressions of the thermodynamic quantities subject to the SOI, such as density of states, thermodynamic
potential, magnetization, and magnetic susceptibility etc. At finite temperatures, the magnetization and magnetic
susceptibility can both be predicted to oscillate periodically as a function of reciprocal field 1/B and shown to be
modulated through the SOI and the dimensionless parameter (β = E/υFB). As β approaches unity, the values of
magnetization and magnetic susceptibility finally move to infinity, indicating a transformation of closed orbits into open
trajectories, thereby, leading to the vanishing of magnetic oscillations. And, the magnetic susceptibility depends largely
on the external fields, suggesting that graphene should be a non-linear magnetic medium. Besides, the associative effect
of impurity scattering and temperature may make the standard 2D electron gas be deemed as the consequence of the
relativistic type spectrum of low energy electrons and holes in graphene. Also, we comment on a possibility of using
magnetic oscillations for detecting a gap that may open in the spectrum of quasiparticle excitations due to the SOI.
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