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基于事件触发采样控制的异构混沌系统主从同步∗

马大中† 李晓瑜 孙秋野 张化光

(东北大学信息科学与工程学院, 沈阳 110004)

( 2016年 6月 2日收到; 2016年 7月 27日收到修改稿 )

本文针对异构不同维的混沌系统主从同步问题进行了研究. 基于事件触发的采样控制器被设计用来
实现主从混沌系统的同步. 首先针对系统中所包含的传输时滞, 构造系统时滞模型. 基于所设计的时滞
模型, 采用输入延迟的方法将同步控制器求解问题转化为所对应时滞系统的稳定性问题. 然后通过构造
Lyapunov-Krasovskii泛函并结合Wirtinger不等式和自由权矩阵, 给出了异构混沌系统同步的条件和采样控
制器的求解方法. 所设计的采样控制器只有在触发规则满足的条件下, 才更新控制参数, 降低了网络的使用
率. 最后通过数值仿真验证了所提出方法的有效性.

关键词: 异构混沌系统, 主从同步, 事件触发, 网络时滞
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1 引 言

混沌作为一种复杂的非线性运动行为, 在生物
学、物理学、化学、工程学和信息学等领域得到了广

泛的研究. 其中, 为了利用混沌现象而展开的应用
研究越来越引起人们的重视, 并成为混沌研究的前
沿课题和发展方向之一 [1−6]. 由于混沌内在的随机
性、连续宽谱和对初值的极端敏感性等特点, 使其
特别适用于保密通信、信号处理、图像处理等方面,
因而, 混沌同步成为混沌应用的关键技术. 自20世
纪九十年代以来, 混沌同步控制的研究发展迅速,
并取得了很多成果 [7−11].

目前, 已有多种基于Lyapunov稳定性理论的
混沌同步控制方法, 并具有很好的控制效果. 如文
献 [12]采用了线性反馈控制来研究混沌系统同步
问题, 通过求解线性矩阵不等式以及利用自由权矩
阵的方法给出了混沌系统同步的条件; 文献 [13]在
文献 [12]的基础上, 引入了状态观测器和极点配置
的技术, 实现了自治混沌系统的线性及非线性的广

义同步; 文献 [14]基于Takagi-Sugeno模糊模型, 将
状态观测器模糊化, 实现了混沌系统的广义投影
同步.

然而上述方法都是针对同构混沌系统而言, 而
对异构混沌系统已不再适用. 文献 [15]基于Lya-
punov稳定性理论和自适应控制方法, 在参数未
知时, 给出了自适应控制器和参数自适应律, 实
现了异构混沌系统的同步. 文献 [16]同样利用自
适应控制方法, 设计了一种对外界干扰具有强鲁
棒性的分数阶滑模面, 以及构造合适的自适应滑
模控制器, 该控制器将系统的运动控制到滑模面
上, 实现了两个不同维异结构混沌系统之间的广义
同步.

但是上述方法在针对连续系统时, 都是采用基
于时间触发的方式进行信息交互, 在针对离散系统
也都是设定固定的时间间隔对系统进行控制, 这些
都会导致不必要的数据信息通过网络进行传输, 给
网络负载造成巨大的压力. 事件触发机制只有在系
统状态满足触发条件时才通过网络进行数据的传

播, 可以大大减轻网络通信带宽的压力. 文献 [17]
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阐述和讨论了事件触发控制的基本思想, 并通过时
间触发和事件触发之间的对比, 指出了事件触发
策略在减少数据传输方面具有更大的优势. 但在
事件触发控制下, 系统的控制器是离散的. 对于连
续系统来说这属于混合式的控制方式, 而对于离
散系统来说, 这仍然是纯离散控制方式. 由此, 文
献 [18]提出了一种周期性事件触发策略. 在这种策
略下, 被控对象是连续系统, 而事件触发控制策略
是离散的并且周期性地检测触发条件. 另外, 与事
件触发策略同时发展起来的还有自触发控制策略,
如文献 [19—21]. 事实上自触发控制策略可以看作
是事件触发策略的一种扩展形式, 它是指通过所接
收到的数据信息和当前的系统动态来提前估计和

预测下一个事件触发时刻. 与周期性事件触发策略
相似, 自触发策略也能够克服连续事件触发策略需
要对触发条件进行连续检测的限制. 同时, 事件触
发策略已经运用到多个方面. 文献 [22, 23] 基于事
件触发策略, 解决了含有时滞的同构的多智能体系
统同步问题. 但是在实际应用中, 有很多需要同步
的系统都是异构的甚至是不同维的. 因此文献 [24]
提出一种基于事件触发的采样控制的方法来设

计状态同步观测器使异构不同维混沌系统达到同

步, 但其并没有考虑在网络传输过程中所存在的
时滞.

综上所述, 本文提出了一种基于事件触发的
异构混沌系统同步的方法. 在求解控制器时, 通
过引入Wirtinger不等式, 将离散状态转化为连续
性状态, 降低了同步控制器的保守性. 本文所提
出的方法有以下的创新点: 1)所提出方法不仅适
用于异构系统, 也适用于同构系统, 与其他方法
相比, 具有更大的普遍性; 2)为了降低传输频率,
减少传输损耗以及网络负载的压力, 在采样反馈
控制的前提下, 引入了事件触发机制, 让主系统
与从系统的信息交互仅发生在当同步误差超过设

定的阈值的时刻, 大大减少了信息的传输量, 也
进一步减少了器件的损耗, 延长了各个设备的寿
命; 3)在设计异构主从同步控制器时, 考虑了网
络当中的传输时滞并把其设定为时变的, 更符合
实际情况.

本文剩余的结构安排如下: 第二部分主要针对
异构混沌系统的模型以及事件触发机制的设计进

行了详细论述; 第三部分给出了异构不同维的主从
混沌系统的同步控制器的求解方法; 第四部分利用
仿真实验证明了所设计的同步方法的有效性; 第五

部分对整篇文章进行了总结.

2 问题描述

2.1 不同维的主从混沌系统数学模型

假设主系统的维数高于从系统的维数, 考虑如
下的高维主混沌系统模型:ẋ(t) = Ax(t) + f(x(t)),

y(t) = Cx(t),
(1)

其 中, x(t) ∈ Rs和 y(t) ∈ Rmn分 别 是 主

系 统 的 状 态 向 量 和 输 出 向 量; 状 态 向 量
x(t) = (xT

1 (t),x
T
2 (t), · · · ,xT

n (t))
T, 其中xi(t) ∈

Rmi ,mi ∈ N, i = 1, 2, · · · , n; 系数矩阵A ∈ Rs×s,

s =

n∑
i=1

mi; f(x(t)) = (f1(x)
T, · · · ,fn(x)

T)T

是主系统的非线性项, 其中 fi(x) ∈ Rmi ,
i = 1, 2, · · · , n; 矩阵C = [Omn×(s−mn), Imn ] ∈
Rmn×s; 并且假设系统是可观测的.

低维从系统模型可表示如下:

ż(t) = Ãz(t) + f̃(z(t)) + u(t), (2)

其中z(t) ∈ Rmn是从系统的状态向量; 系数矩阵
Ã ∈ Rmn×mn ; f̃(z(t)) : Rmn → Rmn 是从系统的

非线性项; u(t) 为主从同步控制器.
由于从系统与主系统的维数不同, 因

此设计一个 s − mn维的状态观测器去估计

主系统比从系统高维数的状态. 令η(t) =

(η1(t)
T, · · · ,ηn−1(t)

T)T ∈ Rs−mn , 其中ηi(t)
T ∈

Rmi , i = 1, 2, · · · , n. 将主系统的系数矩阵A写成

如下的形式:

A =


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

...
... . . .

An1 An2 · · · Ann

 . (3)

定义误差e(t) = η̃(t) − x(t), 其中 η̃(t) =

(η(t)T, z(t)T)T. 本文的目标是设计一个事件

触发控制器使从系统和主系统达到同步, 即
lim
t→∞

∥e(t)∥ = 0.

2.2 事件触发器的设计

从系统分析和设计的角度看, 周期采样方式易
于接受, 但从网络资源利用的角度看, 周期采样方
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式有时就不适合了. 在本节设计一种新的事件触发
规则来确定是否需要发出采样信号, 通过它来决定
从系统的状态是否需要传到控制器端. 事件触发规
则设计如下:

∥e(tkh+ rh)− e(tkh)∥ > σ∥e(tkh)∥, (4)

其中 r = 1, 2 · · · , 触发参数σ ∈ [0, 1), h是采样

周期.
注释1 当系统的误差状态e(tkh + rh)与上

一次需要传递数据时的误差状态的e(tkh)差值大

于e(tkh)时, 数据信息需要被传递. σ为调节参数,
在一定程度上决定了触发的次数, 表示对于同步
误差所容忍的程度. σ越大说明系统对于同步误差

的容忍程度越高, 触发间隔比较大, 相应的系统性
能较差, σ越小说明系统对于同步误差的容忍程度
越低, 触发间隔比较小, 相应的系统性能较好. 当
σ = 0时, 事件触发机制便退化为周期性的时间触
发机制, 这时每次采样时刻到来时, 控制器信号都
会进行更新.

假定触发时刻为 t0h, t1h, t2h, · · · , 触发周期
为 sih = ti+1h− tih, 考虑网络传输延迟 τk ∈ [0, τ̄),
τ̄是一个正实数.

下面分两种情况来考虑网络传输的时滞.
情况1 当 tkh + h + τ̄ > tk+1h + τk+1时, 其

中 τ̄ = max{τk}, 定义

τ(t) = t− tkh,

t ∈ [tkh+ τk, tk+1h+ τk+1), (5)

可以得到 τk 6 τ(t) 6 (tk+1 − tk)h+ τk+1 6 h+ τ̄ .
情况2 当 tkh + h + τ̄ < tk+1h + τk+1时, 考

虑如下两个区间:

[tkh+ τk, tkh+ h+ τ̄),

[tkh+ ih+ τ̄ , tkh+ ih+ h+ τ̄),

因为 τk 6 τ̄ , 所以很容易可以得到下面的结果:

tkh+ dMh+ τ̄

<tk+1h+ τk+1 6 tkh+ dMh+ h+ τ̄ ,
I0 = [tkh+ τk, tkh+ h+ τ̄),

Ii = [tkh+ ih+ τ̄ , tkh+ ih+ h+ τ̄),

IdM
= [tkh+ dMh+ τ̄ , tk+1h+ τk+1).

(6)

则可以在每个区间上定义网络延迟函数 τ(t), 具体
见下所示:

τ(t) =



t− tkh, t ∈ I0,

t− tkh− ih, t ∈ Ii,

i = 1, · · · , dM − 1,

t− tkh− dMh, t ∈ IdM
.

(7)

结合 (6)式和 (7)式, 可以得到:

τk 6 τ(t) 6 h+ τ̄ , t ∈ I0,

τk 6 τ̄ 6 τ(t) 6 h+ τ̄ , t ∈ Ii,

i = 1, · · · , dM − 1,

τk 6 τ̄ 6 τ(t) 6 h+ τ̄ , t ∈ IdM
.

(8)
通过 (8)式, 有

0 6 τk 6 τ(t) 6 h+ τ̄
∆
= τM , (9)

于是可以得到误差ek(t)如下所示:

ek(t) =


0, t ∈ I0,

e(tkh)− e(tkh+ ih), t ∈ Ii,

e(tkh)− e(tkh+ dMh), t ∈ IdM
.

(10)
利用触发规则与ek(t)的定义, 可以得到当

t ∈ [tkh + τk, tk+1h + τk+1)时, 有下面的不等式
成立:

eT
k (t)ek(t) > σ2eT(t− τ(t))e(t− τ(t)). (11)

2.3 同步控制器的设计

为了使主系统与从系统能很好地同步, 将观测
器的状态ηi(t)设计为如下形式:

η̇i(t) = Ainz(t) + fi(η̃(t)) +

n−1∑
j=1

Aijηj(t)

−Ki(z(tkh)− y(tkh)), (12)

其中 t ∈ [tkh+ τk, tk+1h+ τk+1), k ∈ N, 控制器增
益矩阵Ki ∈ Rmi×mn , i = 1, 2, · · · , n − 1, 在后面
会被设计. 从系统的同步控制器可以被设计为如下
形式:

u(t) = Āz(t) + f̄n(t) +
n−1∑
j=1

Anjηj(t)

−Kn(z(tkh)− y(tkh)), (13)
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+

+

ɶ

+ -

e↼t↽

u↼t↽

z↼t↽

x↼t↽

η↼t↽

η↼t↽

ZOH

u↼tkh↽

图 1 主从混沌系统的控制图

Fig. 1. Control system block diagram.

其中 Ā = Ann − Ã, Aij , i, j = 1, 2, · · · , n, f̄n(t) =

fn(η̃(t))− f̃(z(t)), 矩阵Kn ∈ Rmn×mn .
由 (1)式, (2)式, (12)式和 (13)式以及 η̃(t) =

(η(t)T, z(t)T)T, 可以得到:
˙̃η(t) = Aη̃(t) + f(η̃(t))

−K(z(tkh)− y(tkh)), (14)

其中K = (KT
1 , · · · ,KT

n ) ∈ Rs×mn . 因此, 对于给
定任意的k ∈ N, 在 t ∈ [tkh+ τk, tk+1h+ τk+1)时,
结合 (1)式, (7)式, (10)式和 (14)式, 有下式成立:

ė(t) = Ae(t)−KCe(t− τ(t))

−KCek(t) +m(t), (15)

其中m(t) = f(η̃(t)) − f(x(t))为误差系统的非线

性项.
注释2 可以注意到当σ = 0时, ek(t) = 0, 系

统 (15)式退化为在时间触发机制下的考虑网络传
输延时的混沌同步问题.

图 1为主从混沌同步系统的控制框图. 为了证
明主系统与从系统能够达到同步, 首先给出如下的
引理.

引理1 对于任意给定的p, q ∈ Rs, 总存在一
个半正定矩阵M ,使不等式 (f(ṗ)−f(ṗ))T(f(ṗ)−
f(ṗ)) 6 (p− q)TM(p− q) 成立.

引理2 令z(t) ∈ W [a, b)和z(a) = 0, 对于任
意n× n的矩阵R, 均有下面的不等式成立:∫ b

a

zT(ξ)Rz(ξ)dξ

64(b− a)2

π2

∫ b

a

żT(ξ)Rż(ξ)dξ. (16)

3 异构混沌系统同步性证明

在这部分, 将给出可以使异构混沌系统达到主
从同步的基于事件触发的采样控制器求解方法. 假

定矩阵A, C是已知的, 在考虑事件触发机制 (11)
的前提下, 建立闭环系统 (15)收敛的充分条件.

定理1 对于给定的σ, 如果存在适当维数的
正定对称矩阵P > 0, Q > 0, R > 0, Z > 0,
W > 0和矩阵N1i,S1i(i = 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9). T

满足如下线性矩阵不等式,
Π1(α) =

Π11 Π12 Π13 Π14 Π̃16 Π17 Π18 Π19

∗ Π22 Π23 Π24 Π̃26 Π27 Π28 Π29

∗ ∗ Π33 Π34 Π̃36 Π37 Π38 Π39

∗ ∗ ∗ Π44 Π̃46 Π47 Π48 Π49

∗ ∗ ∗ ∗ Π̃66 Π̃67 Π̃68 Π̃69

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π77 Π78 Π79

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π88 Π89

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π99



< 0,

(17)

Π2(α) =

Π11 Π12 Π13 Π14 Π̄15 Π̄16 Π17 Π18 Π19

∗ Π22 Π23 Π24 Π̄25 Π̄26 Π27 Π28 Π29

∗ ∗ Π33 Π34 Π̄35 Π̄36 Π37 Π38 Π39

∗ ∗ ∗ Π44 Π̄45 Π̄46 Π47 Π48 Π49

∗ ∗ ∗ ∗ Π̄55 Π̄56 Π̄57 Π̄58 Π̄59

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π̄66 Π̄67 Π̄68 Π̄69

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π77 Π78 Π79

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π88 Π89

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π99


< 0, (18)
其中

Π11 = Q+M +N11 +NT
11 + TA+ATTT,

Π12 = P +NT
12 +ATTT − T ,
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Π13 = NT
13 − S11 +ATTT,

Π14 = NT
14 −N11 + S11 +ATTT − K̂C,

Π̄15 = − τ̄N11,

Π̃16 = NT
16 − τMS11 +ATTT,

Π̄16 = NT
16 − (τM − τ̄)S11 +ATTT,

Π17 = NT
17 +ATTT,

Π18 = NT
18 +ATTT + T ,

Π19 = NT
19 +ATTT − K̂C,

Π22 = τMR+ τMZ + τ2MW − T − TT,

Π23 = − S12 − TT,

Π24 = −N12 + S12 − K̂C − TT,

Π̄25 = − τ̄N12,

Π̃26 = − τMS12 − TT,

Π̄26 = − (τM − τ̄)S12 − TT,

Π27 = − TT,

Π28 = T − TT,

Π29 = − K̂C − TT,

Π33 = −Q− S13 − ST
13,

Π34 = −N13 + S13 − ST
14 − K̂C,

Π̄35 = − τ̄N13,

Π̃36 = − ST
16 − τMS13,

Π̄36 = ST
16 − (τM − τ̄)S13,

Π37 = − ST
17,

Π38 = − ST
18 + T ,

Π39 = − ST
19 − K̂C,

Π44 = σ2I −N14 −NT
14 + S14 + ST

14

− K̂C −CTK̂T,

Π̄45 = − τ̄N14,

Π̃46 = −NT
16 + ST

16 − τMS14 −CTK̂T,

Π̄46 = −NT
16 + ST

16 − (τM − τ̄)S14 −CTK̂T,

Π47 = −NT
17 + ST

17 −CTK̂T,

Π48 = −NT
18 + ST

18 −CTK̂T + T ,

Π49 = −NT
19 + ST

19 −CTK̂T − K̂C,

Π̄55 = − τ̄R− τ̄Z,

Π̄56 = − τ̄NT
16,

Π̄57 = − τ̄NT
17,

Π̄58 = − τ̄NT
18,

Π̄59 = − τ̄NT
19,

Π̃66 = − τMZ − τMS16 − τST
16,

Π̄66 = − (τM − τ̄)Z − (τM

− τ̄)S16 − (τM − τ̄)ST
16,

Π̃67 = − τMST
17,

Π̄67 = − (τM − τ̄)ST
17,

Π̃68 = − τMST
18 + T ,

Π̄68 = − (τM − τ̄)ST
18 + T ,

Π̃69 = − τMST
19 − K̂C,

Π̄69 = − (τM − τ̄)ST
19 − K̂C,

Π77 = − π
2

4
W ,

Π78 = T ,

Π79 = − K̂C,

Π88 = − I + T + TT,

Π89 = − K̂C + TT,

Π99 = − I − K̂C −CTK̂T,

则异构的主从混沌系统 (1)和 (2)在最大的传输
时滞 τ̄下可以达到同步. 且所设计的控制器增益
K = T−1K̂.

证明 构造如下的Lyapunov函数 V (t) =
5∑

i=1

Vi(t), 其中,

V1(t) = eT(t)Pe(t),

V2(t) = [τM − τ(t)]

∫ t

t−τ(t)

ėT(s)Rė(s)ds,

V3(t) =

∫ t

t−τM

eT(s)Re(s)ds,

V4(t) =

∫ t

t−τM

∫ t

s

ėT(v)Zė(v)dvds,

V5(t) = τ2M

∫ t

tk−τM

ėT(s)Wė(s)ds

− π
2

4

∫ t−τM

tk−τM

[e(s)− e(tk − τM )]T

×W [e(s)− e(tk − τM )]ds,

v(t) = e(tk − τM )− e(t− τM ).

利用引理 2, 可以得到当 [e(s) − e(tk −
τM )]s=tk−τM = 0时, V5(t) > 0, 从而可以得到
V (t) > 0.

当 t ∈ [tkh+ τk, tk+1h+ τk+1)时, 对所构造的
Lyapunov函数求导可得:
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V̇1(t) = ėT(t)Pe(t) + eT(t)P ė(t),

V̇2(t) = [τM − τ(t)]ėT(t)Rė(t)

−
∫ t

t−τ(t)

ėT(s)Rė(s)ds,

V̇3(t) = eT(t)Qe(t)

− eT(t− τM )Qe(t− τM ),

V̇4(t) = τM ėT(t)Zė(t)

−
∫ t

t−τM

ėT(s)Zė(s)ds,

V̇5(t) = τ2M ėT(t)Wė(t)− π
2

4
vT(t)Wv(t), (19)

针对存在的积分项

∫ t

t−τM

ėT(s)Rė(s)ds, 做如下

变换:

−
∫ t

t−τM

ėT(s)Rė(s)ds

= −
∫ t

t−τ(t)

ėT(s)Rė(s)ds

−
∫ t−τ(t)

t−τM

ėT(s)Rė(s)ds, (20)

−
∫ t

t−τ(t)

ėT(s)Rė(s)ds

6− 1

τ(t)

(∫ t

t−τ(t)

ė(s)ds
)T

×R

(∫ t

t−τ(t)

ė(s)ds
)
, (21)

−
∫ t−τ(t)

t−τM

ėT(s)Rė(s)ds

6− 1

τM − τ(t)

(∫ t−ττ(t)

t−τM

ė(s)ds
)T

×R

(∫ t−τ(t)

t−τM

ė(s)ds
)
. (22)

另外, 当 τ(t) = 0时,
1

τ(t)

∫ t

t−τ(t)

ė(s)ds

= lim
τ(t)→0

1

τ(t)

∫ t

t−τ(t)

ė(s)ds

= ė(t). (23)

类似地, 当 τ(t) = τM时,
1

τM − τ(t)

∫ t−τ(t)

t−τM

ė(s)ds = ė(t− τM ). (24)

设

y1(t) =
1

τ(t)

∫ t

t−τ(t)

ė(s)ds, (25)

y2(t) =
1

τM − τ(t)

∫ t−τ(t)

t−τM

ė(s)ds. (26)

由 (25)式和 (26)式可以得到:

τ(t)y1(t)

=

∫ t

t−τ(t)

ė(s)ds = e(t)− e(t− τ(t)), (27)

(τM − τ(t))y2(t)

=

∫ t−τ(t)

t−τM

ė(s)ds

= e(t− τ(t))− e(t− τM ). (28)

根据引理1, 有如下的式子成立

eT(t)Me(t)−mT(t)m(t) > 0. (29)

基于上面的推导以及 (11)式和 (29)式, 同时引
入自由权矩阵, 可以得到:

V̇ (t) 6ėT(t)Pe(t) + eT(t)P ė(t)

+ [τM − τ(t)]ėT(t)Rė(t)

− τ(t)yT
1 (t)Ry1(t) + eT(t)Qe(t)

− eT(t− τM )Qe(t− τM )

+ τM ėT(t)Zė(t)

− (τM − τ(t))yT
2 (t)Zy2(t)

− τ(t)yT
1 (t)Zy1(t) + τ2M ėT(t)Wė(t)

− π
2

4
vT(t)Wv(t) + eT(t)Me(t)

−mT(t)m(t) + 2ΦTN [e(t)

− e(t− τ(t))−
∫ t

t−τ(t)

ė(s)ds]

+ 2ΦTS[e(t− τ(t))− e(t− τM )

−
∫ t−τ(t)

t−τM

ė(s)ds] + 2ėT(t)T [Ae(t)

−KCe(t− τ(t))−KCek(t) +m(t)

− ė(t)]− eT
k ek

+ σ2eT(t− τ(t))e(t− τ(t))

= ΦT(t)Π(α)Φ(t), (30)

其中

ΦT(t) =
[
eT(t) ėT(t) eT(t− τM ) eT(t− τ(t)) yT

1 (t) yT
2 (t) vT(t) mT(t) eT

k

]
,
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NT =
[
NT

11 NT
12 NT

13 NT
14 0 NT

16 NT
17 NT

18 NT
19

]
,

ST =
[
ST
11 ST

12 ST
13 ST

14 0 ST
16 ST

17 ST
18 ST

19

]
,

K̂ = TK, Π(α) =
[
Πij

]
, i = 1, 2, · · · , 9,

j = 1, 2, · · · , 9,

Π15 = − τ(t)N11, Π25 = −τ(t)N12,

Π35 = − τ(t)N13, Π45 = −τ(t)N14,

Π55 = − τ(t)R− τ(t)Z, Π56 = −τ(t)NT
16,

Π57 = − τ(t)NT
17, Π58 = −τ(t)NT

18,

Π59 = − τ(t)NT
19,

Π16 = NT
16 − (τM − τ(t))S11 +ATTT,

Π26 = − (τM − τ(t))S12 − TT,

Π36 = − ST
16 − (τM − τ(t))S13,

Π67 = − (τM − τ(t))ST
17,

Π68 = − (τM − τ(t))ST
18 + T ,

Π46 = −NT
16 + ST

16 − (τM − τ(t))S14 −CTK̂T,

Π69 = − (τM − τ(t))ST
19 − K̂C,

Π66 = − (τM − τ(t))Z − (τM − τ(t))S16

− (τM − τ(t))ST
16,

除以上所示, 其余Π(α)的定义与 (18)式中的定义
相同.

对任意的 τ̄ ̸= 0, 下面的等式成立:

ΦT(t)Π(α)Φ(t)

=
τM − τ(t)

τM
ΦT

1 (t)Π1(α)Φ1(t)

+
τ(t)

τM
ΦT(t)Π2(α)Φ(t), (31)

其中,

ΦT
1 (t) =

[
eT(t) ėT(t) eT(t− τM ) eT(t− τ(t)) 0 yT

2 (t) vT(t) mT(t) eT
k

]
.

从这个等式可以看出, Π(α)是凸函数, 当
τ(t) → 0时, 根据 (17)式, 可知Π(α) < 0; 当
τ(t) → τM时, 根据 (18)式, 可知Π(α) < 0.
又由于Π(α)是凸函数, 所以ΦT(t)Π(α)Φ(t), 即
V̇ (t) < 0. 因此异构主从混沌误差系统 (15)是渐近
稳定的, 异构主从混沌系统可以达到同步. 异构同
步控制器增益矩阵K = T−1K̂. 证毕.

4 仿 真

为验证本文所提出方法的有效性, 做如下的
仿真:

考虑以Rossler系统为主系统:
ẋ1(t) = −x2(t)− x3(t),

ẋ2(t) = x1(t) + zx2(t),

ẋ3(t) = b+ x3(t)x1(t)− cx3(t),

(32)

其中 z = 0.25, b = 0.3, c = 5以及x(0) =[
0.5 0.1 −0.5

]T
. 根据系统 (1)以及引理 1, 可以

得到, M =


0.12 0 0

0 0 0

0 0 0

. 相应地, 从系统选择一个

二阶积分器的形式:

ż1(t) = z2(t) + u1(t),

ż2(t) = u2(t),
(33)

其中u(t) = (u1(t), u2(t))
T ∈ R2是系统的控制器.

选择参数σ = 0.25, τM = 0.05, h = 0.02. 根
据定理1, 可以求得采样控制器的控制增益如下

K =


10.7427 −0.8217

12.1647 −0.0009

0.0207 6.7822

 .

主系统的状态如图 2所示, 主系统与从系统
的误差向量如图 3所示, 从系统的传输间隔如
图 4所示.
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图 2 主系统的状态图

Fig. 2. The state of master system.
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图 3 (网刊彩色) 异构主从混沌系统误差向量图
Fig. 3. (color online) The error vector of heterogeneous
master-slave chaotic system.
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图 4 从系统的传输间隔图

Fig. 4. The transmission signal interval of slave system.

将主系统换为如下的Chua系统，从系统保持
不变: 

ẋ(t) = α[x2(t)− h(x1(t))],

ẋ2(t) = x1(t)− x2(t) + x3(t),

ẋ3(t) = −βx2(t),

(34)

其中h(x1(t)) = m1x1(t)+
1

2
(m0−m1)(|x1(t)+c|−

|x1(t)− c|, α = 9, β = 14.286, m0 = −1

7
, m1 =

2

7
,

c = 1. 主系统的初始状态x(0) =
[
0.75 −1 1

]T
, 参

数选择如下σ = 0.25, τM = h+ τ̄ = 0.12, h = 0.04,
根据系统 (1)以及引理 (1), 可以得到

M =


3.8572 0 0

0 0 0

0 0 0

 ;

根据定理1可以得到主从同步采样控制器的增益矩
阵如下所示:

K =


6.2940 −0.4181

6.5647 −0.6629

−6.1865 6.2199

 .

主系统的状态如图 5所示, 主系统与从系统
的误差向量如图 6所示, 从系统的传输间隔如
图 7所示.
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图 5 主系统的状态图

Fig. 5. The state of master system.
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图 6 (网刊彩色) 异构主从混沌系统的误差向量图
Fig. 6. (color online) The error vector of heterogeneous
master-slave chaotic system.
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图 7 从系统的传输间隔图

Fig. 7. The transmission interval diagram of slave system.

将仿真实例二中的二阶积分系统变为如下

形式: 
ẏ1(t) = α[y2(t)− h(y1(t))],

ẏ2(t) = y1(t)− y2(t) + y3(t),

ẏ3(t) = −βy2(t),

(35)
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其余参数不变, 从系统初始状态为 y(0) =

[0.3− 0.10.2]T, 根据定理 1, 可以得到主从同步采
样控制器的控制增益矩阵如下:

K =


26.3111 16.9600 −4.0656

−2.9142 −1.2268 −1.0660

−2.8889 −3.9355 102.3703

 .

主从系统的误差向量如图 8所示, 从系统的传输间
隔如图 9所示.
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图 8 (网刊彩色)异构主从混沌系统的误差向量图
Fig. 8. (color online) The error vector of heterogeneous
master-slave chaotic system.
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图 9 从系统的传输间隔图

Fig. 9. The transmission interval diagram of slave system.

从图 3 , 图 6以及图 8可以看到无论是异构的
主从混沌系统还是同构的主从混沌系统, 都可以
在所设计的基于事件触发的同步采样控制器的控

制下达到同步. 在图 4 , 图 7以及图 9中, 纵坐标代
表的是两次信息传输过程中相邻两次控制信号更

新的间隔, 也就是说纵轴数值越大, 意味着相邻两
次触发间隔越长, 即控制信号的更新间隔越长, 因
此, 从图中可以看到在主从混沌系统达到同步的过
程中, 所需要传递的信息量明显减少, 降低了网络
通信的压力. 另外, 从图 4中可以看出, 在 50 s之

后, 系统已经进入同步状态, 即此时的误差比较小,
但是从触发规则可以看出, e(tkh+ rh)− e(tkh)代

表的是不同采样时刻的主从系统状态误差的差值,
e(tkh)代表的是系统的绝对误差, 因此, 触发条件
检测的是不同采样时刻的主从系统状态误差的差

值与绝对误差之间的大小关系, 此时尽管绝对误差
比较小, 但是同样存在不同采样时刻的主从系统状
态误差的差值小于系统的绝对误差的情况, 因此会
存在触发信号. 而在 100和 130 s处纵轴数值比较
大, 说明这几次控制信号的更新间隔比较长, 并不
像时间触发那样每个采样时刻都进行控制信号的

更新. 从以上的仿真可以看出本文所提出方法的有
效性.

5 结 论

本文针对异构不同维主从混沌系统的同步问

题, 设计了一种基于事件触发的采样反馈控制器.
基于Lyapunov-Krasovskii稳定性理论, 结合自由
权矩阵和Wirtinger不等式, 给出了主从异构混沌
系统达到同步所需要的条件. 所设计的控制器不仅
可以使异构和同构的主从混沌系统达到同步状态,
也可以通过设置触发条件, 降低状态信息在网络中
的传播次数, 解决通信带宽低所带来的网络堵塞问
题. 同时在控制器的求解过程中, 网络传输的延时
被充分的考虑, 设计了网络传输延时模型, 使所提
出的同步方法更具有实用性. 最后通过仿真验证了
所提出方法的有效性.
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Abstract
As is well known, chaos synchronization has a good performance in secret communication. However, in most

existing researches, chaos synchronization is realized between master chaotic system and slave chaotic system with
real-time communication. A lot of network bandwidths are wasted in useless communication which may bring great
economic costs and increase the likelihood of network congestion. In this paper, the synchronization for the heterogeneous
master-slave system is studied. Compared with the homogeneous synchronization, the heterogeneous synchronization
has a broad application prospect. Then the sampling controller based on event trigger is designed to achieve the
heterogeneous master-slave synchronization which can save network bandwidth, with the control performance maintained.
Because transmission time delay is universal in communication system, the delay model of the system is constructed
and utilized firstly. Based on the proposed system model, the master-slave heterogeneous synchronization problem
is equivalently converted into the asymptotical stability problem of a time-delay system by using the input delayed
approach. Then, according to the Lyapunov stability theory and linear matrix inequality, we may rigouously prove
that the synchronization of heteogeneous master-slave chaotic system can be achieved. Meanwhile, the heterogeneous
master-slave system synchronization conditions and sampling controller can be given based on the constructing Lyapunov-
Krasovskii functional with the Wirtinger inequality and free weight matrix method. The sampling controller actually is a
stateback controller. But for the purpose of reducing the network usage rate, wheter the state can be transmitted can be
determined by the event-triggered rules. The event-triggered rules are designed based on the error state between master
chaotic system and slave chaotic system, and the synchronization performance index can be determined by choosing
the system parameter. The designed sampling controller updates the control parameters when the event-triggered rules
are satisfied. Finally, numerical simulation experiments are employed to verify the correctness and effectiveness of the
proposed method. Results indicate that the hetergeneous master-slave chaotic system with transimission time delay
can indeed achieve synchronization by event-triggerd sample control. Moreover, the number of communications between
master chaotic system and slave chaotic system is less than before and the synchroization performance is also at an idea
level.
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