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湍流热对流近底板流态与温度边界层特性∗

黄茂静 包芸†

(中山大学力学系, 广州 510275)

( 2016年 4月 7日收到; 2016年 7月 25日收到修改稿 )

本文采用湍流热对流的并行直接数值模拟 (PDM-DNS), 计算了系列Ra数的二维方腔和三维扁方腔的

Rayleigh-Bénard热对流. 针对平均场计算结果, 选取Ra = 109, 1010, 5× 1010, 讨论了二维方腔和展向平均
三维扁方腔热对流流动特性. 发现二维方腔和三维扁方腔流动中都存在大尺度环流和角涡, 而且随着Ra数

的增加, 大尺度环流的形状变圆, 角涡尺寸变小. 在二维方腔流动中, 大尺度环流呈椭圆形, 有四个角涡, 而展
向平均三维扁方腔流动中, 大尺度环流呈梭形, 只有两个角涡. 由于角涡特性的不同, 二维方腔流动中羽流向
上运动的范围比展向平均三维扁方腔流动更广, 造成二维流动局部区域温度分布高温层厚度变大. 温度边界
层厚度λθ 与Ra数之间存在标度关系, 二维方腔和三维扁方腔热对流温度边界层变化的标度指数基本一致,
标度关系的系数稍有不同.

关键词: Rayleigh-Bénard热对流, 温度边界层, 湍流, 并行直接数值模拟
PACS: 47.27.te DOI: 10.7498/aps.65.204702

1 引 言

热对流现象是自然界运动中的基本物理现象,
它广泛存在于天体、太阳、地球地幔、大气环流和海

洋环流等自然界中, 以及核反应堆堆芯冷却系统、
化工产品生产和电子元件设计等工程应用领域中.
湍流热对流物理和流动特性的研究可以深化认识

自然界中的对流现象, 也可以对解决工程中的传热
问题给出指导. Rayleigh-Bénard (RB) 对流系统是
研究热对流现象最简单的物理模型之一 [1].

RB对流系统中上下冷热底板上都存在边界
层, 而边界层的特性决定系统的很多物理和流动
特性以及动力学过程. 对RB热对流系统中的边界
层特性研究已有许多成果. 有关RB系统湍流传热
的理论研究几乎都是基于边界层理论, 例如边界
层稳定理论 [2], Shraiman-Siggia(SS) 模型 [3]以及

Grossmann-Lohse (GL)理论 [4]. 因此, 湍流RB 系

统的关键问题之一, 就是对近底板处的边界层特性
的研究. 在湍流热对流系统中存在着两种边界层,
黏性边界层和温度边界层. 这两种边界层被认为
都是由RB热对流中的大尺度环流在底板上的剪切
而产生的 [5]. 温度边界层中的热量传输是通过热
传导, 因此整体热量输运与温度边界层的厚度紧密
相关.

数值模拟是研究湍流热对流的重要手段之一.
真实流动都是三维的, 但由于直接数值模拟 (DNS)
计算规模的限制, 极高Ra数的三维计算目前很难

实现. 所幸的是, 在二维和三维热对流中, 大尺度
环流以及传热等物理特性具有很好的相似性. 本文
采用DNS数值模拟分别计算了二维方腔和 1/4厚
度的三维扁方腔热对流系统. 对比二维方腔和展
向平均三维扁方腔热对流的流态和温度边界层分

布及特性, 研究二维方腔和三维扁方腔RB湍流热
对流流动特性的共性和不同点, 为今后极高Ra数

二维湍流热对流的数值模拟和流动特性分析奠定
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基础.

2 DNS数值计算及结果讨论

在Oberbeck-Boussinesq近似下, 无量纲化的
热对流方程为

∇ · u = 0,

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

= −∇p+
1√

Ra/Pr
∇2u+ θk,

∂θ

∂t
+ (u · ∇)θ =

1√
Ra · Pr

∇2θ,

(1)

其中, u为无量纲速度矢量, θ为无量纲温度,
k为单位垂向矢量, p 为压力. 无量纲参数

Ra = (βg∆θH3)/(κν)为瑞利数, 是浮力驱动力
与阻碍运动的力两者相对大小, Pr = ν/κ为普朗

特数, 决定系统中黏性边界层和温度边界层的尺度
比例, 宽高比Γ = W/H反映了对流系统的几何尺

寸. β为热膨胀系数, g 为重力加速度, ∆θ 为上下

壁面温差, H为系统装置的高度, W为系统装置的
宽度, ν为运动黏性系数, κ为热扩散率. 计算中的
边界条件为所有固壁面均使用无滑移速度边界条

件, 在侧壁面使用绝热边界条件, 而在上底板和下
底板设置恒温边界条件, 分别为−0.5 和0.5.

不可压流动的湍流热对流DNS模拟计算采用
投影法, 其中压力泊松方程采用直接求解而不是迭
代计算 [6]. 用傅里叶变换解耦泊松方程成系列三对
角方程, 求解三对角方程并通过FFT逆变换求解
压力泊松方程, 建立湍流热对流DNS模拟的并行
直接求解方法 (PDM-DNS) [7]. 使用“天河二号”超
级计算机, 对RB热对流系统不同Ra系列的结果

进行了高效并行DNS模拟, 包括二维方腔和三维
扁方腔的结果. 获取时间平均场数据, 分析研究湍
流热对流的传热特性以及其他物理特性.

RB热对流系统研究的一个核心问题是, 由热
浮力引起的湍流流动传输热量的能力, 用系统整体
传热Nusselt数 (Nu)表示. 无量纲的Nu数计算公

式如下

Nu =
√
Ra · Pr⟨uzθ⟩A − ⟨∂θ/∂z⟩A, (2)

其中 ⟨· · · ⟩A表示横向平均.
由于湍流热对流是一个复杂的非定常流动过

程, 利用系统的时间平均场物理量计算得出的整体
传热Nu数, 也可以作为检验DNS模拟计算结果合
理性的参数.

表 1 三维模拟计算参数和Nu数

Table 1. Parameters of three dimensional simulation and Nusselt number.

Pr Ra Γ Nx ×Ny ×Nz Nu Ref.

0.7 2× 1010 1/2 513× 129× 513 171.79 Stevens et al. [8]

0.7 2× 10 10 1/2 385× 257× 1025 173.13 Stevens et al. [8]

0.7 2× 1011 1/2 769× 257× 1025 373.64 Stevens et al. [8]

0.7 2× 1011 1/2 1081× 351× 1301 352.67 Stevens et al. [8]

4.3 3× 109 1/4 770× 220× 770 89.20 Kaczorowski et al. [9]

4.3 1× 1010 1/4 1142× 326× 1142 130.90 Kaczorowski et al. [9]

4.3 1× 107 1/4 512× 64× 576 16.30 Current work

4.3 2× 107 1/4 512× 64× 576 20.05 Current work

4.3 5× 107 1/4 512× 64× 576 26.14 Current work

4.3 1× 108 1/4 512× 64× 576 31.86 Current work

4.3 5× 108 1/4 512× 64× 576 50.78 Current work

4.3 1× 109 1/4 512× 64× 576 63.64 Current work

4.3 5× 109 1/4 1024× 128× 1152 104.67 Current work

4.3 1× 1010 1/4 1024× 128× 1152 130.16 Current work

4.3 2× 1010 1/4 1024× 128× 1152 166.64 Current work

4.3 5× 1010 1/4 1024× 128× 1152 236.80 Current work
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表 1给出了本文所进行的三维扁方腔热对流
数值模拟参数, 包括计算Pr数和Ra数及系统装置

的宽高比, 并给出了其他研究者的计算情况. 本
文计算的宽高比为 1/4表示的是厚度为 1/4的扁方
腔. 表 1给出了各个算例的计算网格数, 可以看到
我们的计算网格数与其他研究者所用的网格数基

本一致. 同时也给出了计算的传热Nu数, 方便比
较, 所有计算结果的Nu数在图 1中给出.

107 108 109 1010 1011
0.05

0.10

0.15

0.20

 Current work (Pr=4.3, Γ=1/4)
 Kaczorowski et al⊲[9] (Pr=4.3, Γ=1/4) 
 Kaczorowski et al⊲[9] (Pr=4.3, Γ=1) 
 Stevens et al⊲[8] (Pr=0.7, Γ=1/2) 

 Current work (2D)
 van der Poel et al⊲[5] (2D)

N
u

⊳
R

a
0
.3

Ra

图 1 (网刊彩色) Nu数与Ra数的关系图

Fig. 1. (color online) Nu as a function of Ra.

图 1中给出了三维扁方腔的计算Nu数结果,
同时也给出了我们计算的二维Nu数和其他研

究者的结果对比. 三维数值模拟结果和Kac-
zorowski等 [9]的结果符合良好, 二维数值模拟结
果和 van der Poel等 [5]的结果基本一致, 由此可
以表明我们的计算结果是合理可靠的. 从图 1可
以看到, 当Ra 6 1010时, 二维方腔的数据集中在
0.1附近, 三维扁方腔的数据集中在 0.13附近, 两
者Nu数随Ra数的变化具有相近的标度关系. 当
Ra > 1010时, 二维方腔和三维扁方腔的Nu数随

Ra 数的变化有所不同, 二维方腔数据向下倾斜, 三
维扁方腔数据向上倾斜. 较高Ra数的二维方腔和

三维扁方腔传热Nu数随Ra数的标度关系发生改

变的物理原因, 还有待更多的DNS结果出现以及
对其物理和流动机理的更深入讨论.

3 二维方腔和三维扁方腔热对流平均
场的流态特性及温度边界层特性

RB热对流的传热Nu数特性与温度边界层的

特性有直接的关联. 本文就图 1中看到的现象, 选

取Ra = 109, 1010, 5× 1010三个典型算例的时间平

均场, 通过比较二维方腔和展向平均 (沿 y方向取

平均)三维扁方腔流动的流线图、下底板附近温度
分布以及温度边界层特性, 研究讨论二维方腔和三
维扁方腔RB热对流系统的共同点及差异性.

3.1 二维方腔和展向平均三维扁方腔RB
热对流的流态

图 2给出了三个不同Ra数对应的二维方腔和

展向平均三维扁方腔的流线图. 从图 2中可以看到,
二维方腔和三维扁方腔的热对流平均场的共同点

是都存在大尺度环流和角涡, 而且随着Ra数的增

加, 大尺度环流的形状都越来越圆, 角涡尺寸变小.
在二维方腔流动中, 大尺度环流外都存在组

成大小两对的四个角涡. 图 2 (a)中当Ra = 109时,
大尺度环流呈较规则的椭圆形, 椭圆长轴即为连接
二维方腔左下角和右上角的对角线, 在方腔左下角
和右上角存在两个尺度较小的角涡, 而在另两个角
区存在两个尺寸较大的主角涡. 图 2 (b)和图 2 (c)
中Ra = 1010, 5 × 1010时, 大尺度环流近似呈现圆
形, 仍有四个尺寸大小基本一致的角涡存在.

从图 2中下排对应的展向平均三维扁方腔流
线图可以看到, 与二维方腔流动相比, 大尺度环流
的形状发生了变化, 呈现两头尖的梭状, 方腔的左
下角和右上角被大尺度环流充满. 角涡变为了两
个, 而且由二维方腔流动中在侧壁和底板的位置对
称的角涡形状, 变为了展向平均三维扁方腔流动中
角涡的形状在底板的位置远小于在侧壁的位置, 角
涡形状被挤扁靠在侧壁上.

展向平均三维扁方腔流动中的大尺度环流如

何变为梭状, 使得沿底板的大尺度环流可以直接达
到装置的角区再向上运动, 应该回到三维流动中去
探讨.

图 3 (a)给出了Ra = 109时三维扁方腔的平均
场流线图, 可以看到清楚的大尺度环流和角涡, 同
时发现在近底板附近大尺度环流的流线是螺旋状

的. 采用漩涡判据Q值进行分析, 如图 3 (b)所示,
发现近底板螺旋状的流线形成近底板对涡, 和角涡
一起组成了发卡状的角涡. 正是这个三维结构的发
卡状角涡使流动螺旋状向前运动, 将流动直接送到
了装置的角区. 在三维扁方腔流动的数据作展向平
均时, 近底板对涡被平均掉了, 但保留了它对流动
的影响.
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图 2 二维方腔和展向平均三维扁方腔的流线图 上排为二维流动的流线, 其中 (a) Ra = 109, (b) Ra = 1010,
(c) Ra = 5 × 1010; 下排为对应Ra 数的展向平均三维扁方腔的流线, 对应的 (d) Ra = 109, (e) Ra = 1010, (f)
Ra = 5× 1010

Fig. 2. The streamlines of 2D cavity and spanwise averaged 3D narrow square cavity. Streamlines of 2D (top panel)
and spanwise averaged 3D (bottom panel) for Ra = 109 (left), Ra = 1010 (middle) and Ra = 5× 1010 (right).

(a) (b)
         

图 3 (网刊彩色)三维扁方腔流动平均场流线图以及近底板对涡和角涡组成的发卡状三维角涡 (a) 流线图; (b)下
底板处Q值反映的发卡状角涡

Fig. 3. (color online) Mean streamlines and the vortex-pair near plate in the narrow square cavity for
Ra = 109: (a) Streamline; (b) the vortex-pair.

由上述分析可见, 二维方腔和三维扁方腔流动
在宏观上都存在大尺度环流和角涡, 但三维扁方腔
流动结构展向平均影响产生的大尺度环流的形状

发生变化, 角涡的数量及形状也发生变化.
二维方腔和三维扁方腔不同的流动特性会影

响到其装置整体的传热特性. 因此对近底板的平均
温度场进行研究. 由于上下的流动基本形成反对称
情况, 这里只讨论下底板处的流动特性以及对温度

边界层的影响.
图 4给出了六个算例的下底板附近的平均温

度场分布和对应的流线. 二维方腔和三维扁方腔流
动中大尺度环流和角涡形状的不一样, 造成不同的
近底板温度水平分布. 在相同Ra数情况下, 二维
方腔和三维扁方腔流动中不同的角涡形状, 使得流
动向下冲击边界层的位置在二维方腔中更靠近中

部. 二维方腔流动中较小的角涡存在, 使得羽流向

204702-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 20 (2016) 204702

上运动的范围比三维扁方腔流动中的范围大. 在二
维方腔流动中较大范围的向上运动羽流使局部区

域温度分布高温层变厚. Ra = 109和Ra = 1010时
这个现象都很显著,当Ra = 5×1010时这个现象有

所减弱. 具体地讲, 当Ra = 109时, 图 4 (a) 中二维
方腔流动的近底板温度分布可以看到, 在x < 0.3
及x > 0.9 都有很厚的高温层存在, 而在图 4 (b)所
示展向平均三维扁方腔温度图中, 近底板处的温度

变化基本平稳. Ra = 1010的情况类似Ra = 109的
情况, 只是向下冲击位置向右边偏移, 右边角涡的
温度有所下降, 二维方腔左边角涡尺寸变大, 温度
分布高温层区域向方腔中部移动. 当Ra = 5×1010

时向下冲击的位置更靠右边, 二维方腔中左边角涡
带起的温度已明显地减少, 局部温度分布高温层变
厚的区域明显减小. 二维方腔和三维扁方腔的温度
分布高温层的厚度随Ra数增加而变小.

(c)

(d)

(a)

(b)

(e)

(f)

0

0

0.1

0

0.1

0

0.1

0

0.1
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.1
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-0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.05 0.10 0.15 0.20

图 4 (网刊彩色)平均温度场沿x方向分布 (a), (b)为Ra = 109; (c), (d)为Ra = 1010; (e), (f)为Ra = 5×1010;
其中 (a), (c), (e)为二维结果; (b), (d), (f)为三维结果
Fig. 4. (color online) Mean temperature fields: (a), (b) Ra = 109; (c), (d) Ra = 1010; (e), (f) Ra = 5×1010;
(a), (c), (e) two dimensional simulations; (b), (d), (f) three dimensional simulations.

3.2 温度边界层厚度

Zhou等 [10]给出了湍流热对流中温度边界层

厚度的定义. 温度边界层厚度λθ定义为, 温度分
布沿水平方向平均后, 近底板温度线性变化的拟合
线和湍流体区域温度水平线的交点所对应的 z坐

标值.
通过对二维方腔和三维扁方腔的整体平均温

度剖面分布以及温度边界层厚度特性的研究, 对比
二维方腔和三维扁方腔热对流系统的整体特性. 将

上述 6个算例的时间平均场的温度分布作水平数
据平均, 得到热对流整体温度沿 z方向的分布. 取
临近下底板的数据, 为了方便研究温度剖面, 引入
无量纲温度 θ′ = θbot − θ, 其中 θbot是下底板温度.
图 5分别画出了不同Ra数的二维方腔和三维扁方

腔流动中临近底板的温度剖面分布及所对应的温

度边界层厚度.
从图 5中可以看出, 三维扁方腔流动的温度 θ′

比二维方腔流动中的温度更迅速地上升接近 0.5的
值. 这与本文前面分析的近底板温度分布在二维方
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腔和三维扁方腔流动中的差异相关. 二维方腔流动
大尺度环流和角涡带起的温度, 使得整体温度剖面
分布相对于三维扁方腔流动中的温度剖面分布,温
度的变化变缓, 造成二维方腔流动的温度边界层厚
度相比三维扁方腔的温度边界层厚度要大. 比较
图 5 (a)—图 5 (c)中的结果明显地看到, 随着Ra 数
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图 5 (网刊彩色)整体温度剖面分布和温度边界层厚度
其中蓝色三角符号表示三维温度剖面, 红色圆点表示二维
温度剖面, 蓝色虚线和红色虚线分别为近底板处三维和二
维温度剖面线性变化的拟合线, 其与黑色虚线的交点所对
应的 z值为各自的温度边界层厚度

Fig. 5. (color online) Thermal boundary layer pro-
files and thermal boundary layer thicknesses for two
dimensions (red dots) and three dimensions (blue tri-
angles). The tilted dashed lines are linear fits to the
linear parts of the temperature z-profiles near the bot-
tom plate and the horizontal dashed lines mark the
bulk temperature θ′ = 0.5. The distances of the cross-
ing points from the plate define the thermal boundary
layer thicknesses λθ.

的增加, 两个温度剖面分布都更贴近底板, 二维方
腔和三维扁方腔的温度边界层厚度都变小. 这与
Shishkina 和Thess [11] 的研究发现, 随着Ra数的

增加温度边界层厚度会减小的结论是一致的.

3.3 温度边界层厚度随Ra数的标度律

大量的研究发现, 温度边界层厚度与Ra之间

存在标度关系.
图 6给出了本文数值模拟结果的温度边界层

厚度与Ra数的关系, 并由此分别计算出本文DNS
模拟计算的二维方腔和三维扁方腔流动中的温度

边界层厚度随Ra数的标度率. 温度边界层厚度随
Ra数的标度律关系为λθ = λθ0Raβθ. 通过图 6中
的结果, 可以得到

λ2D
θ = 4.860Ra−0.30, (3)

λ
3D,Γ=1/4
θ = 4.716Ra−0.31. (4)

107 108 109 1010 1011
10-3

10-2

10-1

2D

3D

Ra

λ
θ

图 6 (网刊彩色)温度边界层厚度与Ra的关系 蓝色三

角表示三维数值模拟数据, 红色圆点表示二维模拟数据
Fig. 6. (color online) Thermal boundary layer thick-
nesses λθ versus Ra. The blue upward-pointing trian-
gles indicate the results from 3D RB simulations. For
two dimensions this is indicated by the red dots.

可以看到, 本文DNS模拟计算的二维方腔和
三维扁方腔的温度边界层厚度λθ与Ra数的标度

律指数基本一致, 标度关系的系数略有不同. Sun
等 [12]对方腔进行研究, 在 109 6 Ra 6 1010的范

围内得到λθ和Ra数的标度律指数为−0.32± 0.05.
Wang和Xia [13] 的研究发现标度律指数为−0.28,
Zhou和Xia [14]通过实验研究得到的标度律指数为

−0.33 ± 0.03, Burnishev等 [15] 得到的标度律指数

为−0.31 ± 0.02, 系数为 4.3 ± 0.3. 表 2列出了本
文温度边界层厚度关于Ra数的标度律指数及标

度关系系数和他人结果的对比情况, 除了 Current
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表 2 温度边界层厚度和Ra数的标度关系

Table 2. Scaling of the thermal boundary layer thickness with Ra.

Group Range of Ra Pr Γ λθ0 βθ

Current work(2D) 107—5× 1010 4.3 4.860 −0.30

Current work 107—5× 1010 4.3 1/4 4.716 −0.31

Zhou et al. [14] 2× 1010—7× 1011 4.3 0.26 6.85± 0.70 −0.33± 0.03

Sun et al. [12] 109—1010 4.3 0.29 6.10 −0.32± 0.05

Stevens et al. [16] 10 7—1012 0.7 1/2 — −0.29

Scheel et al. [17] 105—108 0.7 1 1.76± 0.12 −0.25± 0.01

　Burnishev et al. [15] 108—1012 0.8 1 4.3± 0.3 −0.31± 0.02

Lui et al. [18] 10 8—1010 ≈ 7 1 — −0.285± 0.04

work(2D)是二维结果外, 其他的数据都是三维数
据. 从表 2中可以看到, 本文的温度边界层厚度随
Ra数的标度律与他人的研究结果是一致的, 也从
另一方面表明本文的二维方腔和三维扁方腔湍流

热对流的DNS 数值模拟研究结果是合理的.

4 结 论

湍流热对流研究在当今物理学和流体力学中

极具重要性, 热对流的传热特性及其温度边界层特
性的研究是热门研究课题. DNS数值模拟研究是
湍流热对流研究的三大手段之一. 本文利用可高效
并行计算的湍流热对流DNS模拟的直接求解方法,
计算了系列Ra数的二维方腔和三维扁方腔的RB
热对流. 计算得到的湍流热对流传热Nu数与其他

研究者的计算结果对比基本一致, 表明本文的计算
结果是合理可靠的. 通过三组典型Ra数的二维方

腔和展向平均三维扁方腔的流动特性对比研究, 得
到以下结论.

1)二维方腔和展向平均三维扁方腔热对流的
平均场都存在大尺度环流和角涡, 而且随着Ra数

的增加, 大尺度环流的形状变圆, 角涡尺寸变小.
二维方腔流动的大尺度环流形状为椭圆形, 有四个
角涡, 而展向平均三维扁方腔流动的大尺度环流呈
梭形, 只有两个角涡.

2)二维方腔流动上升区存在较小的角涡, 使得
羽流向上运动范围增大, 造成局部区域温度分布高
温层增厚, 比展向平均三维扁方腔流动中的温度分
布高温层厚度大很多. 随着Ra 数的增加, 二维方
腔流动温度分布高温层局部增厚的现象逐步减弱,

二维方腔和展向平均三维扁方腔底板附近温度分

布差异减小.
3)整体平均温度剖面分布以及温度边界层厚

度特性的研究表明, 在近底板处三维扁方腔热对流
的温度比二维方腔流动中的温度变化更迅速, 其温
度边界层厚度比二维方腔流动的温度边界层厚度

小. 随着Ra数的增加, 两者温度边界层厚度都变
小. 温度边界层厚度与Ra 数之间存在标度关系,
两者温度边界层厚度变化的标度律指数基本一致,
标度关系的系数略有不同.
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Abstract
The parallel direct method of direct numerical simulation (PDM-DNS) for Rayleigh-Bénard (RB) convection is used

in this paper. The differences and similarities in flow characteristic between two-dimensional (2D) and three-dimensional
(3D) turbulent RB convection are studied using mean field for Ra = 109, 1010, 5 × 1010, and Pr = 4.3. Each of 2D
and 3D cases has a large-scale circulation and corner rolls. The shape of large-scale circulation becomes round and the
size of corner roll turns small as Ra increases. In 2D RB convection, there are four corner vortices at the corner of
the square cavity and a stable large-scale circulation which is elliptical. For spanwise averaged 3D RB convection with
two corner vortices, large-scale circulation reveals spindle shape. Due to the characteristic of the corner roll, the region
plume dominating is wider in 2D RB convection than in the spanwise-averaged 3D case. Further, the Ra-dependence
of thermal boundary layer properties is also studied. The thermal boundary layer thickness is scaled with Ra and the
scaling exponents of λθ with Ra in the 2D and 3D cases are very similar.
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