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各向异性海森伯自旋链中的高阶孤子∗
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( 2016年 5月 22日收到; 2016年 7月 5日收到修改稿 )

在Holstain-Primakoff表象中研究了各向异性海森伯自旋链模型. 在半经典近似条件下, 应用相干态求
出了明孤子和暗孤子的精确解析解. 结果表明: 这些解可以用第一类和第三类椭圆积分来表示. 内容丰富的
暗孤子解是本论文的创新之处.

关键词: 各向异性铁磁自旋链, 明孤子, 暗孤子
PACS: 75.10.Hk, 75.10.Jm, 05.45.Yv DOI: 10.7498/aps.65.207501

1 引 言

用孤波或孤子理论来研究有相互作用的各类

海森伯自旋链模型已经有很长一段时间了. 各向异
性海森伯自旋铁磁链模型的低阶孤子在各类文献

中研究得很透彻 [1−10]. 这些工作都基于经典或半
经典近似理论. 人们发现, 自旋为 1/2的低阶一维

带交换相互作用的自旋铁磁链中存在明孤子解, 这
些解可以用解析式来表示. 但在自旋大于 1/2的系

统中, 求精确解析解却很困难. 尽管如此, 人们还
是可以在Holstein-Primakoff (H-P)表象中,应用半
经典近似, 得到孤子演化的动力学方程. 这些方程
一般是非线性薛定谔方程的各种改进形式, 在一定
的参数范围内有精确解析解, 且其解是孤子或者是
在微扰作用下而振荡的孤子. 一般文献中较少在展
开式中考虑高阶项 (六阶以上)的孤子解. 在考虑高
阶非线性情况下, 动力学方程变得复杂. 所幸的是,
在一定的参数区间仍然可以有精确解析解, 但这些
解只能用椭圆积分来表示.

本文在H-P表象中研究各向异性海森伯自旋
链模型. 即在考虑各向异性情况下, 应用半经典近
似和相干态理论, 求出了明孤子和暗孤子的精确解

析解. 这些解可以用第一类和第三类椭圆积分来
表示.

2 模型和运动方程

考虑各向异性海森伯自旋链模型的哈密顿量

取下列形式 [11]:

H = − J
∑
l

(S+
l S−

l+1 + S−
l S+

l+1)

− Jτ
∑
l

Sz
l S

z
l+1 − µh

∑
l

Sz
l , (1)

其中Sz
l 表示第 l个离子的自旋, J是交换相互作用,

τ是很小的正的各向异性参数, µ 是偶极矩大小, h
是外磁场的磁感强度. S±

l = Sx
l ± iSy

l , Sl = Sl/~
和Sl = (Sx

l , S
y
l , S

z
l ), 这里~是普朗克常数. S±

l 和

Sz
l 满足下列对易关系:

[S±
l , S′±

l ] = 2Sz
l δll′ ,

[S±
l , S′z

l ] = ±S±
l δll′ . (2)

由 H-P变换 [12]取到al和a+l 的第四阶, 有

S+
l = (

√
2S − a+l al)al

≈
√
2S(1− a+l al/4S)al, (3a)
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S−
l = a+l (

√
2S − a+l al)

≈
√
2Sa+l (1− a+l al/4S), (3b)

Sz
l = S − a+l al, (3c)

这里S是自旋角动量的大小, 是无量纲的纯数. 这
样, 体系哈密顿量变成

H = − (µhS + JτS2)N + (µh+ JτS)
∑
l

a+l al

+ (JτS)
∑
l

a+l+1al+1

− (2JS)
∑
l

(ala
+
l+1 + a+l al+1)

+
J

2

∑
l

(a+l alala
+
l+1 + a+l a

+
l alal+1

+ ala
+
l+1a

+
l+1al+1 + a+l a

+
l+1al+1al+1)

− Jτ
∑
l

a+l ala
+
l+1al+1

− J

8S

∑
l

(a+l alala
+
l+1a

+
l+1al+1

+ a+l a
+
l ala

+
l+1al+1al+1), (4)

其中N是总的离子数. 玻色算符al和a+l 满足对

易关系

[al, a
′+
l ] = δll′ , [al, a

′
l] = [a+l , a

′+
l ] = 0. (5)

在H-P表象中, 运动方程为 i~∂al
∂t

= [al,H],
由 (4)式得到

i~∂al
∂t

= (µh+ JτS)al − (2JS)(al+1 + al−1)

+
J

2
[alal(a

+
l+1 + a+l−1) + 2a+l al(al+1 + al−1)

+ (a+l+1al+1al+1 + a+l−1al−1al−1)]

− Jτ [al(a
+
l+1al+1 + a+l−1al−1)]

− J

8S
[alal(a

+
l+1a

+
l+1al+1 + a+l−1a

+
l−1al−1)

+ 2a+l al(a
+
l+1al+1al+1 + a+l−1al−1al−1)]. (6)

应用相干态 |u⟩ = Π
l
|ul⟩ [13], 满足关系式

al |ul⟩ = ul |ul⟩ , 其中ul是铁磁链中第 l个格点

玻色子的概率幅. 这样, 得到有关 |ul⟩的方程:

i~∂ul

∂t

= (µh+ JτS)ul − (2JS)(ul+1 + ul−1)

+
J

2
[ulul(u

+
l+1 + u+

l−1) + 2u+
l ul(ul+1 + ul−1)

+ (u+
l+1ul+1ul+1 + u+

l−1ul−1ul−1)]

− Jτ [ul(u
+
l+1ul+1 + u+

l−1ul−1)]

− J

8S
[ulul(u

+
l+1u

+
l+1ul+1 + u+

l−1u
+
l−1ul−1)

+ 2u+
l ul(u

+
l+1ul+1ul+1 + u+

l−1ul−1ul−1)], (7)

应用连续极限

ul = u(x, t),

ul±1 = u(x, t)± b
∂u

∂x
+

b2

2

∂2u

∂x2
+ · · · ,

|ul±1|2 = |u(x, t)|2 ± b
∂ |u|2

∂x
+

b2

2

∂2 |u|2

∂x2
+ · · · ,

(8)

其中 b是格点常数. 方程 (7)可以写成

i~∂u
∂t

= (µh+ 2JτS)u− 2Jτ |u|2 u− (JSb2)
∂2u

∂z2

−
(
J + 2Jτ +

J

8S

)
b2

∣∣∣∣∂u∂z
∣∣∣∣2 u

−
(J + Jτ

2
+

J

16S

)
b2
[
u2

(∂2u∗

∂z2

)
− u∗

(∂u
∂z

)2]
− Jτb2

[
|u|2 ∂2u

∂z2
+ u∗

(∂u
∂z

)2
]

− J

16S
b2
[
2 |u|4 ∂2u

∂z2
+ 2 |u|2 u2

(∂2u∗

∂z2

)
+ u3

(∂u∗

∂z

)2

+ 6 |u|2 u
∣∣∣∣∂u∂z

∣∣∣∣2 + |u|2 u∗
(∂u
∂z

)2
]
.

(9)

通过变换 t → JS

~
t和 z → z

b
引进无量纲时间

和坐标, 再通过变换u → u exp
(
− iµh+ 2JτS

JS
t
)

消去
µh+ 2JτS

JS
u这一项. 方程 (9)可写成

i ∂u
∂t

= − 2τ

S
u |u|2 − ∂2u

∂z2

−
(1 + 2τ

S
+

1

8S2

)
u

∣∣∣∣∂u∂z
∣∣∣∣2

−
(1 + τ

2S
+

1

16S2

)
×
[
u2

(∂2u∗

∂z2

)
− u∗

(∂u
∂z

)2]
− τ

S

[
|u|2 ∂2u

∂z2
+ u∗

(∂u
∂z

)2]
− 1

16S2

[
2 |u|4 ∂2u

∂z2
+ 2 |u|2 u2

(∂2u∗

∂z2

)
+ u3

(∂u∗

∂z

)2

+ 6 |u|2 u
∣∣∣∣∂u∂z

∣∣∣∣2
207501-2
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+ |u|2 u∗
(∂u
∂z

)2
]
, (10)

这就是有关概率幅的动力学方程.

3 明孤子解和暗孤子解

寻找方程 (10)下列形式的解 [11]:

u(x, t) = φ(η) e i[ϕ(η)+ωt], (11)

这里ϕ是 η = z − vt的实函数. 把 (11)式代入 (10)
式, 在各向异性系数很小的情况下, 即 τ ≪ 1时, 可
以得到下列两个方程:

− vφ′ = −(2φ′ϕ′ + φϕ′′) +

(
1− τ

2S
+

1

16S2

)
× (4φ2φ′ϕ′ + φ3ϕ′′), (12)[

1 +
(1 + 3τ

2S
+

1

16S2

)
φ2 − 1

4S2
φ4

] d2φ

dη2

+
[(1 + 5τ

2S
+

1

16S2

)
φ− 1

2S2
φ3

]( dφ
dη

)2

−
[
φ−

( 1

S
+

1

8S2

)
φ3

]
ϕ′2 +

2τ

S
φ3

+ vφϕ′ − ωφ = 0. (13)

方程 (12)可积, 其解为

ϕ′ =
v

2
(

1

1− εφ2
), (14)

其中 ε =
1− τ

2S
+

1

16S2
, 且 |ε| < 1, 是个正的小量.

故可以简化为

ϕ′ ≈ v

2
(1 + εφ2). (15)

把 (15)式代入 (13)式, 忽略φ6以上的小量, 而
且φ4 ≪ φ2, 故在φ′′和φ′2的系数中忽略φ4以上

的项. 整理得

(1 + γφ2)
d2φ

dη2 + γφ
( dφ

dη

)2

− 3µφ5 + 2νφ3 + δφ = 0, (16)

其中

γ = lim
τ→0

(1 + 3τ

2S
+

1

16S2

)
= lim

τ→0

(1 + 5τ

2S
+

1

16S2

)
=

1 + 8S

16S2
> 0, (17a)

µ =
v2ε2

12
> 0, ν =

τ

S
> 0,

δ =
v2

4
− ω. (17b)

可见, 精确解析解是各向异性参数趋于零时的
极限, 由于γ很小, 对以下的解影响甚微. 各向异性
参数 τ对 ν有影响, 从而对方程 (16)的解产生影响.
对方程 (16)两边积分一次, 得 [14−18]

(1 + γφ2)
( dφ

dη

)2

= µφ6 − νφ4 − δφ2 + C. (18)

以下的解基于方程 (18). 这是个改进形式的高阶非
线性薛定谔方程.

3.1 明孤子解

方程 (18)的明孤子解满足下列条件:
当 η → ±∞时, φ → 0, φ′ → 0, 故积分常数

C = 0. 令 y = φ2 ⇒ y′2 = 4yφ′2, 则方程 (18)变成

(1 + γy)
( dy

dη

)2

= 4µy2
(
y2 − ν

µ
y − δ

µ

)
. (19)

当ν2+4µδ > 0时,取ya = ν+
√
ν2 + 4µδ, a =

ν −
√
ν2 + 4µδ和 b = −1/γ < 0, 则方程 (19)

可写成 ( dy
dη

)2

= −4µ

γ
y2

(ya − y)(y − a)

y − b
. (20)

方程 (20)只有在参数满足条件µ > 0, δ < 0,
γ > 0, ya > a > y > 0 > b时才有解, 这个解是

b− 1

ya
√
ya − b

F (λ1,m1)

+
b(ya − a)

yaa
√
ya − b

Π(λ1,m1, q1)

= ±
√

µ

γ
(η − η0), (21)

其中

λ1 = sin−1

√
(ya − b)(a− y)

(a− b)(ya − y)
,

m1 =

√
a− b

ya − b
, q1 =

ya(a− b)

a(ya − b)
, (22)

F (λ,m)和Π(λ,m, q)分别是第一和第三类椭圆积

分. 孤子峰值为 ym = a. 在参数区间µ > 0, δ <

0, γ > 0, ya > a > 0 > b内, 应用概率幅归一化条
件

∫ ∞

−∞
|u(x, t)|2dx = 1, 考虑到a > y > 0, 得

b− ya√
ya − b

)F (λ10,m1)

+
(ya − a)√
ya − b

Π(λ10,m1, q1) =

√
µ

γ
, (23)
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其中

λ10 = sin−1

√
(ya − b)a

(a− b)ya
, q1 =

ya(a− b)

a(ya − b)
,

m1 =

√
a− b

ya − b
. (24)

从 (23)式中可以求得孤子能量.

3.2 暗孤子解

对于暗孤子, 方程 (18)应满足下列边界条件:
当 η → ±∞时, φ′ → 0, φ → φb, φb相当于背景幅

值. 积分常数C = −µφ6
b + νφ4

b + λφ2
b. 设 y = φ2,

yb = φ2
b, 考虑到φ2

b是背景强度, 可以取

yb =
ν +

√
ν2 + 3µδ

3µ
,

a =
ν − 2

√
ν2 + 3µδ

3µ
,

b = − 1

γ
< 0, (25)

这样, 可以保证 yb > a. 方程 (18)化作

y′2 =
4µ

γ
y(yb − y)2

y − a

y − b
. (26)

方程 (26)在不同参数区间有解. 具体有以下五种暗
孤子.

3.2.1 第一类暗孤子

当µ > 0, δ > 0, γ > 0, yb > y > 0 > a > b时

Π(λ2,m2, q2) = ± |b|3/2
√

µ

γ
(η − η0), (27)

其中λ2 = sin−1

(√
b

b− y

)
, m2

2 =
b− a

b
, q2 =

(yb − b)/b. 暗孤子峰最小值为 ym = 0, 是黑孤子.
应用概率幅归一化条件

∫ ∞

−∞
|u(x, t)|2dx = 1得

Π(λ2yb ,m2, q2)−Π
(
π

2
,m2, q2

)
=

√
µ

γ2
, (28)

其中λ2yb = sin−1

(√
b

b− yb

)
. 利用 (28)式可求

孤子能量.

3.2.2 第二类暗孤子

当µ > 0, δ > 0, γ > 0, yb > y > 0 > b > a

时, 暗孤子解为
a− b

(ya − a)
√

|b|
F (λ2,m2) +

1

b
√
|b|

Π(λ2,m2, q2)

= ±
√

µ

γ
(η − η0), (29)

其中λ2 = sin−1

(√
b

b− y

)
, m2

2 =
b− a

b
, q2 =

yb − b

b
. 暗孤子峰最小值为 ym = 0, 也是黑孤子.

应用概率幅归一化条件得

a− b

(ya − a)
√
|b|

[F (λ2yb ,m2)−K(m2)]

+
1

b
√
|b|

[Π(λ2yb ,m2, q2)−Π(
π

2
,m2, q2)]

=

√
µ

γ
, (30)

其中λ2yb = sin−1

(√
b

b− yb

)
, K(m2)是第一类

完全椭圆积分. 利用 (30)式亦可求孤子能量.

3.2.3 第三类暗孤子

当µ > 0, δ < 0, γ > 0, ν2 > −3µδ,
yb > y > a > 0 > b时, 其解表示为

2yb

(yb + b)
√
a− b

F (λ3,m3)

+
yb − b

(yb + b)
√
a− b

Π(λ3,m3, q3)

= ±
√

µ

γ
(η − η0), (31)

其中λ3 = sin−1

(√
a− b

y − b

)
, m2

3 =
b

b− a
, q3 =

yb + b

a− b
. 暗孤子峰最小值为 ym = a. 因为a > 0, 所

以是灰孤子. 应用概率幅归一化条件可得
2yb

(yb + b)
√
a− b

[F (λ3yb ,m3)−K(m3)]

+
yb − b

(yb + b)
√
a− b

[
Π(λ3yb ,m3, q3)

−Π
(
π

2
,m3, q3

)]
=

√
µ

γ
, (32)

其中λ3yb = sin−1

(√
a− b

yb − b

)
, K(m3)是第一类

完全椭圆积分. 利用 (32)式亦可求孤子能量.

3.2.4 第四类暗孤子

当µ > 0, δ < 0, γ > 0, ν2 > −3µδ,
yb > a > y > 0 > b时, 结果与上面情况相同,
只要把 y限定在a > y > 0范围内即可. 但暗孤子
峰最小值为 ym = 0. 表明不能取到最大值 yb. 应用
概率幅归一化条件得

2yb

(yb + b)
√
a− b

[K(m3)− F (λ30,m3)]
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+
yb − b

(yb + b)
√
a− b

[
Π(
π

2
,m3, q3)

−Π(λ30,m3, q3)
]
=

√
µ

γ
, (33)

其中λ30 = sin−1

(√
b− a

b

)
.

3.2.5 第五类暗孤子

特殊情况, 当a = b, 即 2γ
√
ν2 + 3µδ = 3µ +

νγ时, 方程 (26)变成

y′2 =
4µ

γ
y(yb − y)2, (34)

(34)式有解析解

y = yb tanh2

[√
µ

γ
yb(η − η0)

]
. (35)

这是标准扭结孤子, 是最常见的暗孤子.

4 结 论

本文在半经典近似条件下, 应用H-P近似和相
干态理论, 对带交换相互作用各向异性海森伯自旋
铁磁链模型进行了仔细研究. 求出了用第一类和
第三类椭圆积分表示的精确明孤子和暗孤子的解

析解. 根据归一化条件, 可以求出孤子的能级, 在
做简化近似的情况下可以用完全椭圆积分来表示.
文献 [11]只求得了低阶非线性作用下的明孤子. 各
向异性参数 τ影响孤子的具体表达式. 事实上, 在
考虑高阶非线性相互作用时, 暗孤子解有丰富的内

容. 这是本文的创新之处. 这些结果对于铁磁自旋
系统有一定的参考价值.
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Abstract
An anisotropic Heisenberg ferromagnetic spin chain model is studied by using Holstain-Primakoff representation.

In the semiclassical limit, the exact solutions for bright and dark solitons are found by using the coherent-state method
combined with the Holstein-Primakoff bosonic representation of spin operators. These results show that the solutions
can be expressed in terms of the elliptic integrals in different parameter regions. Some solutions for dark solitons are the
innovation points in this paper.
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