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具有时滞的抑制性自突触诱发的神经放电的

加周期分岔∗
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2)(赤峰学院数学与统计学院, 赤峰 024000)

( 2016年 6月 2日收到; 2016年 7月 1日收到修改稿 )

神经放电节律在神经系统功能实现中起着重要的作用. 具有自突触 (起始和结束于同一细胞的突触)的神
经元普遍存在于神经系统, 本文研究了单神经元模型在抑制性自突触作用下的放电节律. 结果发现, 随着时
滞和/或耦合强度的增加, 可以诱发Rulkov 神经元模型放电节律的加周期分岔. 随着放电节律的周期数的增
加, 平均放电频率增大, 当时滞和/或耦合强度大于某一阈值时, 频率大于没有自突触时的放电频率. 用快慢
变量分离方法可以获得没有自突触的神经放电节律的分岔结构, 可用于认识外界负向脉冲诱发的新节律. 这
些新的节律模式与加周期分岔中的节律模式一致. 研究结果不仅揭示了抑制性自突触可以诱发典型的非线性
现象——加周期分岔, 还给出了抑制性自突触可以提高放电频率的新现象, 与以前的自突触压制放电的观点
不同, 进一步丰富了对抑制性自突触诱发的非线性现象的认识.

关键词: 加周期分岔, 神经放电, 抑制性自突触, 时滞
PACS: 05.45.–a, 87.19.lg DOI: 10.7498/aps.65.210502

1 引 言

神经系统是复杂的非线性系统, 通过电活动
和突触的化学活动实现各种各样的基本生理功能,
如感觉和运动控制以及学习、记忆、认知等高级功

能. 非线性动力学在识别神经电活动中发挥了重
要作用, 如混沌神经放电节律的识别和用分岔识别
节律模式的复杂转迁过程 [1−6]. 其中, 加周期分岔
是重要的分岔和神经放电节律模式转迁类型之一.
在痛觉模型 (也称为实验性神经起步点)、温度觉
模型的实验 [7−9]都发现了节律模式的加周期分岔.
例如在温度感受器, 随着温度的增加, 放电频率先
增加后降低, 而放电节律与温度是一一对应的, 因
此, Braun等 [7,8]提出了感觉神经的节律编码机制,
而不再仅仅是频率编码机制. 在痛觉模型, 发现

了两类加周期分岔: 一类是带有混沌节律的加周
期分岔, 可以用确定性Chay [9]或Hindmarsh-Rose
(HR) [10−13]模型模拟; 另一类是带有随机节律的加
周期分岔 [1−4], 可以在随机Chay模型模拟. 确定
性模型的加周期分岔点附近引入随机因素可以诱

发随机放电节律 [14,15]. 在这些分岔结构内, 处于分
岔点附近非周期节律对外界的刺激更为敏感, 称为
“非周期敏感”, 可能预示着一些编码意义 [16,17]. 近
期, 文献 [18]利用神经元HR和Chay模型分别对多
种分岔包括加周期分岔的实验现象进行了模拟.

神经元接受到的突触电流也会影响其电活动.
自突触, 即突触经历一定的回路连接到自身胞体
上, 在神经系统中是常见的, 例如在脑的许多区域
如大脑皮质、小脑、大脑皮层和海马等都发现了自

突触 [19−28]. 自突触在神经元的放电中起着重要的
作用 [23,26]. 突触传递都是需要时间的, 因此, 自突
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触的作用也会有时滞. 在人工神经元智能电路的
设计中, 可以模拟自突触神经元电活动的各种放电
模式 [29]. 而在生物学实验中, 自突触对放电模式
或节律有着重要的影响. 例如, 由兴奋性自突触调
节的正反馈可以引起持续性放电 [22]. 抑制性自突
触对中间神经元有显著的负反馈影响, 可以使产生
的放电具有精确的放电时刻 [23,27,28]. 此外, 正在研
究具有自突触的神经元的电活动或神经元网络的

时空动力学的理论模型 [30−43]. 例如, Li等 [37]研究

了具有自突触的随机Hodgkin-Huxley (HH)神经
元模型的动力学, 揭示了延迟反馈和固有噪声对神
经元放电的影响; Hashemi 等 [38]研究了具有抑制

性和兴奋性自突触对放电频率的影响, 对于兴奋性
自突触模型, 快突触的平均放电频率大于或小于单
神经元模型的固有放电频率, 慢突触的平均放电频
率大于单神经元模型的固有放电频率, 而对于抑制
性自突触模型, 快和慢突触的放电频率类似, 均小
于单神经元模型的固有放电频率; Wang等 [39,40]利

用三种自突触类型对HR神经元模型的电活动和放
电模式的转迁进行了详细的研究, 在具有电自突触
的模型下, 通过调节合适的自突触强度和时滞可以
实现神经元从周期放电到混沌放电的转迁, 具有兴
奋性自突触的模型能够产生和增强混沌状态, 而具
有抑制性自突触的模型可以减少或抑制混沌状态

的产生. 利用三种自突触类型对HH模型的研究发
现 [41]: 具有电和兴奋性自突触模型的平均放电频
率具有周期性, 而具有抑制性自突触模型的平均放
电频率不具有周期性. 同时, 具有电和兴奋性自突
触模型的平均放电频率均大于系统的固有放电频

率, 而具有抑制性自突触模型的平均放电频率则小
于系统的固有放电频率.

现实的自突触在神经系统中是自反馈连接, 是
神经生物学的 “回返抑制”类型的结构 [44], 而且自
反馈对非线性系统的动力学有显著的影响. 例如,
非线性系统开始振荡的频率可以通过反馈回路修

改 [45]. 此外, 具有一个固定的延迟时间的自延迟反
馈可以抑制混沌, 也可以控制稳定状态 [46,47]. 本文
研究抑制性自突触诱发的神经元簇放电节律的变

化. 有两个重要发现: 一是时滞和/或耦合强度可
以诱发神经元放电节律的加周期分岔; 二是抑制性
自突触可以增强放电, 与以前的抑制性自突触压制
放电的结果不同, 是典型的非线性动力学现象. 进
一步, 依据单神经元的放电节律的动力学性质, 如

分岔和对外界负向脉冲的响应, 可以较好地解释这
一加周期分岔的产生. 这进一步丰富了对抑制性自
突触神经元模型的放电模式的认识.

2 神经元模型

2.1 单神经元的Rulkov模型

考虑Rulkov [48]提出的基于映射的单个神经元

模型: xn+1 = f(xn, yn),

yn+1 = yn − µ(xn + 1) + µσ.
(1)

(1)式中非线性函数 f(x, y)的形式如下:

f(x, y) =


α/(1− x) + y, x 6 0,

α+ y, 0 < x < α+ y,

−1, x > α+ y,

(2)

其中, xn和 yn分别表示神经元快变量和慢变量

的膜电位, α是映射模型 (1)的控制参数, 参数
σ = −0.18, µ = 0.001.

2.2 自突触的Rulkov模型

考虑如下的自突触Rulkov模型:xn+1 = f(xn, yn + Iaut
n ),

yn+1 = yn − µ(xn + 1) + µσ,
(3)

(3)式中, Iaut
n = −(xn − xsyn)gΓ (xn−τ )表示抑制

性自突触电流, 自突触电流的反转电位xsyn = −2,
Γ (xn−τ ) = 1/{1 + exp[−λ(xn−τ − Θs)]}, 其中
Θs = −1, λ = 30, g表示神经元的耦合强度, τ

表示神经元信息传输的时间延迟.

3 仿真结果

3.1 单个Rulkov神经元模型的周期4簇
放电模式

当参数α = 5, 系统 (1)表现为周期 4簇放电
状态, 如图 1 (a)所示. 图 1 (a)中周期 4簇的周期
T = 267, 圆圈之后的第1个尖峰至第 4个尖峰分别
出现在121, 132, 144和159, 第1个谷值至第4个谷
值分别出现在 122, 133, 145和 160, 周期 4簇的持
续时间 (第1个峰到第4个峰)大约是39.
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由于µ = 0.001的值很小, 可以把 yn当作分

岔参数 y, 用快慢变量分离来研究全系统的性质.
快子系统xn+1 = f(xn, y)的分岔结构如图 1 (b)所
示. 当 y < ySN ≈ −3.47214 (y = ySN ≈ −3.47214

是鞍结分岔点), 快子系统出现两个不动点 (xn =

xn+1 = x), 一个是不稳定的鞍点Nu(虚线), 另一个
是稳定的结点Ns(粗实线). 当 y > ySN, 快子系统
具有一个稳定的周期振荡, 其最小值 (下部的点虚
线Xmin)为−1, 最大值为上部的点虚线Xmax. 当 y

减小到 y = yH = −3.5, 周期振荡与Nu的交点是同

宿轨分岔点 (标记为H).
在 (y, x)平面中, 细实线表示系统周期 4簇的

轨线, 如图 1 (b)所示. 周期 4簇的四个峰从右向

左沿着 Xmax 和 Xmin依次出现. 在第 4个峰之后,
轨线经同宿轨分岔点H附近跳跃到稳定点Ns, 最
后达到周期 4簇的静息状态. 经过长时间的静息
状态之后, 轨线从静息状态经鞍结分岔又返回到
簇放电状态. 根据文献 [49, 50], 周期 4簇的放电
状态属于 fold/homoclinic簇. 根据 fold/homoclinic
簇的模式, 两个峰之间的谷值处附近接近于Nu. 如
果在某个谷值附近施加合适的扰动或脉冲电流, 轨
线将会经Nu跳跃到Ns, 最终会终止原先的周期 4
簇, 从而会出现新的簇的放电模式. 可以推测, 如
果施加合适的扰动作用在第k(k = 1, 2, 3, 4) 个谷
值处附近, 新的簇应该出现k个峰.

0 200 400
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2

n

(a)

x
n

-3.52 -3.50 -3.48 -3.46
-2

0

2 (b)

x

y

SN
H

Xmin

Xmax

Nu

Ns

图 1 当参数α = 5, 单个Rulkov神经元模型周期 4簇放电模式 (a) 放电序列; (b) 相空间中快子系统的分岔和
簇的轨迹 (细实线). Ns(粗实线)和Nu(虚线)分别表示快子系统不动点的稳定分支和不稳定分支, Ns和Nu 的交

点是鞍结分岔点 (SN); 上面和下面的点虚线分别表示快子系统极限环的最大值 (Xmax)和最小值 (Xmin,x = −1).
Xmin和Nu的交点是同宿轨分岔点 (H)
Fig. 1. Dynamics of period-4 bursting of the Rulkov model when α = 5: (a) Spike trains; (b) trajectory
of the bursting (the thin solid line) and bifurcations of the fast subsystem in phase space. Ns (the bold
solid line) and Nu(the dashed line) denote the stable and the unstable branches of the fixed points of the
fast subsystem, respectively. The intersection point of Ns and Nu is a saddle-node bifurcation point (SN).
The upper and lower dash-dot lines represent the maximal (Xmax) and minimal (Xmin, x = −1) values of
the stable of fast subsystem, respectively. The intersection point between Xmin and Nu is a homoclinic (H)
bifurcation point.

3.2 负向脉冲电流对神经元模型簇放电

模式的影响

负向脉冲电流 In的特征是以固定的时间宽度

(记为∆T )、强度 (记为A)和作用时间 (记为∆t)诱
发单神经元模型簇的放电模式. 以周期 4簇为例
(图 1 ), 负向脉冲电流的作用时间从圆圈之后开始.

对于周期 4簇, 如果负向脉冲电流作用于第
k个尖峰与第 k+1(k = 1, 2, 3)个尖峰之间的
某个合适的位置并且A大于阈值, 将会诱发 k

个峰的簇. 如果A小于阈值, 放电模式仍然是
周期 4簇的模式. 例如, 负向脉冲电流 (点线)的

∆T = 8, ∆t = 12(在第 1个尖峰和第 2个尖峰之
间)和A = −0.1, 能够诱发出 1个尖峰的簇 (实线),
如图 2 (a)所示. 图 2 (a)中的虚线表示没有作用负
向脉冲电流的周期 4簇放电模式. 类似地, 负向
脉冲电流 (A = −0.1, ∆T = 8)作用于周期 4簇的
第 2(取∆t = 24)和第 3(取∆t = 40)个谷值附近,
将分别诱发具有 2个和 3个尖峰的簇, 如图 2 (b)和
图 2 (c)所示. 当∆t = 50(∆T = 42), 负向脉冲电
流作用于周期 4簇的第 4个谷值附近, 即周期 4簇
之后, 休止状态的开始, A 在很大范围内放电模式
仍然是周期4簇, 如图 2 (d)所示.
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当增大负向脉冲电流的幅值A, 在不同的∆t

值 (在 66至 267之间, 作用于周期 4簇的静息区域)
和∆T值, 能够诱导出具有 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
12, 13和 14个峰的簇的模式. 周期 5和 14分别如
图 2 (e)和图 2 (f)所示. 随着∆t的增大, 负向脉

冲电流诱发新簇的峰的个数会不断增多. 周期
6—13的参数 (A, ∆T , ∆t)分别如下 (−0.13, 65,
90), (−0.13, 75, 109), (−0.14, 82, 126), (−0.14, 90,
147), (−0.15, 97, 169), (−0.18, 97, 196), (−0.18,
112, 218), (−0.18, 119, 236).
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图 2 负向脉冲电流 (点线)作用在周期 4簇 (虚线)的第 k个谷值附近, 诱发周期 k簇 (实线)的放电模式 (a) A = −0.1,
∆T = 8和∆t = 12, 周期 1 簇; (b) A = −0.1, ∆T = 8和∆t = 24, 周期 2 簇; (c) A = −0.1, ∆T = 8和∆t = 40, 周期
3簇; (d) A = −0.16, ∆T = 42和∆t = 50, 周期 4簇; (e) A = −0.16, ∆T = 60和∆t = 66, 周期 5簇; (f) A = −0.22,
∆T = 125和∆t = 267, 周期 14簇
Fig. 2. The burst with k spikes (the solid line) induced by a negative impulse current (the dotted line) applied
around k-th trough of the period-4 bursting (the dashed line): (a) The burst with 1 spike when A = −0.1, ∆T = 8

and ∆t = 12; (b) the burst with 2 spikes when A = −0.1, ∆T = 8 and ∆t = 24; (c) the burst with 3 spikes when
A = −0.1, ∆T = 8 and ∆t = 40; (d) the burst with 4 spikes when A = −0.16, ∆T = 42 and ∆t = 50; (e) the burst
with 5 spikes when A = −0.16, ∆T = 60 and ∆t = 66; (f) the burst with 14 spikes when A = −0.22, ∆T = 125 and
∆t = 267.
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图 3是图 2 (c)簇的相图与快子系统的分岔图
的叠加. 图 3中点线表示单神经元模型周期 4簇的
轨线, 细实线表示由负脉冲电流诱发的具有 3个峰
的簇的轨线. 图 3中, 当∆t = 40, 负向脉冲电流作
用于第三个谷值处附近, 第三个峰之后的轨线通过
Nu, 跳跃到Ns, 最后达到静息状态. 从而原先周期
4簇的第 4个峰 (点线)消失, 具有三个峰的簇 (细实
线)出现.

֓⊲ ֓⊲ ֓⊲ ֓⊲

-2

0

2

x

y

Nu

Ns

图 3 相空间中快子系统的分岔和簇的轨迹, 其中, 点线
是周期 4 簇的轨迹, 粗实线和虚线是Rulkov 模型快子系
统的分岔图, 细实线是负向脉冲电流诱发的具有不同峰的
簇的轨迹, 对应于图 2 (c)
Fig. 3. Trajectory of the bursting and bifurcations
of the fast subsystem in phase space. Trajectory of
period-4 bursting (the dotted line), bifurcations of the
fast-subsystem of Rulkov model (the bold solid line
and the dashed line denotes the stable and the un-
stable branches of the fixed points, respectively), and
burst with different spikes (the thin solid line) caused
by the negative pulse current corresponding to figure
of Fig. 2 (c).

  
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-1

0

1

2

n

x
n

-0.08

-0.04

0

图 4 负向脉冲电流的阈值 (点线)随作用时间∆t的变化

Fig. 4. The changes of threshold of negative impulsive
current (the point line) with respect to action time ∆t.

图 4展示了负向脉冲电流作用到周期 4簇的
第 3个尖峰和第 4个尖峰之间的不同时相时, 负脉
冲 (∆T = 8)能够诱发含有 3个尖峰的簇的阈值,
如带有黑点的线所示. 随着时相即作用时间∆t

的增加, 需要的阈值越高, 从A = −0.008变化到
A = −0.089.

3.3 自突触耦合神经元模型簇的放电模式

与抑制性自突触电流的关系

当耦合强度 g和延迟 τ选取合适的值, 自突触
耦合神经元模型 (3)可以模拟各种簇的放电模式,
如图 5 (a)—(f)中实线所示. 抑制性自突触电流表
现出负向脉冲电流的行为, 如图 5中虚线所示, 这
与图 2中的负向脉冲电流相对应. 抑制性自突触电
流的耦合强度、簇的宽度和时间延迟分别对应于负

向脉冲电流中的A, ∆T和∆t. 抑制性自突触电流
与负向脉冲电流具有相同的诱发簇的放电模式. 下
面将详细介绍簇的放电模式与抑制性自突触电流

的关系.
例如, 当 g = 0.5和 τ = 12, 抑制性自突触电

流作用于第 1个峰之后的谷值附近, 诱发出周期 1
簇放电的模式, 如图 5 (a)所示, 这对应于图 2 (a)中
的情形. 随着时间延迟 τ的增大, 抑制性自突触电
流作用于第 2个谷值附近, 第 3个谷值附近和第 4
个谷值附近, 分别诱发出周期 2簇、周期 3簇和周
期 4簇的放电模式, 分别对应于图 2 (b), 图 2 (c)和
图 2 (d)中的情形. 这四种簇放电的模式对应的时
间延迟还是相对短的. 图 5 (c)中延迟 τ位于图 4中
点线图的作用时间内.

当耦合强度不变的情况下, 随着时间延迟 τ

的进一步增大, 抑制性自突触电流将会诱发出周
期 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13和 14簇的放电模式.
周期 5和周期 14的放电模式如图 5 (e)和图 5 (f)所
示, 分别对应于图 2 (e)和图 2 (f)中的情形. 周期 6,
7, 8, 9, 10, 11, 12和 13的参数分别如下: τ = 90,
τ = 109, τ = 126, τ = 147, τ = 169, τ = 196,
τ = 218, 和 τ = 236.

3.4 抑 制 性 自 突 触Rulkov模 型 的 ISI
分岔序列

图 6展示了抑制性自突触Rulkov模型的峰峰
间期 ISI的分岔序列. 随着自突触延迟时间 τ的增

加, 放电模式将从周期 1簇到周期 14簇 (或大于周
期 14簇)变化, 如图 6 (a) 和图 6 (b)所示. 图 6 (c)
和图 6 (d)是图 6 (a)的放大图, 图中的数字 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14分别表示周期1簇
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至周期 14簇放电的周期数, 与图 5 (a)—(f)的放电
序列图有着很好的对应. 随着耦合强度的增大, 神
经元模型簇放电的周期数会进一步增大, 如图 6 (a)

和图 6 (b)所示. 另外, 当周期数小于或等于 6时,
其 ISI分岔序列是不连续的. 当周期数大于6时, 其
ISI分岔序列是连续的, 表现为加周期分岔的特征.
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图 5 当 g = 0.5, 自突触耦合神经元模型簇的放电模式 (实线)与抑制性自突触电流 (虚线) (a) τ = 12; (b) τ = 24;
(c) τ = 40; (d) τ = 50; (e) τ = 66; (f) τ = 267
Fig. 5. The spike trains (the solid line) of bursting patterns and inhibitory autapse current (the dashed line) of
inhibitory autapse neruon when g = 0.5: (a) τ = 12; (b) τ = 24; (c) τ = 40; (d) τ = 50; (e) τ = 66; (f) τ = 267.

下面研究平均放电频率对神经元模型放电模

式的影响. 图 7展示了在不同耦合强度 g下, 随着
时间延迟 τ的增加, 神经元模型的平均放电频率的
变化趋势. 总体上, 神经元模型的平均放电频率与
ISI的分布是一致的. 当 τ < 90, 平均放电频率的分
布较乱. 当 τ > 90, 平均放电频率呈现一定的规律

性. 随着 τ的增加, 平均放电频率不断重复着快速
上升和缓慢下降. 同时, 随着耦合强度的增大, 其
平均放电频率增大 (蓝色点线和黑色三角线), 且都
大于没有自突触的平均放电频率 (红色圈线). 平均
放电频率揭示了具有抑制性自突触神经元模型放

电模式的一般特性.
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图 6 抑制性自突触Rulkov模型的 ISI分岔序列 (a) g = 0.5; (b) g = 1; (c)和 (d)是图 6 (a)的放大图, 其中数字 1—14
分别表示周期 1簇至周期 14簇放电周期数
Fig. 6. Bifurcations of the ISI series of inhibitory autapse neruon with increasing τ when g is fixed at different
values: (a) g = 0.5; (b) g = 1; (c) and (d) are a part of Fig. 6(a), and the numbers 1–14 represent the period
numbers of periodic firing patterns from period-1 bursting to period-14 bursting.
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图 7 (网刊彩色)自突触神经元在不同耦合强度下的平均
放电频率

Fig. 7. (color online) The average firing frequency of
neuron with inhibitory autaptic connections.

3.5 非周期簇的放电模式

在抑制性自突触Rulkov模型的 ISI分岔序列
中, 除了周期簇的放电模式外还有非周期簇的放
电模式. 例如, 当 g = 0.5, 非周期簇的放电模式如
图 8所示. 图 8 (a)中的放电模式还处于阈下振荡.
在图 8 (b)和图 8 (c) 中, 由于受到抑制性突触电流

的作用, 某些峰被抑制性自突触电流完全或部分抑
制掉, 从而出现了半个峰的状态. 此外还有周期簇
交替出现的情况, 如周期 4簇和周期 5簇交替出现
等 (如图 8 (d)). 这些情况在接下来的研究中均定义
成非周期簇的放电模式.

3.6 放电节律模式在双参数平面 (τ, g)

的分布

放电节律模式在双参数平面 (τ, g)的分布如

图 9 (a)所示, 其中数字1—18 表示周期模式的周期
数, 数字 0表示非周期模式. 放电模式分布具有如
下的特征: 首先, 自突触耦合神经元周期k簇放电

模式的 τ值对应于负向脉冲电流诱发具有k个峰簇

的∆t值, 所有这些周期簇放电模式的特征, 都可以
用负向脉冲电流作用单神经元模型来理解其动力

学行为; 其次, 高周期数 (周期数>6)基本上是连续
的, 低周期数 (周期数66)的结果乱一些, 中间夹杂
着较多非周期簇的情况; 最后, 当周期数>4, 随着
g的增加, 同一周期数的放电对应的时滞区间左移.
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图 9 (b)是图 9 (a)对应的周期簇和非周期簇平
均放电频率的分布. 随着时滞 τ的增加, 具有抑制
性自突触的神经元模型的平均放电频率均大于无

自突触神经元模型的平均放电频率 (除了左下角黑
色区域). 同时, 随着耦合强度的增大, 其平均放

电频率逐渐增大. 当 g较大时, 图 9 (a)中周期 3簇
对应的 τ的宽度范围大致对应于图 4中点线 (能诱
发周期 3簇)的范围. 其他周期数的对应的 τ的宽

度范围大致也是如此, 限于篇幅, 本文就不再一一
论述.
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图 8 g = 0.5时自突触神经元的非周期簇的放电序列 (a) τ = 5; (b) τ = 18; (c) τ = 32; (d) τ = 60
Fig. 8. The spike trains of non-periodic bursting of neuron with inhibitory autaptic connection when g = 0.5:
(a) τ = 5; (b) τ = 18; (c) τ = 32; (d) τ = 60.
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图 9 (网刊彩色)自突触神经元的周期和非周期放电模式在双参数平面 (τ, g)的分布 (a)放电节律的分布, 数字 1—18表
示周期模式的周期数, 0 表示非周放电模式; (b)平均放电频率的分布
Fig. 9. (color online) Periodic and non-periodic firing patterns of neuron with inhibitory autaptic connection in the
(τ, g) parameter space: (a) Distribution of periodic and non-periodic firing patterns (the numbers 1–18 represent
the period numbers of periodic firing patterns and 0 is non-periodic firing patterns); (b) distribution of the average
firing frequency of periodic and non-periodic firing patterns.
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4 结 论

本文研究了抑制性自突触诱发的放电节律的

变化和加周期分岔. 在无自突触电流的作用下, 神
经元模型表现为周期 4簇的放电模式, 而在有抑制
性自突触电流的作用下, 神经元模型实现了从周期
1簇到周期 14簇的转迁 (当 g = 0.5), 这一现象可用
负向脉冲电流作用于单神经元模型进行解释. 负
向脉冲电流 In以固定的时间宽度 (记为∆T ), 强度
(记为A)和作用时间 (记为∆t), 作用于单神经元模
型周期 4簇的第k(k = 1, 2, 3, 4)个谷值附近的某
个合适的位置并且A大于阈值, 将会诱发k个峰的

簇放电. 另外, 本文利用快慢变量分离方法获得了
没有自突触的神经放电节律的分岔结构, 用于认识
外界负向脉冲电流诱发的新节律. 抑制性自突触神
经元模型的 ISI分岔序列在低周期数 (66)时较乱,
而在高周期数 (>6)时呈现连续分布, 依据单神经
元的放电节律的动力学性质, 可以较好地理解这一
加周期分岔的产生. 这一方法以前用于神经元网络
同步的研究 [51−53], 本文扩展用于自突触模型的研
究. 另外, 抑制性自耦合同步的参数是一系列离散
的点或者小区间, 这主要是由映射模型本身的特点
决定的. 而出现周期簇放电对应的延时比较大, 这
可能超出生物学现实. 但是在有负反馈的神经网络
等 [32−34]研究中, 还是有现实意义.

计算了时滞和耦合强度二参数平面内簇放电

的周期数和平均放电频率. 其平均放电频率随着耦
合强度的增强而增大, 且大于单神经元的平均放电
频率 (除了时滞和耦合强度二参数平面内左下角的
黑色区域). 在以往的研究中, 抑制性自突触模型的
平均放电频率低于系统的固有放电频率 [38,41]. 而
在本研究中, 抑制性自突触模型的平均放电频率高
于系统的固有放电频率, 这是新现象. 研究结果有
助于进一步认识抑制性自突触对神经元模型放电

模式的影响以及对加周期分岔现象的解释.
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Abstract
Neural firing rhythm plays an important role in achieving the function of a nervous system. Neurons with autapse,

which starts and ends in the same cell, are widespread in the nervous system. Previous results of both experimental and
theoretical studies have shown that autaptic connection plays a role in influencing dynamics of neural firing patterns
and has a significant physiological function. In the present study, the dynamics of a neuronal model, i.e., Rulkov model
with inhibitory autapse and time delay, is investigated, and compared with the dynamics of neurons without autapse.
The bifurcations with respect to time-delay and the coupling strength are extensively studied, and the time series of
membrane potentials is also calculated to confirm the bifurcation analysis. It can be found that with the increase of
time-delay and/or the coupling strength, the period-adding bifurcation of neural firing patterns can be induced in the
Rulkov neuron model. With the increase of the period number of the firing rhythm, the average firing frequency increases.
When time-delay and/or coupling strength are/is greater than their/its corresponding certain thresholds/threshold, the
average firing frequency is higher than that of the neuron without autapse. Furthermore, new bursting patterns, which
appear at suitable time delays and coupling strengths, can be well interpreted with the dynamic responses of an isolated
single neuron to a negative square current whose action time, duration, and strength are similar to those of the inhibitory
coupling current modulated by the coupling strength and time delay. The bursts of neurons with autapse show the same
pattern as the square negative current-induced burst of the isolated single neuron when the time delay corresponds to
the phase. The bifurcation structure of the neural firing rhythm of the neuron without autapse can be obtained with
the fast-slow dissection method. The dynamic responses of the isolated bursting neuron to the negative square current
are acquired by using the fast-slow variable dissection method, which can help to recognize the new rhythms induced by
the external negative pulse current applied at different phases. The new rhythm patterns are consistent with those lying
in the period-adding bifurcations. The results not only reveal that the inhibitory autapse can induce typical nonlinear
phenomena such as the period-adding bifurcations, but also provide the new phenomenon that the inhibitory autapse
can enhance the firing frequency, which is different from previous viewpoint that inhibitory effect often reduces the firing
frequency. These findings further enrich the understanding of the nonlinear phenomena induced by inhibitory autapse.

Keywords: period-adding bifurcation, neural firing, inhibitory autapse, time-delay
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