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双Pearcey光束的构建及数学机理研究∗
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通过推导椭圆线的菲涅耳衍射分布, 得到了形如Pearcey函数的数学表达式. 通过数值模拟和实验产生,
发现椭圆光环经菲涅耳衍射后形成的Pearcey光束外形上很像两个经典Pearcey光束面对面组合而成, 我们
把它命名为双Pearcey光束, 这是形式不变Pearcey光束家族的新成员. 随后, 利用数学突变理论, 给出了双
Pearcey光束所具有的光学拓扑结构的数学机理和相应表达式.

关键词: 双Pearcey光束, 菲涅耳衍射, 突变理论
PACS: 42.68.Ay, 42.60.Jf, 42.25.Fx, 42.25.Bs DOI: 10.7498/aps.65.214208

1 引 言

1960年激光器问世以来, 激光技术的一个重要
任务是控制和改变激光束的空间形态, 以满足各种
科学实验对光束特性的具体要求. 光束在自由空
间传输, 需满足波动方程, 这是研究光束传输和控
制光束形态的理论基础. 波动方程最为典型的特
解是余弦函数解, 这是我们熟知的简谐波. 简谐波
在自由空间传输时, 其空间分布与传输距离无关,
这实际上是一种 “无衍射”光束, 但作为理论模型
的无衍射 “余弦 (简谐)波”, 波振面有无限宽, 能量
为无限大 (余弦函数平方不可积), 因而这种光束并
无实际价值. 此外, 人们通过寻找波动方程的其他
特解 (这些特解的形式与度规和传输距离无关), 人
们构造了几种具有 “主陲”结构的无衍射光束, 比
如Bessel光束 [1]和Airy光束 [2]. 不同于余弦光束,
Bessel和Airy光束由于存在“主陲”结构,因而更具
实用性 [3−6].

实际上, 既然光的传输必需满足波动方程, 而
波动方程有无穷多个特解. 在波动方程无限多个
解中, 满足光束分布与传输距离无关条件的特解

少之又少. 我们熟知的仅是直角坐标系下的余弦
函数 [7]、极坐标系下的Bessel函数和Airy函数 [1,2]、

椭圆坐标系下的Mathieu函数 [8]. 这构成了无衍射
光束家庭中仅有的成员.

除了条件极为苛刻的无衍射光束, 人们还发现
波动方程在近轴条件下另外的一类解. 在光束传输
过程中, 这类函数的分布虽与传输距离有关, 但传
输过程中, 描述光束的函数形式却并不改变, 这也
是极少见也难得的一类波动方程特解. 传输过程
中, 这类光强分布改变但函数形式不变的光束, 可
被视作形式不变光束. 我们最熟知的是Gaussian
函数, 它正是大多数基模激光器所出射的光束分
布形态 [9]. 2012年, 基于波动方程在傍轴近似下
的特解——Pearcey函数, 人们还构造了Pearcey
光束 [10]. 这种光束与Gaussian光束传输特性非常
接近, 即随着传输距离的改变, 光束分布在变化,
但却始终能用Pearcey函数来描述. 显然, 这是典
型的形式不变光束. 不同于文献 [10]的相位调制,
2015年, 我们课题组利用振幅调制, 实验产生了
与文献 [10]相同的Pearcey光束 [11]. 近来, 甚至半
Pearcey光束也被理论构建和实验产生 [12]. 本文利
用Pearcey函数是波动方程特解的结论, 进一步构
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建了双Pearcey光束. 不同于经典形态的Pearcey
光束 [10,11]和半Pearcey光束 [12], 从外形上看, 双
Pearcey光束仿佛是两个经典Pearcey光束面对面
的叠加. 显然, 这是一种新的Pearcey光束形态. 双
Pearcey光束的产生,不仅为Pearcey光束家族增添
了新的成员, 也为形式不变光束家族增添了新的
成员.

2 理 论

利用惠更斯 -菲涅耳原理, 光在自由空间的传
输方程可写作

E(ξ, η, z) =

∫ ∞

−∞

∫
g(x0, y0)

ik
r

e ikrdx0dy0, (1)

式中, r = [(ξ − x0)
2 + (η − y0)

2 + z2]1/2为物点到

接收面任意点的距离.
当物光波为椭圆线时, 有

g(x0, y0) = δ[y0 − n(1− x2
0/m

2)1/2], (2)

式中, δ代表 δ函数, m和n分别为椭圆的半长轴

和半短轴. 在满足傍轴近似条件, 即当 z3 ≫
(1/8λ)[(ξ − x0)

2 + (η − y0)
2]2max, 把 (2)式代入 (1)

式, 椭圆线物光波的菲涅耳衍射表达式可写为

E(ξ, η, z)

=

∫ ∞

−∞

∫
δ[y0 − n(1− x2

0/m
2)1/2]

× exp{ik[(ξ − x0)
2 + (η − y0)

2 + z2]1/2}

× [(ξ − x0)
2 + (η − y0)

2 + z2]−1/2dx0dy0

=
e ikz

z

∫ m

−m

exp
{

iπ
λz

[(ξ − x0)
2 + n2(1− x2

0/m
2)

+ η2 − 2nη(1− x2
0/2m

2 + x4
0/8m

4)]

}
dx0. (3)

这里, 为了把 (3)式写为Pearcey函数的形式, 参照

文献 [11], 设 (3)式中x0 = m

(
4λz

πηn

)1/4

x. (3)式

改写为

E(ξ, η, z)

= m

(
4λz

πηn

)1/4 e ikz

z

∫ ( πηn
4λz )

1/4

−( πηn
4λz )

1/4

× exp(iΨ)dx, (4)

式中,

Ψ = x4 + px2 + qx, (5)

其中,

p = 2(m2 − n2 − ηn)

(
π

λzηn

)1/2

,

q = 2
√
2mξ

(
π3

λ3z3ηn

)1/4

. (6)

显然, (4)式恰为有限积分区间的不完全
Pearcey函数的积分形式 (标准Pearcey函数的积
分区间为−∞到∞), 说明椭圆线的菲涅耳衍射表
达式正好是Pearcey函数的形式. 由此可知, 利用
椭圆线的菲涅耳衍射, 有望产生有限能量 (积分区
间不是−∞到∞)的Pearcey光束.

基于 (4)式, 我们典型地模拟了三种不同压缩
系数n/m(定义为椭圆短轴和长轴之比)的椭圆线
经菲涅耳衍射后的光束分布, 如图 1所示. 图 1中,
假设入射光波为He-Ne激光 (λ = 632.8 nm), 准直
后的光束为平行光. 同时, 为便于比较, 所有用于
产生双Pearcey光束的椭圆半长轴均为 1.75 mm,
而短半轴不同. 模拟结果与文献 [10, 11]中的经
典Pearcey光束对比后发现, 椭圆线衍射形成的
Pearcey光束,仿佛是两个经典Pearcey光束面对面
叠加所得. 借用文献 [12]中半Pearcey光束的命名,
我们把这种叠加的Pearcey光束命名为双Pearcey
光束.

从 (4)式和图 1可知, 双Pearcey光束在传输过
程中, 纵然光束分布随着传输距离的改变而改变,
但始终能用Pearcey函数描述. 这一传输特性与经
典Pearcey光束非常相似. 显然, 双Pearcey光束是
一种形式不变光束. 此外, 在椭圆长轴不变的情况
下, 通过对比压缩系数分别为 0.3, 0.5, 0.7的椭圆
(椭圆长轴不变, 短轴改变)所产生的双Pearcey光
束, 我们发现, 椭圆越圆, 双Pearcey光束的分布范
围 (星形线)越小, 星形线的短轴与长轴越接近. 说
明通过改变椭圆的形状, 可产生各种双Pearcey光
束. 我们注意到, 任意压缩系数的椭圆线形成的双
Pearcey光束的轮廓结构都很像星形线, 光强最大
的四个点正好在星形线的四个尖角处. 下面我们将
理论分析双Pearcey光束为什么会有这样的光学结
构和形态.

3 双Pearcey光束拓扑结构的数学
机理

我们注意到, 方程 (1)中的双Pearcey光束的
表达式Ψ与突变理论中的塞曼突变机构的表达式
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完全相同, 这个函数被称作势函数 [13]. 势函数中, p
和 q叫做状态变量, x叫做控制变量. 势函数Ψ的临

界点由Ψ ′ = 0求得, 有

Ψ ′ = 4x3 + 2p · x+ q. (7)

(7)式为三次方程, 三次方程最多有三个不等的根.
形如 (7)式的三次方程, 也被称作卡尔丹方程.

根据突变理论 [13,14], 当Ψ ′ = 0, 每有一个实
根, 对应一个稳态点及相应的一条衍射线; 三个实
根对应三个稳态点及相应的三条衍射线. 如果三个
实根中有两个实根相等, 则相应的两条衍射线形成
一条焦散线 (caustic); 如果三个实根全部相等, 则
这三条衍射线两两间可形成两条散焦线, 两条相切
的焦散线形成一个尖点 (cusp).

利用卡尔丹方程的求解方法 [15], 方程 (7)的三
个根分别为

x1 =

{[(
q

8

)2

+

(
p

6

)3]1/2
− q

8

}1/3

+

{
−
[(

q

8

)2

+

(
p

6

)3]1/2
− q

8

}1/3

, (8a)

x2 =

(
−1 + i

√
3

2

)
×
{[(

q

8

)2

+

(
p

6

)3]1/2
− q

8

}1/3

+

(
−1− i

√
3

2

)
×
{
−
[(

q

8

)2

+

(
p

6

)3]1/2
− q

8

}1/3

, (8b)

x3 =

(
−1− i

√
3

2

)
×
{[(

q

8

)2

+

(
p

6

)3]1/2
− q

8

}1/3

+

(
−1 + i

√
3

2

)
×
{
−
[(

q

8

)2

+

(
p

6

)3]1/2
− q

8

}1/3

. (8c)

由方程组 (8)可知, 卡尔丹方程实根的数目由下面
的判别式决定 [15],

∆ =

(
q

8

)2

+

(
p

6

)3

. (9)

当∆ > 0时, x1为实根, x2和x3为复根, 即此时有
一个实根和两个复根; ∆ < 0时, x1, x2 和x3均为

实根, 且x1 ̸= x2 ̸= x3, 即此时有三个不等的实根;
当∆ = 0时, x1, x2和x3 均为实根, 即此时有三个

实根, 三个实根是否相等, 下面将分情况讨论. 将
(6) 式代入 (9)式, 由∆ = 0得(

ξ

n

)2/3

+

(
η

m

)2/3

=

(
m2 − n2

mn

)2/3

. (10)

如图 1所示, (10)式为星形线表达式.
∆ = 0时, 又分为两种情况.
1)在 (8)式中, 当 p = 0, q = 0, 有x1 = x2 =

x3 = 0, 即此时有一个三重零根. 既然三个实根相
等的点形成一个尖点 [13,14]. 由 p = 0, q = 0, 可求
得尖点位置为

ξ = 0, η =
m2 − n2

n
� (η > 0), (11a)

ξ = 0, η = −m2 − n2

n
� (η < 0). (11b)

2)当p ̸= 0, q ̸= 0时, 即 ξ ̸= 0, η ̸= ±m2 − n2

n
,

三个实根中有两个根相等, 两个相等的实根形成
一条焦散线 [13,14]. 由∆ = 0可得焦散线为形如

(10)式的星形线. 注意, 对比本文和文献 [10, 11]
可知, 本文由椭圆形成的的双Peatcey光束的焦散
线和经典Pearcey光束的焦散线完全不同. 经典
Pearcey光束的焦散线为半立方抛物线 [10,11], 而本
文构建的双Pearcey光束的焦散线为 (10)式所示的
星形线.

此外, 物光波的表达式 (2)也可写作如下的
形式:

ḡ(x0, y0) = δ[x0 −m(1− y20/n
2)1/2]. (12)

注意, (2)和 (12)式在形式上虽有所不同, 但数
学上却完全等价, 实际代表的是同一条椭圆线. 将
(12)式代入 (1)式, 重复 (3)—(6)式的推导步骤, 得
到

Ψ̄ = y4 + p̄ · y2 + q̄ · y, (13)

式中, p̄ = 2(m2 − n2 − ξn) ·
(
π

λzξn

)1/2

, q̄ =

2
√
2 ·mη ·

(
π3

λ3z3ξn

)1/4

.

同样, 势函数 Ψ̄的临界点由 Ψ̄ ′ = 0求得. 此时
卡尔丹方程的判决式仍为 (10)式, 但由卡尔丹方程
的三重零根条件 p̄ = 0, q̄ = 0, 可得另外两处尖点
位置为

ξ =
m2 − n2

m
, η = 0� (ξ > 0), (14a)

ξ = −m2 − n2

m
, η = 0� (ξ < 0). (14b)
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(c) 

(b) 

(a) 

1.5 mm 1.5 mm 1.5 mm

1.5 mm 1.5 mm 1.5 mm

1.5 mm 1.5 mm 1.5 mm

图 1 (网刊彩色) (a)—(c)第一列为压缩系数 n/m = 0.3, 0.5, 0.7 的椭圆 (实线)和对应的焦散线 (虚线); 第二、
三、四列分别为椭圆线在传输距离 1, 2, 3 m处菲涅耳衍射所得的双Pearcey光束
Fig. 1. (color online) (a)–(c) The first column represent ellipse lines (solid lines) and their corresponding
evolute lines (dotted lines) for the elliptic compression coefficient of n/m = 0.3, 0.5, 0.7. The second to fourth
column represent Bi-Pearcey beams generated by ellipse line based on Fresnel diffraction in the propagation
distances for 1, 2, 3 m.

综合 (11)和 (14)式, 易知双Pearcey光束四个
尖点分别位于

ξ = ±m2 − n2

m
, η = 0, (15a)

ξ = 0, η = ±m2 − n2

n
. (15b)

由 (15)式, 可知星形焦散线的四个顶点为双
Pearcey光束的四个能量极大的尖点.

焦散线 (caustic)是衍射突变理论中常用的
一个概念, caustic一词源自于希腊语单词burn-
ing [16], 直译为 “燃烧的”. 实际上指光线最集中、光
强最强的地方. 通过突变理论的概念, 可以很好地
解释双Pearcey光束的特点, 即双Pearcey光束边
缘的星形焦散线处, 光强明显强于其他区域, 而焦
散线的四个尖点处光强又最强.

由突变理论 [13,14]并结合几何光学中光线的观

点可知, 对于临界点方程, 一个实根意味着该处只
有一条光线, 两个实根意味着该处有两条光线. 而
由三重实根的条件, 意味着该处有三条光线通过,
因此尖点处的光强最强, 两条光线通过的散焦线

处的光强次之, 只有一条光线通过的区域光强最
弱. 利用数学上的突变理论, 很好地解释了图 1中
双Pearcey光束所具有的拓扑结构.

需要指出, (4)式并非严格意义的Pearcey函
数.从Pearcey函数的定义 [13,14], 可知理想Pearcey
的积分区间为 (−∞,∞). 但本文由椭圆的菲涅耳
衍射所得的表达式, 虽然形式上与Pearcey函数相

同,但积分区间为
(
−
(
πηn

4λz

)1/4

,
(
πηn

4λz

)1/4)
. 参

照Airy函数的定义 [17]

Ai(x) =
1

2iπ

∫ ∞

−∞
exp(tx− t3/3)dt, (16)

理想Airy函数平方不可积, 即∫ ∞

−∞
|Ai(x)|2dx → ∞. (17)

既然实际产生的Airy光束总是在有限区间
积分, 因而形成的Airy光束总是有限能量Airy光
束 [18,19]. 同样, 理论上, 理想Pearcey光束并不存
在. 实际中, 不论利用抛物线相位 [10], 还是抛物
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线振幅 [11]产生Pearcey光束, 其抛物线的范围总
在有限区间. 实际产生的经典Pearcey光束也并非
是理想的Pearcey光束, 而是有限能量Pearcey光
束 [10,11]. 同理, 椭圆线经菲涅耳衍射后形成的形如
Pearcey函数的双Pearcey光束, 从表达式 (4)来看,

积分区间

(
−
(
πηn

4λz

)1/4

,
(
πηn

4λz

)1/4)
显然是有限

的,因而双Pearcey光束是一种有限能量的Pearcey
光束.

最后, 与文献 [11]中的实验方法相同, 我们利
用振幅型空间光调制器产生椭圆线光环, 椭圆光环
经菲涅耳衍射后, 实验产生了双Pearcey光束. 我
们给出了如图 1 (b)所示的椭圆亮环, 在自由空间
传输 2, 3 m后, 用科学电荷耦合器件记录该光束,
如图 2所示. 实验结果与理论结果 (图 1第二行第
三、四列)基本一致, 证明了理论结果的正确性.

1 mm 1 mm

z=2 m z=3 m

图 2 (网刊彩色) 双Pearcey光束实验图
Fig. 2. (color online) Experimental results of Bi-
Pearcey beams.

4 结 论

在傍轴近似条件下, 通过推导椭圆线的菲涅耳
衍射分布, 得到了形如Pearcey函数的数学表达式.
这一结果表明椭圆线光环经菲涅耳衍射后, 可形成
Pearcey光束. 进一步, 通过理论模拟, 表明椭圆线
经菲涅耳衍射后形成的Pearcey光束不同于经典的
Pearcey光束和半Pearcey光束,它的外形很像两个
Pearcey光束面对面叠加而成. 我们通过振幅调制,
实验产生了这种双Pearcey光束, 这是Pearcey光
束家族新的一员. 随后, 基于突变理论中的塞曼突

变机构, 给出了双Pearcey光束光学拓扑结构的数
学机理.
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Abstract
We present a theoretical expression in the form of the Pearcey function by deducing the Fresnel diffraction distribu-

tion of an elliptic line. Then, we numerically simulate and experimentally generate this kind of new Pearcey beams by
using the Fresnel diffraction of optical ellipse line. This kind of beams can be referred to as Bi-Pearcey beams because
their appearance of the topological structure is very similar to the combination of two face-to-face classical Pearcey
beams. It is no doubt that so-called Bi-Pearcey beams are the new member of a family of form-invariant Pearcey beams.
Subsequently, we also provide the theoretical mechanism of generating Bi-Pearcey beams based on the Zeeman catastro-
phe machine of catastrophic theory. By solving the critical equation of potential function of Bi-Pearcey beams generated
by an ellipse line, we find that the optical morphogenesis of Bi-Pearcey beams is determined by the number of roots
of the critical equation. The critical equation of potential function of Bi-Pearcey beams is a classical Cartan equation,
which has at most three real roots. For the Fresnel diffraction of ellipse line, three real roots of the critical equation
are corresponding to three stable points and represent three diffraction lines, hence they can be used to examine the
optical topological structure of Bi-Pearcey beams. By choosing the appropriate control variable of Bi-Pearcey beams, two
diffraction lines of an ellipse line overlap, and the strong caustic line of Bi-Pearcey beams is correspondingly generated
when the two of the three real roots of the critical equation are equal. If the three real roots of the critical equation are
all equal, the strongest cusps of Bi-Pearcey beams are generated, accordingly. Moreover, the equation of the caustic line
and their positions of four cusps of Bi-Pearcey beams are given by solving the control variable equation of Bi-Pearcey
beams. In conclusion, we elucidate the mathematical mechanism of topical morphogenesis of Bi-Pearcey beams based
on catastrophic theory.
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